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EINLETITUNG

.+In der allgemeinen:Gleichgewichtstheorie wurden:urspringlich.

endliche Modelle: betrachtet: (ARROW<DEBREU. (1954),, DEBREU (1959)).

. AUMANN: (1964;°1966) studierte ein Kontinuum von.Haushalten,
{'HILDENBRAND: (19701 a): fiihrte! Produktion: in:dieses:Modell ein, und

bewies einen Approximationssatz (HILDENBRAND (1970 b)) fir
kontinuierliche Okonomien durch endliche Ukonomien. BEWLEY (1972)

betrachtet kontinuierlich viele Gliter.

1.2.

Kontinuierliche Modelle haben den Vorteil, daf in ihnen sehr
schbne Sdtze gelten, die im endlichen Fall nicht oder nur
approximativ erfiillt zu sein brauchen. Das liegt an der echten
"Infinitesimalitdt" des einzelnen Haushalts im kontinuierlichen
Modell. Diese zieht gewisse begriffliche Schwierigkeiten nach
sich, denn die vorhandene Gesamtausstattung ist per definitionem
gleich dem Integral ilber die "individuellen Ausstattungen", ein
Integral ist aber, anschaulich gesprochen, keine Summe, sondern
ein Mittelwert. Die "Ausstattung" eines einzelnen Haushaltes ist
also eigentlich keine solche, sondern nur eine Art Dichte, welche
angibt, wie stark oder schwach die {iber das Kontinuum verteilte
Gesamtausstattung bei dem betreffenden Haushalt konzentriert ist.
Erst Integrale ilber Koalitionen positiven Mafes haben den Charaicter
von Ausstattungen im liblichen &konomischen Sinne. Analoges

gilt flir die "individuellen Nachfragen".
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1.3.

Solche Uberlegungen legen es nahe, den zwischen dem endlichen

und dem kontinuierlichen Modell liegenden Fall abzdhlbar
unendlich vieler Haushalte ndher zu betrachten. Freilich darf man
dabei nicht eine "unendlich oft replizierte" Okonomie (iUber
Replikation s.z.B. DEBREU u. SCARF (1972)) nehmen, denn diese
wire der Grenzwert einer Folge von Ukonomien, wo die Zahl der
Haushalte gegen unendlich strebt , die Ausstattung jedes
einzelnen Haushalts, relativ zur Gesamtausstattung, aber gegen

Null; Gesamtnachfrage und -angebot wdren nicht wohldefiniert.
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2. Unser Modell

2.1.

Wir gehen von einer fixen, endlichen Gesamtausstattung aus, die
auf abzdhlbar unendlich viele Haushalte aufgeteilt ist, und zwar
so, daR die Summe der individuellen Ausstattungen absolut
konvergiart. Die absolute Konvergenz ist notwendig, weil sonst

die Summe von der Reihenfolge, in der die Haushalte numeriert sind,
abhinge, bzw. Uberhaupt nicht definiert wdre. Bei absolut
konvergenten Reihen ist das nicht so, man kann mit ihnen iber-
haupt in vieler Hinsicht so rechnen wie mit endlichen Summen,

und darum hat unser Modell, wie sich zeigen wird, im groRen

und ganzen mehr Ahnlichkeit mit dem endlichen Fall als mit dem

kontinuierlichen.

2.2.

Die Hauptschwierigkeit bei der Fihrung eines Existenzbeweises

flir ein kompetitives Gleichgewicht mit unendlich vielen Haushalten
liegt darin, daf die aggregierte Nachfrage i.a. nicht definiert,
d.h. nicht als Summe einer absolut konvergenten Reihe darstellbar
ist. Dieses Problem 1ldRt sich 1l8sen, indem man eine Folge von
"Hilfs-Gleichgewichten" konstruiert, und dann in geeigneter

Weise einen Grenziibergang wvollzieht. Unser Verfahren ist verwandt
mit der von AUMANN (13966) entwickelten Methode.

2.3.

Was den eigentlichen Existenzbeweis betrifft, so folger ir abe:
nicht AUMANN (1966) - der seinerseits eine vou McKENZIL (1:59)
stammende Idee modifizierte -, sondern NIKAIDO (1368}, +: d-n

sich unser ganzer Aufbau {iberhaupt enge anlehri. T Gvunde | :puhen
natlirlich alle diese Beweise auf einem Fixpunktsatz. Wir stitzen
uns auf den von KAKUTANI, und zwar gleich in Form eines fiir nsere
Zwecke praktischen Lemmas, das in der Litoratur wiederho!t anzus

treffen ist {Lemma 1.3.)



2.4,

Im Gegensatz zu den unendlich vielen Haushalten bereitet das
Hinzufligen von endlich vielen Firmen und damit die Einflhrung
von Produktion in die Tauschwirtschaft verhdltnismdfig wenig
Probleme. Im folgenden wird das Modell gleich inklusive
Produktion formuliert, der Spezialfall der reinen Tausch-

wirtschaft ist darin trivialerweise enthalten.

2.5.

Die einzelnen Axione {iber Haushalte und Firmen sind in der
Literatur ausfithrlich diskutiert worden, sodaf wir auf eine
Erliuterung ihrer &konomischen Relevanz verzichten zu kdnnen
glauben. Im ilibrigen flihren wir keine Nutzenfunktionen ein,

obwohl unsere Annahmen das gemdR® DEBREU (1854) gestatten wirden.



3. Mathematische Voraussetzungen

Diese sind im wesentlichen in NIKAIDO (1968) enthalten. Einige
Resultate iber unendliche Reihen, Ordnungsrelationen und

Korrespondenzen sind in §1 zusammengestellt.

4. Okonomische Interpretation

GemdR dem Grundsatz{bEBREU (1959), p.viiﬂ "The theory .. is
logically entirely disconnected from its interpretations" wird
in §81-5 auf konomische Interpretationen verzichtet, um den
roten Faden der mathematischen Deduktion, der von den Axiomen
(H1)-(H7), (F1)~(F4), (H~-F) aus §2 bis zu Satz 5.1. in §5
fihrt, mdglichst wenig zu verwickeln. Im Ubrigen flirchten wir,
zu der im Gange befindlichen Kontroverse liber Sinn und Unsinn
der Allgemeihen Gleichgewichtstheorie (Vgl.z.B. KORNAI (1971),
KALDOR (1872), HAHN (1973))an dieser Stelle nichts beitragen
zu kénnen . Demgemdf enth&lt auch §6 keine inhaltliche Kritik

der Resultate aus §§1-5, sondern nur eine kurze Skonomische

Interpretation, um den Zusammenhang. mit der Ubrigen einschligigen

Literatur herzustellen.

SchlieBlich mdchte ich noch den Herren Gerhard Schwddiauer und
Franz Haslinger, die mich mit der Gleichgewichtstheorie bekannt
gemacht haben, Herrn Abdur Rahman, der die vorliegende Arbeit
mit mir diskutiert hat, und Frl. Irene Hafner, die sie ge-
schrieben hat, herzlich danken.

Wien, im Juni 197u Manfred Nermuth






j) §1 Mathematische Voraussetzungen
1.1. Bezeichnungen
XI
1/x2 m
X =1 . Vektor im m-dim. euklidischen Raum R
\.m
X
2\
. . . >
j-ter Einhéitsvektor: e; = 1//.. 3 (3 = 1,.. m)
0
) ' /13
/o\ . 1\
Nullvektor: 0 =0 Einheitsvektor: 1 =|: |
1 i ! ° /
5 v/
0
Im folgenden werden obere Indizes ausschlieBlich zur Bezeichnung
von Koordinaten verwendet. Eine Grdfe mit einem oberen Index,
z.B. xj, yj, p] ist also immer ein reeller Skalar, und zwar
die j-te Koordinate eines Vektors x,y oder p.
",> ‘ Das innere Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren x,y ist
definiert durch:
m .
X.y = X xj y]
j=1
die Norm (der Absolutbetrag) eines Vektors: |x | = |x.x
es gilt:
lx+y!ﬁ4xl + |yl Dreiecksungleichung
x.y £lx| . |yl Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung
T



Wir flihren folgende Bezeichnung

Xy heiBt xJ < yd  fur
X <y heift X =y und

X <y heiRt x3 <yl flr 3

ein:

j =
X +y

1,2,..m

"kleiner-gleich"

"halbstrikt kleiner"

"strikt kleiner"

Die umgekehrten Relationen heifen entsprechend "gr8Rer-gleich",

etc..

Ein Vektor x heift nichtnegativ, halbstrikt bzw. strikt positiv,

je nachdem er gr&per-gleich, halbstrikt oder strikt groRer als

0 ist.

Diese Bezeichnungen gelten sinngemdf fiir Zahlenfolgen, d.h.

"Yektoren mit unendlich vielen Koordinaten" (vgl.Def. 3.9(i)).

Der nichtnegative Orthant S ist die Menge aller nichtnegativen

Vektoren im R™ , das Standardsimplex P die Menge aller x aus S,

flir die gilt:

Die Summe T Xi von endlich vielen Teilmengen Xi”' X

i=1

des RT ist die Menge aller Punkte x der Gestalt: x = 1 X.

wo x. aus X. 1= 1,..0.
1 1 9 3

n

Der R™ ist ein lokal kompakter topologischer Raum mit abzdhl-

barer Basis, dessen Topologie durch die mittels der Metrik

d(x,y) = |x - yi definierte uniforme Struktur induziert wird.
Eine Folge (xi, xza.bo) von Punkten im R heift konvergent
mit Limes x, falls gilt: lim {xj - X | =

i



1.2. Unendliche Reihen im R™

Sei (xl,xz,.° ) eine Folge von Punkten im rR™,

Xs heiflt n-te Partialsumme

S
n

e H
[ e ]

Die Folge (sl,s ) heiffit Reihe (mit Gliedern xi) und wird

oo

mit EX; = IX. = bl bezeichnet (unabh&ngig von ihrer

evtl.Konvergenz).

Def,1.1: Die Reihe in heiRt (bedingt) konvergent, falls die

Folge ihrer Partialsummen (sl,s ) konvergiert.

pae e
X = 1lim s heiBt Wert oder Summe der Reilhe.
nN-+o

Sei k : 1~ ki eine Bijektion der natiirlichen Zahlen auf sich

selbst. Man sagt: die Folge (xki > X 5 -+ ) ist aus

‘(xl, Xosee } durch Umordnung entstanden. Die Reihe Exk ist

i
aus LXj; durch Umordnung entstanden. *
i
Die bedingte Konvergenz einer Reihe gemdR Def.1.1 bleibt bei

Umordnung i.a. nicht erhalten.

Def.1.2: Die Reihe Exi heift absolut konvergent, falls die

Reihe lei‘ konvergiert.

Beh.1.1: Falls Ix; abs., konv.ist,; so ist 2x, und jede daraus

durch Umordnung entstandene Reihe konvergent, und alle diese

Reihen haben den gleichen Wert x = Exi
Beh.1.2: Sei x = IX; 5 ¥y = Iy, abs.konv.. Dann ist
Z(xi+yi) abs. konv. und = x+v, und
Z(r.xi) abs. konv. und = r.x fir jede reslle Zahl r.



Beh.1.3: Se1 X, aus S flr alle 1. Dann ist £x. absolut

konv. genau dann, wenn IXs bedingt konv. ist.

Bew.: Beh.1.1 ~ 1.3 sind wohlbekannt.

Def.1.3: Sei Xy5X45 ... eine Folge von Mengen im R™ mit der
Eigenschaft: flir beliebige X. aus Xi (iz1,2,.. ) gilt stets:
EXs ist abs.konv.. Dann heift EXi abs.konv. und die Menge

X = ZXi = { x = Ix. Ixi aus X.} heift die Summe der

Beh.1.4:; Sei LX; abs.konv. und sei Y, Teilmenge von X
fir 1 = 1,2,.. . Dann ist ZYi abs. konv.

Bew.: klar

Beh.1.5: ZXi ist genau dann abs.konv., wenn eine abs. konv.
Reihe Ib, von nichtnegativen Zahlen b. existiert sodaB flr

hinreichend grofe i gilt:

;

| £ b, fur x. aus X. .
i i i

i
Bew.: gemdf Def.1.2 1ist die Bedingung klarerweise hinreichend.
Sei nun IX; abs. konv.

Wir setzen b, = sup |xii

xieXi
bi ist 20, evtl. = = |,

Zundchst k&nnen hdchstens endlich viele bj = o sein, dearn
sonst gdbe es unendlich viele X, aus Xi mit {z.P.} [x;ji 1.

und qxi wdre nicht konvergent.

Sei also io ein Index, so grof, dap Dy endlich i3t flir all<

1:10 .

Sei €> 0 beliebig gewihlt, und seien o.

c; positive Zahlen,

. 1

sodaB I c. < &
i=1

o]



Nach Def. der bi existiert flir alle i 2 io ein x; aus Xi

mit Ixii 2 b, - c: - Daraus folgt:

£lx, 12 Fbyc) > Fo; - e
i=io i=iO i=iO
£K nach Voraussetzung, und somit erhalten wir,
wenn wir fir i = 1,2,.. io—l die b. irgendwie (endlich)
wdhlen: Zbi ist abs. konvergent.

Beh.1.5 bew.

Lemma 1.1: Sie X = IX, abs. konv. gemdfR Def.1.3. Dann gilt:
Wenn Xi kompakt ist flr alle i, so ist auch X kompakt.

Bew.: (i) zunichst ist X beschrdnkt: sei x = ZXi aus X.

Dann ist nach der Dreiecksungleichung:
i .
x| & £ x| £ Eoixi! + b wo i_ hinreichend grof
' i=1

und b = Ib. gemdhl Beh. 1.5 ist.
io
i=1 o
kompakte Mengen sind.

Damit ist (i) bewiesen.

(ii) ferner ist X abgeschlossen: seil (xi,x2,.n ) eine Folge
von Punkten in X, mit limxn = x . Wir haben zu zeigen,

daf auch x in X liegt.

Per def. hat jedes X eine Darstellung der orm:

X = 20X . wo X . aus Xi ist, . flir alle n,i

Weil Xikompakt ist, hat die Fulge (xll’ Xoqs Xgqs +o- ) eine

konvergente Tellfolge (Kkl(i),i’xkl(z),1? weo 1 oin X, 4 mit

1

lim x

- kq(n),1 = gi aus X,

ES

D> lxii ist aber auch beschrdnkt, weil Xl”' X. endlich viele



. - . .
Ebenso hat die Folge (Xkl(l),Z s Xk1(2392 s ess ) in X, eine

konvergente Teilfolge (sz(i),2° Xk?(Z),Z"' ) mit

lim x = X, aus X2

kz(n)92

UsSwe.

Durch Induktion erhdlt man schlieflich flr jede natlirliche
Zahl t eine Teilfolge (kt(i), kt(2), .. ) der natlrlichen Zahlen,
sodaf fir 1 = 1,2,.. t gilt:

¥ . aus X.
x i

1im th(n)ﬁi ]

n

Damit ist induktiv flir jedes i ein ﬁi in X4 definiert, und

hnand 4 - - ° Y . 5 .

X : = in 1ist ein wohldefinierter Punkt in X.
i ‘ w——

Wir wollen zeigen: x = X

Sei € > 0 beliebig gewdhlt. Nach der Dreiecksungleichung gilt:

< K X K, K_ _
X - X !z [x - xn{ + §x - X §+l EX . = IXs |+ ] X, - X
noL M i =1 121
. 1=1
A B C D
K - Z K —_—
c =’i§1 ni Xi)‘z 111 { i T % ]:
e l< —
= X Xni - Xi + % {ni -~ X
1=1 o ; izt+]
C1 C?

n. Vor. ist IX, abs konvergent, und wird al.o nach

durch eine Riehe Ib, majorisiert. Wir wihlen t so grof.
daf K - .
5 bj £ ¢ fir jedes X = t . (o.B.d.A. t 2 1 ).
i=t+l -



kdann wirdvin C, 1Xni - §i|§ lxnl | + |§il§ b. + b; = 2 b,
und somit
K Z € K < , o . S
C, = Z‘Xni - xi|= 2.5 b; ¥ 2.¢  flr jedes K = t.

i=t+1 Codi=zt+d

Fir 1 = 1,2,.. t gilt aber flir eine passende Teilfolge
(kt(l), kt(2), e )

lim xkt(h),i = X5 , d.h.

X . = X. £
ni ' t

HLS

fir i = 1,.. t , wenn wir nu®

n hinreichend groB und zugleich aus der Folge (kt(h))

h=1,2’..
wdhlen. Damit wird
t L I |
C1 =-f X5 T Xyl F t. = £ fir solche n.
i=1
Wegen 1lim X, = X k6nnen wir o.B.d.A. n gleich so grof wdhlen,
n .
da®
: <
A‘- X—Xn = € .

Flir dieses fest gewdhlte n aber existiert wegen X, L X
i

ein K, sodah

"
m

B = jx_ -
n N

K
z
1=

b

1n1

und wegen X = Zii kann K so grof gewdhlt werden, dab
i

D =
i

. T ; < -
i €

" ™Mex
= X

Somit erhalten wir:
X - X |2€ + €4 2¢ +e +¢ = B¢

udn weil e beliebig war, muB x = x sein, d.h. x liegt in X,

und X ist abgeschlossen.
' Damit ist (ii)} bewiesen.

Nach dem Satz von Heine-Borel folgt aus (i),(ii) die Bebaupting.

w.z.z'w.



1.3. Ordnungsrelationen

Einfachheitshalber betrachten wir nur Ordnungsrelationen auf
S, dem nichtnegativen Orthanten des R™; die Definitionen

gelten aber natlirlich flir beliebige (konvexe) Teilmengen
m
des R.

Def.1.4: Eine binire Relation & auf S heiRft Ordnungs-

~

relation, wenn gilt:

(1) x & x flir alle x aus S (reflexiv)
(ii) x+~y , yzz impliziert Xxz (transitiv)
€iii) fiur alle x,y aus S gilt immer x*>y oder y=xX
(vollstédndig)
Def.1.5: (i) x>y heiBt: x>y ', aber nicht y2X x

(zugehdrige strikte Ordnungsrelation)
(ii) x~y heiBt: xZy und y=ZX

(zugehdrige Indifferenzrelation)

Im folgenden schreiben wir statt "x*>y" auch "x pref.y" ,

uns statt "x>y" auch "x ppref y" .

Def.1.6: Eine Ordnungsrelation heift stetig, wenn die Menge

{(x,y) | x pref y| abgeschlossen ist (in S x S).
I.f. ist ¢ eine reelle Zahl

Def.1.7: Eine Ordnungsrelation heift

11N

(i) konvex: x pref y , 0 £ ¢ £.1 impliziert

cx + (1-c)y pref y

(ii) halbstrikt konvex: xPpref y , 0<c £ 1 impliziert
cx + (1-c)y ppref y

(iii) strikt konvex: x pref y, x ¥ y, O<c <1 impliziert

cx + (1-c)y ppref y



\J

Beh.1.6: Folgende Bedingungen sind &quivalent:

(i) {(x,y) | x pref y{ ist abgeschlossen (d.h. "pref™"
ist stetig)
(ii) {(x,y) | x ppref yf ist offen
(iii) {yE apref y!, {x|x pref b; sind abgeschlossen
flir alle a, b
]

(iv) vy | a ppref y}, g xirx ppref b} sind offen fiir

alle a, b
(v) X pref Yy flir alle n, lim X = X
lim Yo, =V impliziert: x pref y
n

Beh.1.7: Folgende Bedingungen sind &dquivalent:
(i) ‘"pref" ist konvex gemdf Def.1.7 (1)
(ii) {x |x pref a} ist konvex flir jedes a

(iii) {x | x ppref a} ist konvex flir jedes a

Beh.1.8: Es gilt:

(i) Eine strikt konvexe Ordnung ist konvex
(ii) - " - ist halbstrikt konvex
(iii) Eine halbstrikt konvexe stetige Ordnung ist konvex
Def.1.8: Die Menge der maximalen Elemente einer Teilmenge M

von S beziliglich der Ordnung "pref" ist:

Pref M : = {x aus M [x pref y , fir alle y aus Mf
Def.1.9: Pref S heift die Menge der Sdttigungspunkte. Falls
Pref S leer ist, so sagt man, es herrsche Unersdttlichkeit.

Def.1.10: Sei 1 £ § £ m . Man sagt, j sel begehrenswert be-

ziiglich "pref", wenn flir alle x aus S, und fir alle <> 0 gilt:

x + c.ej ppref x



Beh.1.3: Sei "pref" stetig und M kompakt. Dann ist Pref M

nicht leer und auch kompakt.

Beh.1l.1l0o: Sei "pref" konvex und M konvex. Dann gilt:

(i) Pref ist konvex (evtl.leer)
(ii) Falls "pref" strikt konvex ist, hat Pref M h&chstens

im Element

Anmerkung: Die Beweise der in dieser Nummer aufgestellten Be-
hauptungen finden sich in NIKAIDO (1968), Ch.V., §15.



¢

1.4. Korrespondenzen

Seien M und G Teilmengen des R™ . Eine Abbildung, die

jedem Punkt x aus M eine Teilmenge f(x) von G zuordnet,

heiRt eine Korrespondenz von M nach G.

Formal: f «: M ———4_2G
x +—— f(x) Teilmenge von G

2G ist die Potenzmenge (die Menge aller Teilmengen) von G.

Uber Korrespondenzen im allgemeinen s. z.B. BERGE (1966).

Def.1.11: Eine Korrespondenz f 1 M — ZG heift

abgeschlossen bei x , wenn gilt:

lim X, = X lim Yo =Y s ynf;f(xn) impliziert y e £f(x).

f heift abgeschlossen (sdhlechthin), wenn f bel jedem x aus
M abgeschlossen ist. '

Lemma 1.2: Sei X = LX, absolut konvergent (vgl.Def.1.3),

X; kompakt, und sei fiir jedes i = 1,2,.. eine abgeschlossene

Korrespondenz f. : P —— 2 Xi gegeben (P ist das Standard-

simplex). Dann ist durch

f:P— 2X

p — f(p) : = X £,(p)
i
eine abgeschlossene Korrespondenz definiert.

Beh.: zundchst ist f wohldefiniert nach Beh.1.4 und

X = ZXi kompakt nach Lemma 1.1



Wir wollen zeigen, dal f abgeschlossen ist.

Sei also lim P, * P in P
n
lIim x_ = x in X , und x_ aus f(p_ ) fir alle n
L D n n

Wir zeigen, dal x in f(p) liegt, und zwar geht der Beweis

analog dem von Lemma 1.1
Per def. hat jedes X eine Darstellung der Form:
X_ = IX_ . wo X . aus fi(pn) , fir alle n , 1

n . Nl

Wie im Beweis von Lemma 1.1 gibt es wegen der Kompaktheit

der X. zu jedem t eine Teilfolge (kt(h))h-l 5 der
SLslgens
natiirlichen Zahlen, sodaf fir i = 1,2,.. t gilt:
l;m xkt(n)gi = xi , und
weil x

k.(n),1i aus f.(p ) flir alle n, und nach Vor.
t 1 Fke(n) -
fi abgeschlossen ist, so folgt X; € fi(p) flir alle 1i.
X = Z;i liegt daher nach Konstruktionin f(p), und mit
i
derselben Abschdtzung wie ein Beweis von Lemma 1.1 zelgt

man, daB x = X

WeZoldseWs,

Anmerkung: Lemma 1.2 dient in Beh.3.17 zum Nachweis der

Abgeschlossenheit der Gesamt-Nachfrage-Korresrtonde -

und ermdglicht dadurch die Anwendung von Lemma 1.3
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Lemma 1.3: Sei f : P — ZG eine Korrespondenz, seil

G kompakt, konvex und es gelte:

(i) f ist abgeschlossenj und fiir jedes p aus P ist
" f(p) nichtleer und konvex.

(ii) x € f(p) impliziert: p.x 2 0

Dann existiert ein P aus P, sodaR f(P) einen nichtnegativen

Vektor % enthdlt: ‘Ref(P) , X aus S .

Bew.: Der Beweis findet sich z.B. in NIKAIDO (1968),
Theorem 16.6. oder in KARLIN (1959), Lemma 8.8.1. Er beruht auf
dem Fixpunktsatz von KAKUTANI.

WeZeZ .We

Anmerkungi Lemma 1.3 ist das entscheidende Resultat, das die

Existenz eines Gleichgewichtes zu beweisen gestattet.




§2 Das Modell

2.1. Haushalte

Wir betrachten abzdhlbar unendlich viele Haushalte, die mit
t =1,2,3,.. durchnumeriert werden und folgende Eigenschaften

haben:

(H1) Jeder Haushalt t hat eine Ordnungsrelation ('"Priferenz-

relation") auf S, die mit "preft” bezeichnet wird
(H2) preft ist stetig flir jedes t
(H3) preft ist halbstrikt konvex fiir jedes t
(H4) Jeder Haushalt t hat eine strikt positive Anfangsausstattung

a, aus Sy a,_ > » 0.

o+

(HS) Die Reihe ?at ist absolut konvergent
t=1
(H6) Jeder Haushalt t ist unersidttlich

(H7) Jedes Gut j, 1¢3j *m, wird von mindestens einem Haushalt
tj begehrt.

Anmerkungen:

ad (H2),(H3): nach Beh.1.8.{(iii) folgt daraus, daB preft konvex

i
ist flr jedes t.

ad (H5): das garantiert die Existenz einer endlichen, wohl-

.. o
definlerten Gesamtausstattung: a = ra,
t=1"

ad (H8): d.h, Pref_ S ist leer flr alle t, wo Preft(M) die
Menge der maximalen blemente von M bezitglich der

Ordnungsrelation pref, ist (vgl.Def.1.8.)

t
ad’ (H7): d.h. zu jedem j, 1 = 3§ £ m , existiert ein t.
sodal j begehrenswert bezlglich ”yreft‘” istJ
(vgl.Def.1,10) J

Im {ibrigen vgl. §6.3. und §5.72.
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) 2.2. Firmen

Wir behalten endlich viele Firmen k = 1,2,.. F , und treffen

folgende Annahmen:

(F1) zu jedem k gibt es eine Teilmenge Y, des R™ .
(F2) jedes Y, enthilt den Nullvektor
(F3) jedes Yk ist konvex und abgeschlossen
| . T
(F4) vy, e Y flir k = 1,.. F, und Iy, 2 0 dimpliziert:
k k k=1 k
v = 0 flir k = 1,.. F
DI (H-F) zu jedem k, k=1,.. F, und zu jedem t, t = 1,2,.. >
‘existiert eine reelle Zahl dtk 2 0, mit
$d,, =1 firk=1,..F
t=1 tk ‘
Anmerkungen:
o F '
ad (F4): Wenn man Y = I Yk setzt, so wird (F4) auch von

k=1

den beiden folgenden Bedingungen impliziert:
(F¥a):  Ya S = {0}

D (RUB):Y YA (-Y) = {0}

Beweis: . seivyk aus Y, , LYy 2 0. Daraus folgt nach (Fua):

_ k , ;
Ly, = O . Andererseits gehdrt wegen (F2) jedes Vi 2u Y,
k
‘und daher nochmals wegen (F2) jedes Y = Iy, zu -Y,
itk
~daraus folgt nach (Fub): Yy = 0.
WeZeZ.W.
=) NIKAIDO (1968), dem wir im ilibrigen ziemlich enge folgen, setzt

. (F4a), (Fub) voraus, ARROW-HAHN (1971) nur das etwas schwdchere



ad (BE-F): wenn man d

setzt, so gilt nach (H-F):

Zdt = 1p und diese Reihe konvergiert
t absolut, d.h.

Slg | ¢w

tidtf (n. Beh. 1.3)

Im Ubrigen vgl. §6.2. und 85.2.

Imfolgenden wird, wenn nicht ausdrilicklich anders angegeben, der
Index k immer von 1 bis F laufen, und der Index t von 1,2,..

durch alle natiirlichen Zahlen.



U
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2.3. KompetitiVes Gleichgewicht

Def.2.1: Ein Paar (x , y) heiBft eine Allokation, wenn gilt:

(1) .5 = (xl,xz,xa,... ) mit X, aus S fiur alle t = 1,2,..
und §£x ist abs.konv.
t
t
(i) g = (yl,yz,... yF) mit Yy aus Yk fiir alle kx = 1,.. F
Wenn (x,y) eine Allokation ist, so heift x := th Gesamt=

nachfrage, y = Zyk Gesamtangebot (der Firmen), z:=x - y - a
UberschuBnachfrage.

Def.2.2: Eine Allokation (z,y) heift zuldssig, wenn ihre
Uberschufnachfrage z £ 0 ist.

Im folgenden bezeichnet p stets einem halbstrikt positiven
Vektor im R™ : P> 0 . Die folgenden Definitionen gelten nur

fir solche p> 0 , wo sie sinnvoll sind.

Def.2.3: i(p) '¥ max p.y Profit von k

yetly
Def.2.4: Sk(p) = {y €Y, | Py = Wk(p)} Angebot v.k.
Def;Z.S:‘ wt(p) = p.ag + i dtk ;nk (p) Einkommen’von t
Def.2.6: Bt(P) = %xc?S‘ p.x £ wt(p)§ Budgetmenge von t-
Def.2;7: ﬁt(p) = Preft(Bt(p)) 3 Nachfrage von t

Def.2.8: Ein Tripel (x,y,p) heift kompetitives Gleichgewicht

(k-Glgew.), wenn gilt: ‘
(1) (x , y5 ist eine zuldssige Allokation, p» O.
(ii) Yy liegt in Sk(p) fir alle k = 1,.. F
(iii) X4 liegt in Dt(p) fir alle t = 1,2,3,..
(iv) Fir die UberschuBnachfolge z gilt: p.z = O



Anmerkungen zu Def.2.8:

ad (ii): insbesondere mui o (p} endlich sein, fir alle k
N
ad (iiid: - - darf {p)) nicht leer sein, fiir

alle t

[
P
o
¢
65
oF
)
ot
o~
g
]

fhie]
¢
-
}«n
R

ad (iv): p.z.

HEAN

Wir werden in §5, Satz 5.1. zelgen, dal unter den Annahmen
(H1) - (H7), {Fi1) - (Fu), {(#H ~ T ) ein k~Gleichgewichtexistiert, so-

oy

gar eines mit p>*0.

Flir eine &konomische Interpretation s. §6.4.



N

- 19 -

§3 Hilfsfunktionen

3.1. Beschrénktheit der zuldssigen Allokationen

Def.3.1: S := {x€S J(a+Y - x)nS % 0}

?k i={ye Yk|(a +y + ZYi)nS $ 0}
i$k

Behx3.1: Sei ( x, y) eine zuldssige Allokation, X = (xi,xz,...),

y = (yi,...yF). Dann liegt fir jedes t = 1,2,... X4 in S ,
und auch x = Ix, in S , und fiir jedes k = 1,2,.. F liegt
Yy in Yk .

Bew.: n.Def. 2.2. ist 0¢x. <

£a +
+ X a Ly

L
t x k

Beh. 3.1. bew.

Beh.3.2: (i) S , Y, sind nichtleere konvexe Mengen (k=1,.. F)

(ii) § , Yk sind beschrdnkt (k = 1,.. F)
Bew.: (i) nichtleer: alle Mengen enthalten die Null
' konvex: klar per definitionem, weil S, Yk konvex
sind filir alle k

(ii) wir zeigen zunéchst:;?k ist beschrdnkt fiir alle k

wir fiihren den Beweis indirekt und nehmen an, es gdbe eine nicht .
beschrdnkte Folge fiir n = 1,2,.. folgender Art:

. . N .
ykn‘llegt im Yk’ a + iykn = 0 fir alle k, n, und

fir mn HE mixfyknl gilt: l;m mo= e . | (+)



fir hinreichend grofe n wird dann m positiv, und wegen

(F2) 1i ;
(F2), (F3) liegt y, /m/ in Y,

n.Vor. ist Iy, z: «a , d.h.
k

ity

ooy, /m
¥

> Yien ™y "a/mn —_— 0 flir n —— (++)

TAF . fot P

per def. von m_ ist ;ykn/mng 1, d.h. wegen

der Kompaktheit der Einheitskugel k&nnen wir o.B.d.A.
annehmen:

lim yknfm =

: o Yo fiir jedes k, und

liegt in Yk , weil Y, abgeschlossen ist.

yko k

g
L
1

Aus (++) folgt: 0, und nach (F4) gilt:

Andererseits ist nach {(+): max ka /m_{ = 1 fir jedes n ,
K cn’ n

ein Widerspruch. Alsc ist ?k'beschrénkt fir k = 1,.. F .

Daraus folgt leicht, daf auch S beschrinkt ist, denn
zu x aus S gibt es per def. y, aus Y, , soda

a+ & Y 2 x , woraus per def. folgt, dab vy in ¥ o liegt.

K K

Folglich ist 2
k

Yy beschrdnkt, und daher auch x beschrdnkt.

Beh.3.2. bew,
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Beh.3.3: Es existiert eine kompakte Kugel E um O, sodaB

fir jede zuldssige Allokation (x,y) gilt:
Xp, X, Yy » Z¥, liegen alle im Inﬁeren von E.

Bew.: klar nach Beh.3.1., Beh.3.2.

Beh.3.3. bewiesen.

Die kompakte Kugel E sei i.f. fest gewdhlt.



3.2. Angebot

Gestiitzt auf Beh.3.3 definieren wir nun analog §2.3. eine
Reihe von Hilfsfunktionen, die aber im Gegensatz zu den

dort betrachteten Grdfen stets wohldefiniert sind.

Sei p> 0, p aus S.

Def.3.2: o' (p) := max p.y Profit von k

k

y€YknE

Beh.3.Uu: «+' (p) ist wohldefiniert flir alle p >0, und es

K
gilt stets: ' (p) = O .

k
Bew.: ™' 1ist wohldefiniert, weil die stetige Funktion p.y auf

k

der kompakten Menge Y, nE ihr Maximum annimmt, und 20,

k
welil Of?Yk flir alle k .

Beh.3.4. bew.

1
Def.3.3: Si(p) 1= { ve Yyn Ei p.y = (p) } Angebot von k
Beh.3.5: Flr jedes p> 0 1ist SL (p) nichtleer, kompakt, kcavex,
und enthalten in E.
Bew.: folpt daraus, dai kazﬂ nichtleer, kompakt, koavex, und
p.y eine stetige Funkticn ist.
Beh.3.5. bew.
Def.3.4: S'(p) := ES& (p) Cesamt~Angebot
k

Beh.3.6: Fir jedes p» O ist S'(p; nichtleer, kompakt, konvex,

und enthalten in der kompakten Menge E+E+ ... + I

RBew.: klar Ben.3.6. bew.



K tk

Def.3.5: wi(p) := p.a, +31dyy T (p) Einkommen von t

"

w'(p) 2 wi(p) Gesamteinkommen

t
Beh.3.7: Flir jedes p> 0 ist w%(p)> O , und w'(p) ist
wohldefiniert und es gilt:

w'(p) = p . a+ zﬁi(p) (ist auch > 0)
K

'Bew,: w%(p)) O folgt aus (Hu4), (H-F), Beh.3.h.

die Behauptung {ber w'(p) folgt aus (HS5), (H-F) so:

m o + . -
w'(p) = Lwi(p) = L(p.a, + ;dtk ﬂi(p)) = (nach Beh.1.1.)
t t k
< W bl 1
= p. sa, + 2 ; d ol (p) =
£ ok Bk
= 1
=P a + on (p)
1 k
Beh.3.7. bew.
Def.3.68: Bi(p) := ix ¢S/ p.x & wi (p)i Budgetmenge von t

Beh.3.8: Flir jedes p> 0 ist B%(p) nichtleer, konvex und ab-
geschlossen.

Bew.: klar Beh.3.8. bew.

£

Bevor wir die Nachfrage - Korrespondenzen, die weitere Modifikationen
erfordern, betrachten,wollen wir die eben definierten Abbildungen
nidher studieren.

Beh.3.9: Fir jedes p> 0 und flir jede reelle Zahl c> 0 gilt:

(i) 8.(p)

1"

Si(c.p) fir alle k

(11) B%(p) B%(c.p) fiir alle t

d.h. Si s B% sind homogen vom Grade O in p.

Bew.: klar per def.
Beh.3.3. bew.



Daher beschrédnken wir uns ab nun o.B.d. A.auf p € P

(Preis-Simplex).

Beh. 3.1o: Es gilt:

1
(i) g’(p) 1st eine stetige Funktion auf P (f. alle k)
(ii) W (p) dist eine stetige Tunktion auf P (f. alle t)
R . .
(ii1) Sﬁ P -3 27 ist eine abgeschlossene Korrespondenz
(f. alle k)
Fas
(iv) 8" : P oy gEFteo--7E - "
Bew.: (ii} folgt aus (i) nach Def. 3.5,
(iv) folgt aus (iii} nach Def. 3.u.
wir zeigen (i), (iii) gemeinsam:
seil l%m P, * P in P, und sei flir =in k:
lim =y, in E; vy, aus S ' (p_) f. alle nz 1,2,....
a Ykn © Yx > Jrn GME 0 Py >50
nach Def. 3.3. liegt Yien in Y, ~» E fir alle n, und daher
auch Yy » wegen der Abgeschlossenheit dieser Menge.
Ferner ist per def.
mwt(p ) = oy : .y fir alle in Y, n F
k Pn Pn* Ykn Pp =¥ <Y kM
und daher p . Ve = p .y fir alle disse v, weil das
innere Produkt stetig ist, d.h. p . Vi * TT? {p).
Damit erhalten wir
‘ N 3 3 ¥ - . B o
iim Wk' tpT) = T Apd d.n.  fmo1st stetig, und
n & k
Vi llegt in 87 (p) d.h S'. ist abgescnh.ossen.
(1),(4ii) baw,
Beh.3.%c. bew.



3.3. Nachfrage

Wir wdllen nun Hilfs- Nachfrage-Korrespondenzen definieren, und

zwar so, daB ihre Summe (die Gesamt-Nachfrage) endlich und

wohldéfiniert ist filir alle p> 0. Im Gegensatz zum‘Angebot :

(Def.3.4.), wo wir nur endlich viele Firmen hatten, geniigt

es hier nicht, daR die individuellen Nachfragen beschrinkt

- sind, weil wir ja unerdlich viele Haushalte voraussetzen.

 Lemma 3.1: Sei p strikt positiv. Dann existiert eine Konstante

Kp,’sbdaﬁ fir alle t und fiir alle x aus Bl(p) gilt:

x| £ K

p.(lat| + Idt' )
Bew.: weil p strikt positiv ist. ist min pd =: PO
Lo 1éj.£.'m
Fir ein beliebiges x aus S gilt: max 3 = X 20 , und
S . 1%5%m
N \m 1 )
Cx) =& xh? £ mx2 fm. X .
: j=1
| m .- D _
Aus p . x =g pil.x3 327 .2 xI2p . X folgt:
3=1 i<1 |
Ix| &£ = . p.x
- Sei nun x aus B%(p). Dann ist
p.x £ wilp) = p . ay + Zd o' (p)
k k
wir setzen = max ¢'(p) =: r(p) % O und erhalten

15KkEF

nach der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung:

|pl.lat| und



F L e | '

- S ‘ 2

P odge m E laglnpoen? ¢ la ) F L eoen? -
k=1 Ik

£ F . rip) .ldt]
Somit:
£ m -
|x | £ 5 - Upl ca e Foorep) Lla P

daraus folgt die Behauptung mit

max (|pl, ¥ . r(p))

=
gollE=]

WeZoZWs

Beh,3.11: Flr alle strikt positiven p ist Kp aus Lemma 3.1.

eine stetige Funktion von p

Bew.: folgt aus Beh.3.lo.(i) per def. von Kp , da min, max
stetig,
Beh.3.11.bew.

Anmerkung: Lemma 3.1, ist wichtig, weil es uns gestattet, flr

strikt positive Preisvektoren die Beschrénktheit der Gesamt-

nachfrage zu zeigen. Das im folgenden entwickelte Verfahren
T

der "Majorisierung durch absolut konvergente Reihen" ist
dhnlich der von R.AUMANN (1366) verwendeten Methode.



Def.3.7:

27 — .

0 eine reélle Zahl

Sei ¢ =
- - > ' | o .
Qle) := {q = (hyshy,.. ) [ hy T ecClad+la D fur alle t,
h = Zh, ¢ = }
+ t
Q := Q(1)
Def.3.8: Sei q aus Q, g = (hi’hz"' ), h = th
m «
Ht(q) = {x aus R l jx‘é ht}
H(q) = {x aus le x4 nh 3}
) Def.3.9: Sei gq,q' aus Q, q = (hl’hZ"' )
q' = (h&,h;,.. ), und sei r 2 0 eine reelle Zahl
(i) q £ q' Dbedeutet: htéht' flir alle t
(ii) r.q := (rhi,rhz,f. )
Beh.3.12: Es gilt:
(1) QCe) < Qc") fiir ¢ 2 ¢!
(ii) Qe) ¢ Q flir ¢ 2 1
) (iii) q aus Q(c) impliziert r .q aus Q(r.c) flir r>0
' (iv) q aus Q(c) , q' 2 g impliziert q' aus Q(c)
(v) Ht(q), H(q) sind nichtleer, kompakt, konvex
fir alle q aus Q, flir alle t
(vi) EHt(q) ist absolut konvergent und enthalten in H(q)
t
fir alle q aus Q.
Bew.: (i) - (v) klar per def.
(vi) sei X, aus Ht(q) flir alle t. Dean ist
Slx. ] £ fh. =h ¢
£ v t t
-3
Beh.3.12. bew.



Beh.

(%]

.13: Fiir strikt positive p gilt:
(i) B! (p) ist kompakt fir alle t
. !

(ii) ﬂB%(p) ist absolut konvergent
t
(i11) falls q aus Q(Kp) , so ist B'(p) enthalten in Ht(q)

t
flir alle t

Bew.: (i) nach Beh.3.8., Lemma 3.1.
(ii) nach Lemma 3.1., (H5), "ad (H-F)"

(iii) nach Lemma 3.1., per def.
Beh.3.13.bew.
Sei nun q aus Q , p> 0O
Def.3.1lo0: D%(p;q) = Preft(B%(p)wat(q)) Nachfrage von t
Beh.3.14: Fiir alle q aus ¢, fir alle p>0 ist D%(p,q)
nichtleer, kompakt, konvex, homogen vom Grade O in p , und

enthalten in Ht(q} . (Fiir alle t)

Bew. : B%(p)n H,(g) ist nichtleer, da es die Null enthdlt;

kompakt, konvex nach Beh.3.8. und Beh.3.12.(v). Daraus folgt

das entsprechende fir D%(p,q) nach Beh.1.9. und Beh.l.%io. wegoen

(H2), (H3), und Beh.1.8 (iii). Die Homogenitit folgt pe~ def.

aus Beh.3.9. Der Rest ist klar.
RBeh.3.14. hew.

Def.3.11: D'(p,q) := FD%(p,q) Gesamtnachirage
e : .



D Beh.3.15: Filr alle q aus Q, fir alle p> O ist,D'(p,q)vwohl} o
" definiert, nichtleer, kompakt, konvex, homogenvvom’Grade 0

in p, und enthalten in H(qg).

Bew.:wohldef. nach Beh.3.12.(vi) und Beh.1l.Y4, Weil.D%(p,q)CHt(q)k
nichtleer, konvex, homogen per def. nach Beh.3.14
kompakt nach Lemma 1.1. und Beh.3.14. |
aus H(q) per def.

' Beh.3.15.bew.
Sei ab nun o0.B.d.A.: p aus P (Preis-simplex)

> Beh.3.16: Flir alle q aus Q, flr alle t, ist

DI(.5q) t P —— ot Q)

p D%(p,q) eine abgeschlosééne Korrespondenz.

S : Bew.: sei g,t fix gewdhlt.

sei lim P, =P in P
n
. _ . ' s
lim x = x in Ht(q), und x  aus Dt(pn,q) fgr alle n

Wir wollen zeigen: x liegt in D%(p,q) .

zundchst liegtxin Ht(q), weill Ht(q) abgeschlossen ist.
ferner folgt aus der Vor., dah Py Xn £ w%(pn) fir alle n
nach Beh.3.10(1i) wird w%(pn)< w%(p) + ¢ fir hinr.grofe n,

daher p_ . x_ < w% (p) + ¢ fiir hinr. grofe n, daher

- H £ '
P . X = l;mpn.xn & wt(p) + £

Da £ beliebig war, folgt p . x £ wi(p), d.h. x aus BL(p)

Also liegt x in B%(p) A Ht(q)

- "w
.



Wir milssen nur noch zeigen, daR x in dieser Menge maximal

bezliglich der Pré&ferenzrelation "preft" ist.

Sei also ein y aus B%(p)anH*(q) gewdhlt.

wir setzen:

e eal f o . 3
v = owilp )/ max (wilp ¥, p .v)

Vo ist wohldefiniert und O < v £1, da w%(pn)> 0 n.Beh.3.7.
ferner gilt:

lim v = 1 dap .y ¢ w%(p)

n 4
wir setzen nun weiter: Y, T VaeY oo und erhalten:

limy =y

n sl }

y, aus Ht(q>

P, - Y < wilp ) d.h. y_ aus BL(p,) flir alle n
daraus folgt per def.: X preft Yn " flir alle n ,
und daraus nach (H2), Beh.1.6(v) : X preft y

Beh.3.16.bew. ;
Beh.3.17: Flr alle q aus Q iat
D'C.,q) @ P ———— 2“(Q>
p +———3 D' (p,q)
eine abpgecchlossene Korrzspondenz.

Bew. : folgt aus YBeh.3.16. gemdpP Def.3.11. mittels Lemma 1.72.
3 feb)

Reh.3.17. bew.



\.//’
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3.4. UberschuRangebot

Sei q aus Q, p> 0
Def.3.12: Z(p,q) := a + S'(p) - D'(p,q) UberschuRangebot

Anmerkung: nicht zu verwechseln mit der UberschuBnachfrage z
aus Def.2.1. ! '

Beh.3.18: Fir alle q aus Q, p> 0 ist Z(p,q) wohldeflnlert,
nichtleer, kompakt, konvex, homogen vom Grade O in p,
und enthalten in einer kompakten, konvexen Menge G(q).

Bew.: folgt per def. aus Beh.3.6., Beh.3.9., Beh.3.15,

Beh.3.18. bew.
Sei ab nun o.B.d.A., p aué‘P .
Beh.3.19: Flir alle q aus §Q ist
Z(.,q) ¢+ P —m 28(p)
p +— Z(p,q)

eine abgeschlossene Korrespondenz.

Bew.: folgt aus Beh.3.l1c.(iv), Beh.Z.17.



'y
Ve

Def.u,1: LK, heifft g - Gleichgewicht, wenn gilt:

(i}
. oy
( RENR, N oA D

Fa
{

ein q - Gleichgewicht ist, so heiBt p

Def.4.2: Wenn {(x.v

g - Gleichgewich

¢

Beh.4.1:

Bew.: klar

'n q - Gleichgewichtpreis, wenn Z(p,q)nSi0.

Beh.4.1. bew.

Bew.: u = 2+ v -~ % ., wo x aus D'{p,g), v aus S'(p), d.h.
3

N o N
. Loi D , Ferner:
1 LA

. 5 - ¢

daraus folgt: DX G D . & = (nach Beh.1.2.7

= LD {nach 5.7.)
v A
TP, A ot in Ll
N £ -
K
p.u = p.a + - T LK B DL Y owi{p) - p.a -2 wi{p) = 0
® o Y {0 k A 7 p o P =
3.

Beh.¥.2. bew.
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53 Satz 4.1: Seili g aus Q. Dann existiert ein q - Gleichgewicht.

Bew.: Z(p,q) erfiillt nach Beh. 3.18., Beh.3.19, und Beh.4.2.
die Vor. von Lemma 1.3., daraus folgt, daB ein pe P existiert,
sodaR Z(p,q)n S ¥ @ , d.h. nach Beh.u.1:

p ist q - Gleichgewichtpreis.
W.Z.2Z.W.

Beh.4.3: Sei g aus Q, und sei (x,y,p) ein q - Gleichgewicht mit

X = LX > X, aus D%(p,q) fir alle t

> y Zyk s Yy aus Si(p) fiir alle k
2_(_ = (X13X2"’ ) X = (yl’..,yF).

Dann gilt:

(i) (x,y) ist zuldssige Allokation
(ii) fir alle t,k liegen Xps X5 Yy 5 Y im Inneren der kompakten
Kugel E
(1ii) =7 (p) "
(iv) Sé(p) c S, (p)

i
R
~

4o/

k
B (v) w%(p) = wt(p)
c 3 ) -
y) (vi) Bt(P) = Bt(p)

Bew.: (i) ist klar nach Def.b4.1.
(ii) folgt aus (i) wegen Beh.3.3.
(iv) ,(v) folgen aus (iii) per def.
(vi) folgt aus (v) per def.

also ist nur noch (iii) zu zeigen:

. . o £
per def. gllt.:»k(p) = Wk(p)



Wir flihren den Beweils indirekt und nehmen an:

’Ff“f((p) < ﬂ“k(p)

Daraus folgt, daB ein y aus Yk existiert mit p . Yy < pP.y

(1-v).y wo 0 <v (1 reelle Zahl,

nach (ii1) existiert ein v > 0, sodah u, in E liegt, und

%

wir setzen u, PEVey
p.u, < P-yp - Widerspruch zur Def. von ﬂﬁ(p).

(iii) bew.

Beh.W.3.bew.



4.2. Zusammenhang mit k - Gleichgewicht

Satz 4.2: Sei (x,y,p) ein k - Gleichgewicht nach Def.2.8,
X = (Xl,xz,.. ), y = (yl,.. yF) , und sei x = th .
y =2y

Dann existiert ein q aus Q, sodaf® (x,y,p) ein q - Gleichgewicht
ist nach Def.h4.1.

Bew. : n.Déf.2.8.(i), Beh.3.3. liegen X4 XYy Y im Inneren

von E, flr alle t,k . Daraus folgt:

7, (p) = max p.y = p.y, = max p.y = w'(p)
k k "

yé.Yk " yngkfiE

d.h. vy liegt in Sk(p) fir alle k , folglich y in S8'(p) ,

d.h. Def.,u4.1. (ii) ist erfilillt.

H ' - i - 1
Ferner ist Bt(p) = Bt (p) wegen wt(p)v- wt(p)

wihle q = (hi’hZ”' ) , q aus Q so:vht > lxtl fir alle t

dann liegt Xy in Ht(q)v flir alle t , und nach Def.2.8.(iii)

auch in D%(p,q) s d.h. Def.4.1.(1) ist erfiillt.

SchlieRlich ist auch Def.4.1.(iii) erfiillt, wegen der Anmerkung
ad Def.2.8.(iv) in §2.3.

WeZoZoeWe

Beh.4.4: Sei (x,y,p) ein k- Gleichgewicht, ﬁz(xl,xz,’. )

y = (yl, - yF), X = Ext s Y =*Eyk. Dann gelten (i)-(vi)
aus Beh.4.3. '

Bew. : klar nach Satz 4.2.
Beh.4.u4. bew.



Wir wollen nun eine teilweise Umkehrung von Satz 4.2. beweilsen..

Satz 4.3: Sei g aus Q, sei (x,y,p) ein q - Gleichgew. mit

X :fot, xtﬁ’D%(p,q) flir alle t
y :E,yk, yk‘iSL(p) flir alle k

und sei x = (Xl’XQ"' ) .y = (yi, . yF) . Dann gilt:

Wenn p2») 0 strikt positiv ist, und q aus Q(Kp) ist, so 1ist
(x,y,p) ein k - Gleichgew.

(Dabei ist K_ die Konstante aus Lemma 3.1.)

Bew.: (i) (x,y) ist zuldssige Allokation nach Beh.4.3.(1)

p 0 nach Vor.

(ii) yk"Sk(p)(fSk(p) n.Beh. 4. 3.(iv)
(iii) B (p) = B%(p) n.Beh.,4.3.(vi)
BL(p) ¢ H (a) n.Beh.3.13(iii)

daraus folgt per def.: xt<iD%(p,q) = Dt(p)

[EESS

(iv) x

iy
&
“
~
e
o

“ . . &
a + y 1impllziert z = x -y - a d.h. p.2

wir miissen zeigen: p.z = 0

12!

, d.bh. z = 0 , wegen p» 0

also ist zu zeigen: x=za + y

Wir fihren den Beweils indirekt und nehmen an:
x 2a+vy ., X Fa+y . Daraus folgt:

prt =p . x ¢ p.Caty) = Xw;(p) n. Beh. &.7. und per def.
T
von v
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Daher existiert ein t mit:

P - *t < w%(p) ‘(= wt(p) nach Beh.4.3.)

nach (H6) ist t unersdttlich, d.h. es existiert ein X aus S

mit: x ppreft X4

vV . X + (1-v).xt fir O< v ¢1 reelle Zahl ,

nach (H3) ist "pref " halbstrikt konvex, d.h.

Wir setzen: u,

u ppreftx fir . O<Cv (1

\V/ t

Andererseits gilt fiir hinreichend kleines v:

p.u, ¢ wl(p), d.h. u_ € BL(p) . Widerspruch wegen (iii).

WeZoZ W,

Anmerkung: Um die Existenz eines k-Gleichgewichtes zu zeigen,
genligt es also, die Existenz eines g=-Gleichgewichtes mit p>»> O,
qé&Q(Kp) zu zeigen. Das wollen wir im né@hsten Paragraphen

tun.
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§5 Existenz des kompetitiven Gleichgewichts

5.1. Hilfssédtze

Nach (H7) wird jedes Gut j, 1 £ j £ m von einem Haushalt tj

begehrt. O0.B.d.A. nehmen wir i.f. an, dag tj =3 fir j = 1,...m.

Lemma §.1: Es existiert ein q aus Q, zu welchem ein strikt

positiver q-Glgew.preis p? > 0 existiert.

Bew.: wir wdhlen ein beliebiges q aus Q, q = (hl’h2"‘ ) mit
der Eigenschaft:

h, 2 d(E) flir t = 1,.. m.

(d(E) ist der Durchmesser von E).
n. Satz 4.1. existiert dazu ein q-Gl.gew. (x,y,p), wo

X = Ext s xtﬁ?D%(p,q)

wir behaupten, daB p >»> 0, und filhren den Beweis indirekt,
1

indem wir o.B.d.A. annehmen, daB p~ = O.
Nach Beh.4.3(i1) existiert eine reelle Zahl v > 0 sodah

U, E Xy o+ v.e, in E liegt, und EC‘Hl(q) per def. von g

wegen p1=O ist p.u, = p.xy £ wi(pl), d.h.
u, liegt in Bi(p) n Hl(q)

Andererseits ist u, ppref1 X4 weil Haushalt 1 das Gut 1 begehrt

Widerspruch zu x, € D{(pyq)

WoeZoeZ .We



d(E)

a

Sei eine Konstante C » fest gewdhlt.

Beh.5.1: Sei g aus Q(C). Dann gilt:

(i) Jeder q-Glgew.preis p ist strikt positiv

(ii) E liegt im Inneren von H (q) fir t = 1,.. m

Bew.: (1) nach Konstruktion von q = (h,,h

ELUTEE ) aus Q(C) gilt:

d(E)

a

2

- Clay |+ idt§) 2 d(E) flir t =1,.. m

ht )

daraus folgt die Beh. wie ein Beweis von Lemma 5.1.
(ii) klar nach (i),
Beh.5.1.bew.

Lemma 5.2: Seil q, aus Q(C), sei q_ := n.q  , und sei

P, ein qn—Glgew.preis firn = 1,2,..

- Dann hat die Folge (pi’p”9°“ )} einen strikt positiven
. &
Haufungspunkt.

Bew.: zundchst liegt q_ in C{C) nach Beh.3.12(iw), also ist

n

P, strikt positiv nach Beh.5.1. (und vorhanden nach

Satz 4.1.), flirn = 1,2,.. . Weil P kompakt ist, k&nnen
3 % 3 3

wir o.B.d.A. annehmen:

limp_ =1p in P,
n

Wir wollen zeigen, daf p strikt positiv ist.

Sei flr jedes n (xn,ypgph) ein qn-Gleichgewicht,
i A3 H
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Jedes X hat eine Darstellung:

= Vv !
X %xnt WO X . aus Dt(pn’qn)’ und
Nach Beh.u4.3(ii): X s Xpt im Inneren von E liegen

(fir alle n,t)

Wir fiilhren den Beweis indirekt und nehmen o.B.d.A.

p1 = 0.

X3 . L — ' (13
Zundchst zeigen wir, daB p_.x 4 = wl(pn) flir alle n

per def. gilt: p_.x 4 & wil(p ) . Wir schliefen wieder

indirekt und nehmen an: P, Xp1 ¢ wi(pn) fir ein n.

(+)

daB

Nach (+) und nach Beh.5.1.(ii) existiert eine reelle Zahl v > O,

sodag u,iE X 4 o+ vee, im Inneren von Hl(qn) liegt,

und zugleich pn.uv< wi(pn) fir v hinr. klein, d.h.

. . .
u, liegt in Bl(pn)m Hi(qn)'

Andererseits begehrt Haushalt 1 das Gut 1, sodaR

v

Also ist Ph-Xpq © wi(pn) flir alle n.
Nach (+) k&nnen wir o.B.D.A. annehmen:

lim x = X in E
ni
n
und erhalten:
p.X = lim Pp+¥pq = 1im wilp ) = wi(p)> 0,
n . n
letzteres nach Beh.3.10(1i) und Beh.3.7.

Daraus folgt:

u ppref1 X q s ein Widerspruch zur Def. von x_, .
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Es existiert ein j $¥ 1, o.B.d.A. j = 2, sodaf

p2y 0, X2> 0.

Es gilt: X + e; ppref, X wieviel Haushalt 1 Gut 1 begehrt.

Wenn wir nun u, = X + e - Vv . e, setzen (v>0, reell),

so gilt fir hinreichend kleine v:

u liegt in S, und

v
u, ppref, . X (wegen (H2)), und daraus folgt,
nochmals mittels (H2):
u, ppref1 X4 flir n hinreichend groR. (++)

Andererseits liegt u, in Hl(qn) fir hinreichend groBe n
(nach Def. von qn), und kann daher wegen (++) nicht in

Bj(p,) liegen, folglich ist DY, > wi(pn) , und daher

_ . = . t - ot - X
p.u, -’l;m P-4, © l;m wilpy) = wilp) = p . x

Das aber steht im Widerspruch zu

p.u, = p.X + p.e, - V.p.e, = p.X - v.p.e,< p.X

WeZeoeZ W,

Anmerkung: Die Beweisidee von Lemma 5.2, stammt von
R.Aumann (AUMANN (1966),Lemma 6.1.).



Lemma 5.3: Es existiert ein q aus Q, zu welchem ein strikt

positiver q-Gleichgew.preis p»» 0 existiert, sodab gilt:

q ¢ Q(Kp) , WO Kp die Konstante aus Lemma 3.1. ist.

Bew. Sei wie in Lemma 5.2. q = n.qg, eine monoton wachsende
Folge, mit zugehdrigen strikt positiven qn—Gleichgewpreisen P>

sodaf lim P, * D strikt positiv ist.
n

Nach Beh.3.11. ist Kp stetig flir p strikt positiv, d.h.

lim K = Ka
5 Pn b

Sei K = 2.K$ , dann gilt fir hinreichend grofle n:

Kp £ X , daraus folgt nach Beh.3.12.(i):
n

Q(K) < Q(K_ ).

Pn

Andererseits ist wie in Lemma 5.2. g, = n.q, , q, aus Q(C),
also nach Beh.3.12(iii):

g, € Q(n.C) = Q(R) fir n > 2

‘ C

und somit filir hinreichend groBe n:

& QK
q, Q( pn)

We2.2.W.
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5.2, Existenzsatz

Satz 5.1: Unter den Voraussetzungen (H1)-(H7), (F1)-(Fu), (H-F)
existiert ein kompetitives Gleichgewicht mit strikt positivem

Gleichgewichtspreisvektor.

Bew,: folgt sofort aus Lemma 5.3. und Satz 4.3.
WeZ.Z.W.

Diskussion

Wir wollen rickblickend iliberpriifen, an welchen Stellen wir
die einzelnen Voraussetzungen im Verlaufe des Beweises gebraucht

haben.

(F4) zusammen mit (F2), (F3) garantiert die Beschrdnktheit
der zuldssigen Allokationen (Beh.3.3.), und‘erméglicht‘es so,
mit den Hilfs~ Angebotskorrespondenzen aus §3.2. statt der

urspriinglichen zu arbeiten.

(H4) zusammen mit (H-F) garantiert jedem Haushalt ein positives
Einkommen (Beh.3.7.), daraus und aus (H2) folgt die Abgeschlossen-
heit der individuellen Hilfs-Nachfrage-Korrespondenzen, und
daraus nach Lemma 1.2. die der Gesamt-Hilfs-Nachfrage. Ihre
Kompaktheit und Konvexitdt folgt aus (H2), (H3); und dak sie
iberhaupt sinnvoll definiert ist, aus (H5) mittels Lemma 3.1.

(H6), (H3) implizieren im Beweis von Satz 4.3., daR das Walras-

. Gesetz im engeren Sinne erfiillt ist, und (H7) schlieBlich

garantiert die strikte Positivitdt des Gleichgewichtspreises
in §5.1., zusammen mit (H2) und (H4) bzw. Beh.3.7.



§6 Okonomische Interpretation

5.1. Gliter und Preise

Wir betrachten eine Wirtschaft, in der es m verschiedene Gliter
gibt, deren Quantititen durch reelle Zahlen gemessen werden.

Ein Punkt x im R™ ist also ein "Giiterbiindel". Von jedem

i~

Gut j , 1 5 £ m, ist ein endlicher Gesamtvorrat aJ vorhanden (H5).

Der Preis des j~ten Gutes ist p3 2 0. Die Homogenitdt vom
Grade O unserer Funktionen bedeutet, daB es nur auf die relativen
Preise ankommt, d.h. die Preise k&nnen auf das Standard-Simplex P

normiert werden. Ein Gut, dessen Preis 0 ist, heift "freies Gut'".

Der Wert eines Glterblindels x ist p.x = 2. pj.x]

3
Wir nehmen an, daB Haushalte und Firmen Preisnehmer sind, d.h.
die Mengen, die sie konsumieren bzw. produzieren, dem geltenden

Preis anpassen.

6.2. Firmen

Der Produktionssektor unserer Wirtschaft besteht aus endlich vielen
Firmen k = 1,2,.. F (F1), deren jede die Option hat,

nichts zu tun (F2), und deren Produktionsm&glichkeitenmenge 7

abgeschlossen und konvex (F3) ist, d.h. es gibt keine zunelmenden
Skalenertrdge. AuRerdem gibt es im Aggregat keinen Output ohre
Input (Schlaraffenland), und keine Gruppe von Firmen kann den
ProduktionsprozeB der uUbrigen zur Gdnze rlickgdngig machen

{Irreversibilitdt), nach (Fu4).

Die Firmen befinden sich zur Gdnze im Besitze der Haushalte;

dtk ist der Anteil des Haushaltes t an Firma k. (H-F).
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Firmen maximieren ihren Profit, d.h. bei gegebenem p wdhlt

jede Firma k einen ProzeBR Y, aus Y, so, daB p.y, maximal
wird. Dieser maximale Profit wird mit # (p) bezeichnet.

Die Menge aller jener Prozesse Yy aus Y, flir die der maximale
Profit erreicht wird, bildet die Angebotskorrespondenz,Sk(p)

der Firma k.

6.3. Haushalte

Ferner betrachten wir abzdhlbar unendlich viele Haushalte

t =1,2,.. . Jeder Haushalt hat als Konsumm8glichkeitenmenge

den nichtnegativen Orthanten S, und {iber diesem eine stetige,

halbstrikt ‘konvexe, unerséttliche Priferenzordnung ((H1)-(H3),

(H6)). Jedes Gut wird von mindestens einem Haushalt begehrt (H7).

Der vorhandenen Gesamtvorrat ist so aufgeteilt, daB jeder Haus-

J

halt t von jedem Gut j eine positive Ausgangsausstattung ag

besitzt (Hu).

Auf Grund einer profitmaximierenden Wahl von Prozessen Yy
durch die einzelnen Firmen steht jedem Haushalt t ein Einkommen
zur Verfiligung, daf sich aus dem Wert seiner Anfangsausstattung

und seinen Anteilen an den Profiten der Firmen zusammensetzt:

‘wi(p) = p.a, + iidtk - M (pl.

Die Budgetmenge Bt(p) eines Haushaltes ist die Menge aller

Gliterblindel, deren Wert nicht grdBer ist als sein Einkommen.

Haushalte maximieren ihren Nutzen unter der Budgetbeschrénkung,v
d.h. jeder Haushalt t wdhlt ein Gliterbilindel Xy

welches maximal in B, (p) bezliglich seiner Prdferenzordn.ig

aus Bt(p),

ist. Die Menge dieser Giterblindel bildet die Nachfragekcrres-

pondenz Dt(p) des Haushaltes t.

Die Hilfsnachfragekorrespondenz D%(p,q) unterscheidet sich davon

nur dadurch, daB x, der zusitzlichen Bedingung Ixti £ hy

t
unterworfen.ist. Man kann das als eine Art Rationierungs-
mechanismus interpretieren, der verhindern soll, daR die

aggregierte Nachfrage unendlich wird. Der Grundgedanke des in



§5 entwickelten Beweiseganges besteht darin, die "Rationen"

so lange zu erh&hen, bis sie Uberfliissig werden, indem die "Ration" -
eines jeden Haushaltes, d.h., was er sich kaufen darf, grofer wird
als das, was er sich auf Grund seines Einkommens #lberhaupt leisten

kann.

6.4, Kompetitives Gleichgewicht

Eine zulissige Allokation ist ein System von Gliterblindeln X,

und Produktionsprozessen y, , sodaR im Aggregat nicht mehr
konsumiert wird, als auf Grund der Anfangsausstattung und der

Produktionsprozesse zur Verfligung steht, d.h.

t

ot &1

x, £a+liy
t X k

:gxt heiBt Gesamtnachfrage, a +;§yk Gesamtangebot, die

Differenz UberschuBnachfrage. K

Eine zuldssige Allokation zusammen mit einem Preis p bildet

ein kompetitives Gleichgewicht, wenn (zum geltenden Preis p)

- fiir jede Firma k der ProzeB y, den Profit maximiert

- fiir jeden Haushalt t das Gliterblindel X, den Nutzen maximiert’
(unter der Budgetbeschrdnkung)

- die Uberschufnachfrage nach einem Gut gleich Null ist, falls

dessen Preis positiv ist.

Unser Hauptergebnis (Satz 5.1.) sagt aus, daB unter den
angegebenen Voraussetzungen ein kompetitives Gleichgewicht
existiert, ja sogar ein solches, wo alle Preise positiv sind,

und also Angebot und Nachfrage exakt {ibereinstimmen.
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