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Vorwort

Dieses Paper ist gedacht einerseits als Zusammenstellung
der grundsétzlichen Begriffe der algebraischen Linguistik,
andererseits als Einfiihrung in einige der hauptsichlichsten

Forschungsbereiche,

Zu diesem Zweck werden die wichtigsten Hilfsmittel aus der
Algebra an den jeweils relevanten Stellen entwickelt, da nicht

vorausgesetzt werden kann, daB der Uberwiegend statistisch-

empirisch arbeitende Verhaltenswissenschaftler mit jenen ver-
traut ist, in der einschlégigen Fachliteratur diese Kennt-

nisse aber vorausgesstzt sind,
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Es ist hier noch eine Bemerkung bezliglich der Notation von
Mengen, Funktionen etc. anzuschliefBen. Hiaufig verwenden Fach-
publikationen - obwohl weit von einer einheitlichen Bezeich-
nungsweise entfernt - griechische Buchstaben. In diesem Paper
werden aus schreibtechnischen Griinden nur deutsche Buchstaben
verwendet. Eine Zuordnung zur Literatur erfolgt dann am besten

tiber die gegebenen Definitionen und S&tze.

Wien, Februar 1972 Oskar Itzinger




ALGEBRA UND UMGEBUNGSUNABHANGIGE SPRACHEN

EINLEITUNG

Der vorliegende Aufsatz behandelt gewisse Gemeinsam-
keiten natiirlicher und kiinstlicher Sprachen. Die Art
der Betrachtungsweise f&llt dabei in den Bereich der
mathematischen Linguistik, den man zum Unterschied

von statistischer Linguistik (welche sich mit stati~-

stischen Eigenschaften wie Auftrittshaufigkeit gewis-
ser Buchstaben, informationstheoretischen Gesichtspunk-
ten und verwandten Gebieten auseinandersetzt) als

algebraische Linguistik bezeichnet.

Algebraische Linguistik untersucht die formalen Gege=-
benheiten van natlirlichen Sprachen (im weiteren Sinne
auch von kiinstlichen Sprachen wie»Programmiersprachen),
um dadurch Aufschliisse iber die Struktur der jeweiligen
Sprache zu erhalten, Zu bemerken ist allerdinge, dal

es sich jedenfalls um einen AbstraktionsprozeB handelt,

Damit die weitere Vorgangsweise versténdlich wird, sind

zundchst einige grundsitzliche Begriffe zu klaren, die

bei der algebraischen Untersuchungsweise eine fundamenta-~

le Rolle spielen.

Unter einer Sprache wollen wir eine Menge von sogenannten

"Ketten" lber einer endlichen Menge von Symbolen, dem

Vokabularsverstehen,
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Als Grammatik bezeichnen wir eine Menge von Regeln, die es ge-
statten, die zur Sprache gehtrenden Ketten rekursiv aufzu-
zihlen., Diese Grammatik grzeugt (generates) dann die Ketten

der betrachteten Sprache,

In natlrlichen Sprachen findet sich ein Analogon zu diesen

Bezeichnungen in folgendem Beispiels

Kette Satz der Sprache
Kettenglisd Wort der Sprache
Vokabular Alphabet der Sprache

Fiir kiinstliche Sprachen, also beispielsweise fir Programmier-

sprachen, 1&Bt sich folgende Zuordnung treffen:

Kette Programm der Programmiersprache
Kettenglied Einzelnes Proqrammstatement
Vokabular Zeichenvorrat der Programmiersprache

In beiden Beispielen besteht die Grammatik aus denjenigen
Regeln, die angeben, wie S&tze (oder Programme) gebildet
werden. Die Bildung der Kettenglieder, Uber die die Grammatik

ja keine Aussagen macht, wird spater zu beschreiben seine

Damit eine Klasse von Grammatiken linguistisches Interesse
verdient, muB es eine Prozedur geben, die jedem Paar (s, G) =
wobei s eine Kette und G eine Grammatik aus dieser Klasse sind -
eine hinreichende Strukturbeschreibung der Kette s in Hinblick
auf die Grammatik G zuordnet; die Strukturbeschreibung muB da-
her speziell andeuten, ub s eine wohlgeformte Kette der von der
Gtammatik G erzeugten Sprache L (G) ist (wo dies immer dexr Fall
ist). Ist s keine wohlgeformte Kette, dann soll die Struktur-
beschreibung angeben, in welcher Hinsicht s von der Wohlgeformt-

heit abweicht,




Uns interessiert nur eine Eigenschaft der Strukturbe-
schreibung, n#émlich ihre Unterteilung einer gegebenen

Kette in verschiedene Kategorien.

An einem Beispiel aus der deutschen Sprache 1&0%t sich dies
leicht demonstrieren. Bekanntlich sind in dieser solche
Kategorien gegeben durch "Nomen","Verb", "Npminalghrase",
"!grbalEhrase","Eﬁéggsition"} "éiiikel”,"ﬁglektiv", "Satz",
"Adverb",

Mit diesen Begriffen zerlegen wir jetzt den Satz

"Die hungrige Hy&dne heult klagend nach der Karawane®

Wir bedienen uns dazu der in der Linguistik Ublichen

indizierten Klammerung ("labelled bracketing"):

(1) DlB hungrlge}t Hy&ne L Lheult [ klagen%
Art Adj N J1 WP Y _llAdv
" nach|| [: der]| Karawane
Prép JBP hee %7 \:N #\

re———

Es ist neheliegend, diese Struktur durch einen Baum

darzustellen:

(2) S
NF: ////VP Prap \\
Zt\AdJ N V& Adv Ar‘c

l \L \L
Die iﬁngrlge Hydne heult klagend nach der Karawane.
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In (2) haben wir - abgesehen von den Strichfiihrungen - zwel
Symbolklassen konstruiert:

a) S, NP, Art, Adj, N, VP, V, Adv, Prap,

b) der erzeugte Satz

Man bezeichnet die Symbole von (a) als Hilfssymbole ("non-

terminals"), wdhrend die Symbole von (b) als Endsymbole

frterminals®) bekannt sind.

Die Regelmenge, die uns schlieBlich den Satz lieferte,

kann leicht so geschrieben werden;

(3) 5————> NP VP PRAP NP
NP— > Art Adj N
NP ———— Art N
Art — die
Art ————- der
Adj ——— hungrige
N ————>Hyéne
N ———— Karawane
VP ——— V  Adv
V ——— heult

Adv ——— klagend

PRAP - > nach

Die Regelmenge (3) bezeichnet man als Praduktionsreqgeln odex

Produktionen; man sagt, daB der Satz mit diesen Produkticnen

abgeleitet wurde.
Fine Grammatik G ist dann gegeben durch ein Quadrupel

G = (A,B,P,S).
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Es bedeutens

1) A ist eine nichtleere Mence ven metalinguistischen
Variablen (#Hilfssymbolen")

2) B ist eine nichtleere Menge von Basiszeichen ("Endsymbolen")

3) P ist eine nichtleers Regelmenge ("Produktionen®)

4} S ist ein ausgezeichnetes Element aus A,
Ferner soll gelten A~B = f

Die Vereinigung von A und B bezeichnet man auch als Gesamt-

alphabet 51, sodaB eine Grammatik klrzer schreibbar ist als

63(61, P’ S).

Bei der Betrachtung des Systems (3) f&llt auf, daB auf der
linken Seite des Pfeils jeweils genau ein Hilfssymbol steht.
Grammatiken, deren Produktionen diese Eigenschaften haben, be-

zeichnet man seit CHOMSKY als umgebungsunabhdngige ("context-

iree? CF) Grammatiken. Eine Menge von Endsymbolen, die durch

eine soulche Grammatik erzeugt wird, bezeichnet man als

umgebungsunabhingige Sprache., Nebenbei sei bemerkt, daB die

Verletzung der Forderung nach "links vom Pfeil genau ein
Hilfssymbol! natiirlich zu anderen Grammatiken fUhrt { zum
Beispiel zu umgebungsabh#dngigen = "context-sensitive"-Gramma-

tiken).,

Die Untersuchung des Systems (3)zeigt aber auch, daB der ab-
geleitete Satz nicht der einzig midgliche ist.’Genausm kann ja
der Satz " Die hungrige Karawane heult klagend nach der Hyéne"
abgeleitet werden. Uns interessiert hier nicht so sehr die
semantische Unsinnigkeit (zumindest im allgemeinen) dieses
Satzes, sondern die Eigenschaft des Systems (3), welche diesen

Satz liefert. Diese Eigenschaft wird als Mehrdeutigkeif .

(ambiguity) bezeichnet.




Diese Mehrdgutigkeit ist mit ein Grund, daB CF-Grammatiken

nicht hinreichend sind fir natlirliche Sprachen. Dagegen haben
sich CF-Grammatiken,als addquat filir die Beschreibung von kinst-
lichen Sprachen und hier wieder speziell fiir Programmiersprachen,
erwiesen. Es muB jedoch darauf hingewiesen werden, daB z.B,

Algol 60 (wo man der Meinung war, daB es sich um eine umgebungs=-
unabhingige Sprache handelte) nicht umgebungsunabhéngig ist, da
es dort intuitive Regeln, wie "jeder Variablenname muB in einer
Vereinbarung vorkommen" gibt. Allerdings handelt es sich dabei

um ein umgehbares Formulierungsproblem.

Bevor wir uns spezielleren Fragen der algebraischen Eigen-
schaften zuwenden, muB noch auf die fundamentale Bedeutung
von CF-Grammatiken fir den Compilerbau von Rechenanlagen hin-
gewiesen werden., Als Compiler bezeichnet man bekanntlich ein
Programm, welches als Eingabedaten ein Programm wie etwa ein
Algol- oder Fortranprogramm annimmt, und als Ausgabe einen
maschinenorientierten Code erzeugt, der vaon der Rechenanlage
ausgeflihrt werden kann., Fir die meisten Compilertechniken
bedient man sich im weitesten Sinne der umgebungsunabhingigen

Sprachen,




II. FORMALE POTENZREIHEN UBER GRAMMATIKEN

Nachdem wir im ersten Kapitel ganz elementar linguistische
Grundbegriffe bereitgestellt haben, mit denen wir haupt-
sdchlich im folgenden operieren werden, interessieren wir
uns also weiters fiir algebraische Eigenschaften von Gram-
matiken (und damit auch von Sprachen). Da von jetzt ab der
Text formalisierter geschrieben werden soll als bisher,
wollen wir zundchst einige Hilfsmittel aus der Algebra

heranziehen,

Es sei gegeben eine nichtleere Menge V. Mit dieser Menge

bilden wir induktiv die kartesischen Produkte
V,: =V

Y t = V:§ V
n

Da "x" als Symbol flir Zeichen eines Alphabets (oder auch
fiir Wdrter) noch verwendet wird, deutet "§" das kartesische

Produkt von Mengen an (in Ermangelung eines anderen Symbols).

Die Vereinigung aller dieser Mengen bezeichnen wir mit

W(v): = Y

n
n aus N

Flir eine spezielle Kette wi aus W(V) schreibén wir auch

" _ J P S __(\ﬂ w? )
i - i i > e 6 000 i LA i, i, LB N A vi
mit i=1, 2 es o e e ss p
Der Absolutbetrag
W, = N
1

heiBt La&nge von Wi.




Da eine Kette eine geordnete endliche Folge ist, ist es er-
laubt, zwei Ketten durch eine Verkntipfungsoperation zu einer

dritten Kette zu verbinden.

M/F& w ot o= v \? n 1 2
1 2 L 1 1 e 0o 8 @ @ V1 V2 v2 * & & @ o vz
Diese Operation ™ " heiBt Konkatenation; die vorstehende
Verkniipfung zweier Ketten kann - wenn keine Verwechslungen
zu beflrchten sind - abgekiirzt werden zu

"

Nk&w1w? Py -.Té

Wird die Menge V als "Alphabet oder Vokabular®" interpretiert,

so heiBt W(V) Menge aller Worte Uber V; W ist dann das i-te
Wort aus W(V). '

Da in der Algebra eine Menge zusammen mit einer zweistelligen

Verkniipfung als Halbgruppe definiert ist, ist daher in Analogie
(und bei Interpretation von V als Vokabular) die Menge W(V) =z: .
zusammen mit der Konkatenation als Halbgruppenverknipfung eine

Worthalbgruppe (ber V,

In kartesischen Produkten ist die Gleichheit von Elementen
durch die komponentenweise Gleichheit definiert; daher erh&lt

man leicht den

Satz: Jedes Wi aus W(V) ist eindeutig als Produkt von Elementen

v aus V darstellbar,

Sei jetzt F eine beliebige Healbgruppe und E eine Teilmenge davon.

E" sei induktiv definiert durch

E1 = E

n+1

E 'y = EEn.

Die Vereinigungsmenge
E* = ET
n aus N
heiB+ die von E erzeugte Unterhalbgruppes.
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Gilt
E” = F

so heiBt E ein Erzeugendensystem von F,

Seien F und H Halbgruppen. Eine Abbildung
ptF——2H

heiBt ein Homomorphismus von F in H, wenn gilt

p(fg) = p(f) plg) (fir f, gaus F)

Da es auch spezielle Homomorphismen gibt (wie Epimorphismus,
Isomorphismus), wird hier zundchst die Menge aller Homo-—

morphismen mit Hom (F,H) bezeichnet.

Sei wieder eine Halbgruppe F gegeben und sei E eine Teilmenge
davone :
. *
Ellt 1 . E = F
2. Zu jeder Halbgruppe H und jeder Abbildung
P,? E—sH

gibt es einsn Homomorphismus Hom (F,H), derart, dal

p E=pD,

dann heiBt F fxrei Uber E,

(p; E ist diejenige Abbildung, die durch Einschrankung dex
Abbildung p auf die Menge E gegeben ist).

Der Sinn dieser Definitionen ist darin zu sehen, daB damit die

Begriffe eines (ohne Beweis gegebenen) Satzes bereitgestellt
wurden, der eine Beziehung zwischen Halbgruppen und Worthalb-
gruppen herstellt, was die algebraische Betrachtungsweise von

Grammatiken und Sprachen erst rechtfertigt.

Satz: Die Halbgruppe F ist genau dann frei, wenn es eine Menge
V gibt, so daB F isomorph zu W(V) ists
(Ein Homomorphismus heiBt Isomorphismus, wenn p surjektiv und

injektiv, also bijektiv ist.)




e
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Es stimmt daher die Klasse der (uns interessierenden) Wort-

halbgruppen mit der Klasse der freien Halbgrﬁppen Uberein.

Leider gibt es in der algebraischen Linguistik das Problem,
daB man annimmt, die Worthalbgrupperenth&lt ein Eins-~

element.

Ein Element e, (er) aus einer Halbgruppe F heiBt Linkseins

(Rechtseins), wenn flir alle f aus F gilt:

alf = f (bzwe T e. = f).

(Eine Halbyruppe mit Einselement  heiBt auch Monoid.)

Fiir diese Annahme besteht kein Zwang, obwchl man natilirlich
@in Einselement zu W(V) hinzunehmen kann. Man faBt dieses
Einselement formal als das "leere Wort" auf (das "keine
Buchstaben" enth&lt urd die "Lange" Null hat); doch ist diese

erweiterte W(V) nicht mehr frei im Sinne unserer Definition.

Diese Einschridnkung ist im Auge zu behalten, wenn trotzdem
von "freien Monoiden" gesprochen wird, um mit der Literatur

konform zu gehen,

Bevor wir zu umgebungsunabhingigen Sprachen lbergehen, seien
skizzenhaft Beispiele fiir die Verwendurng von Halbgruppen bei
Programmiersprachen gegeben (und zwar speziell bei Listen-

sprachen).

Das Gesamtalphabet von SNOBOL besteht aus folgenden Zeichen:

Alslcleeeeas IX]Y]Z]

o [a |~/ [%]. |, ¥ I l=1C1)]8]

O |1 |2 arsrssens

Das Symbol b zeigt ein blank an, der Strich ‘ ist kein Zeichen

des Gesamtalphabets und zeigt hier nur die Trennung an.
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Eine Kette ist eine endliche geordnete Folge von Symbolen

aus V (also ein w, aus W(V))e

Ein SNOBOL-Programm ist eine geordnete Menge von State-
mentse.
Die Verknipfung der Konkatenation ist beispielsweise so
gegeben

| X 'AB! X

ist identisch mit

'ABABAB!

wenn X = 'AB'.

Die Definition ven rekursiven Funkticnen z.B. in LISP

kann folgendermaBen als Homomorphismus definiert werdens

Beispiels
map scll eine Funktion f jedem Element einer Liste zuoxdnen,
z.Bé

map (sqrt,(1,2,3,4)) = (1.00, 1.41, 1.73, 2.00)

Dies wird als rekursive Funktion so geschriebens

let recursive hapv(f,x) = if nullx then nil
else cons(f(carx),map(f(cdrx))).

Der entsprechende Homomorphismus lautet:

Ist f : X—Y, so ist die einstellige Funktion map.
definiert durch

map. X1~——%Y1

mapex = fx fir x in X

Dabei bezeichnet X1 die freie Halbgruppe mit Einselement

(analog Y1).




~
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Die gegebenen Definiticonen sollen nun beachtet werden, wenn
wir ein endliches Vokabular 51, welches in zwei Mengen aufge-

spalten werden kann, untersuchen, Diese Teilmengen sind
{
1) A = iMenge der Hilfssymbole}

2) B = !Menge der Basiszeichen}

|
(A und B disjunkt).

Eine Sprache besteht dann aus einer Teilmenge des freien

Monoids Uber B, welches mit B* bezeichnet wird,

Jede Kette b1, b eseee bn aus BY konnen wir durch ein Ver-

2
fahren r in die Menge Z der ganzen Zahlen abbilden, sodal

r:B 7
gilt,
Diese Abbildung liefert eine formale Potenzreihe, wenn
o _
=> 7 = < N
R "‘L..]..-_ {x, bl> bl = <I, b1> b1 + T, b2/ b2+ senesa
N
+~<r,bn/ bn

gilt ("formal" deswegen, weil es egal ist, ob die Reihe di-

vergiert oder konvergiert).

Die Ausdricke <?, bi>

bezeichnet man als die Koeffizienten der Potenzreihee

VereinbarungsgemdB konnen Summanden der Gestalt Ub weggelas-
sen gowie Summanden der Gestalt 1D als b geschrieben wexrden.
Umgekehrt wird b als 1b verstanden und ein Wort, das nicht

in der Potenzreihe auftritt, als Ob.




bl
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Zu einer vorgelegten Potenzreihe R bildet die Menge dexr-
jenigen Ketten, die einen Koeffizienten ungleich Null
aufweisen, die sogenannte Stiitze ("support") der

Potenzreihe R,

Sup (R) = (bi aus B¥

<r,bi> £ 0).

Weiters heiBt eine Potenzreihe charakteristisch, wenn

jeder Koeffizient entweder Null oder Eing ist.

Da uns in erster Linie algebraische Eigenschaften in-
teressieren, wollen wir verschiedene algebraische Ope-

rationen Uber Potenzreihen betrachten.

Ganz allgemein wird in der Algebra eine algebraische
Struktur mit zwei zweistelligen inneren Verknipfungen
(im allgemeinen Addition und Multipiikation genannt)

als Ring bezeichnet, wenn fir beliebige Elemente a,b,c,x

aus dieser Struktur folgende Gesetze erflllt sinds

a) kommutatives Gesetz der Addition Ea+b = b+a}
ra+(b+c)= (a+b)+é]
c) Umkehrbarkeit der Addition [a+x = b}

b) assoziatives Gesetz der Addition |
d) assoziatives Gesetz der Multiplikation Yﬁ.(b.c):(a.b).
g) distributive Gesetze La.(b+c) = a.,b + a.c;

(b+c).a = b.a + C.aj
Angewendet auf Potenzreihen (welche nach Definition den
Charakter von Ringen haben),kann die Multiplikation mit
einer‘ganzen Zahl erkl&rt werden (unter Beachtung der

Nicht-Kommutativitat) ¢

n R 2 =s<n T, b£>"

1.9
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Die Multiplikation zweier Potenzreihen R1 und R2 ist

durch eine Potenzreihe R mit den Koaffizienten

<r1r2,b>=2i_ 4\5 < Ty :bi> <r2,bj>

gegeben, wobei b = bib .

Ahnlich 1&88t sich die Addition zweier Potenzreihen

R1 und R2 definieren, mit den Koeffizienten

/ ¢ ’
Loprrysby =z by + b0
Fiir die Stltzen von Potenzreihen gilt:

(1) Sup (RR1) = Sup (R). Sup (R,)

1

(2) Sup(R+R,) = Sup (R)\J Sup (Ry)

Zwei Potenzreihen heiBen Hguivalent module Grad n, wenn

fir jede Kette b der Lange  %&n gilt

N
<r1,b/ = <}2,b> .

[R, =B'(nod deg n)}

Mit diesem Begriff k&nnen wir die Ringstruktur erweitern.

Bekanntlich hat man eine topologische Struktur, wenn

in einer Menge T ein System von Teilmengen Tk von T
ausgezeichnet ist, derart, daB die beiden folgenden

Axiome gelten:

(1) Die Vereinigung von Mengen aus T, ist eine Menge von T,

Die leere Menge gehort zu Tk'

(2) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus Tk ist eine

Menge von Tk' Die Menge T gehdrt zu Tk'

Die Mengen von Tk heiBen offene Mengenbeziiglich der to-
pologischen Struktur. (Es kdnnen auch andere, gleich-
wertige Axiomensysteme angegeben werden, auf die wir nicht

einzugehen brauchen.)
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Ein topologischer Ring ist dann eine Menge E, wobei E nichtleer

ist, welche mit einer Ringstruktur und einer topologischen Struk-

tur derart versehen ist, daB folgende Axiome erflillt sinds:

(1) Die Abbildung (x,y)—>x + y des topologischen Praoduktes
E§ E in E ist stetig..

e

(2) Die Abbildung x —> -x von E in B ist stetig.
(3) Die Abbildung (x,y)—> x.y von E8E in E ist stetig,

Eine Menge T mit einer auf T erklarten topologischen

Struktur heiBt ein topologischer Raume Oann erklirt man das

topologische Produkt auf folgende Weises

Seien T_ (g aus einer Indexmenge I) topologische R&aume;
sei T = | T das kartesische Produkt der Mengen T .
g easg I 9

Die Mengen dexr Form 7 0 (wobei fir alle g 0 din T_ offen
g aus T 9 J
ist und Dg = Tg fiir alle g bis auf endlieh viele ist) bilden

eine Basis.einer Topologie auf T (ein System H von offenen
Teilmengen eines topologischen Raumes T heiBt eine Basis dexr
Topologie, wenn jede affene Menge aus T Vereinigungsmenge von

Elementen aus H ist).

Diese definierte Topologie heiBt die Produkttopologie von Ts

T = T, T

g

g aus I

Topologische Stetigkeit wird folgendermallen definiexrt:

Eine Abbildung f eines topologischen Raumes T in einen topo-
logischen Raum T' heiBt stetig in einem Punkt x aus T, wenn es
zu jeder Umgebung U' von f{x) in T' eine Umgebung U von x in
T gibt, sodaB f(U) {iU‘. (Umgebung eines Punktes x in einem
topologischen Raum T ist eine Teilmenge von T, die mit x eine

« umfassende offene Menge enthédlte.)
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Um diese Definitionen auf die Potenzreihen anzuwenden, brauchen

wir nur noch den Begriff des Umgebungsfilters von X.

Ein nichtleeres Mengensystem F von Teilmengen ziner Menge M

heiflt ein Filtexr auf M, wenn gilt:

(1) Die leere Menge gehdrt nicht zu F
(2) Jede Teilmenge von M, die esine Menge aus F umfaBt, gehdrt
zu F

(3) Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus F gehtrt zu F,.

Klarerweise bilden die Umgebungen eines Punktes X eines topo-

logischen Raumes ein Filter (Umgebungsfilter).

Die oben erwdhnte Abbildung f ist genau dann stetig in X, wenn
flir jeden Filter F, der gegen X konvergiert, f(X) Grenzwert
von f beziiglich F ist. SchlieBlich ist ein Punkt X aus einem
topologischen Raum T ein Grenzwert des Filters, wenn jede Um-—
gebung von %X eine Menge aus F umfalt (F konvergiert gegen XY
Nach diesen Erkl&Zrungen kehren wir zur Potenzreihe zurUck;

Sei eine unendliche Folge von Potenzreihen R1, R. e«sse gegeben,

2
sodaf3 fiir alle n und alle n' gtdBer n gilt:

R, =R, (Tod deg n)
Dann ist der Limes der Folge definiert; dieser entsteht némlich
dann, wenn man alle Rn des Grades groBer als n weglaBt.

Wir erhalten daher nach dieser Prozedur einen topologischen Ring

(mit den geforderten Eigenschaften) fir die Potenzreihen.

Nachdem jetzt einige algebraische Eigenschaften der Potenz-
reihen erklirt worden sind, kdnnen wir uns dem einer:umgebungs—
unabhingigen Grammatik zugeordneten Gleichungssystem zuwenden

(und der Konstruktion von R).
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Sei G eine umgebungsunabhingige Grammatik mit einer Menge
A von Hilfssymbolen (a1, coss an; a, entspricht im System (3)
dem Symbol S5). Auf diese Weise 1803t sich G als Gleichungs-

system darstellen. Es seien namlich Ausdricke der Art

mi)l

R © 9 e 0 = i L
egeln, sodaf Psq? ’ pi,m Ketten sind

P

m%, I s é 3

a; pi,j {_mlt (1 3

i

Es entspricht a; ein Polynomausdruck s derart, da@
g, = p

. . + . .
i 1’1 pl,z + e e + plimi °

dann entspricht auBerdem der Grammatik &G das Gleichungs~-

system a, = 8y
a, = S,
a = s
n n &

Da wir weiter oben bemerkt haben, daB der Ring der Potenz-
reihen abgeschlossen ist beziiglich der Operationen:
Multiplikation mit einer ganzen Zahl, Multiplikation zweier

Potenzreihen und Addition, kdnnen wir jede Gleichung

auffassen als Abbildung 9ss die ein n-Tupel (R1.....,Rn)
von Potenzreihen Uberfihrt in Potenzreihen, die man durch

Ersetzung dexr aj in éi durch Rj’ definiert.
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Daher definiert das Gleichungssystem

N} oo o
o8 e o

i
o)

n n

eine Abbildung g, sodal

g(R ’ LA AL A 4 Rn) = (R{’ »> o0 R')

1 n

mit R ! =g.(R1, ®0o s 00y Rn)’T

Fiir die Lésung des Gleichungssystems betrachten wir die

unendliche Folge der n-Tupel von Potenzreihen

kK. = (R_y7y essese Ro ) = (0, wwee O)

O p’1’? O,n
kg = (Ry 45 eocee Ry )
e
k = R. a0 s s 0 R

J ( J.1 J,n)

wo fiir jedes i,j (j>0) gilt:

Rj’iz gi (Rj—1’1, o.'.?oon Rj—1’n) »

0 ist die Potenzreihe, wo ille Koeffizienten Null sind.
Jede Rj i hat nur endlich viele von Null verschiedene Koef-

14
fizienten und ist daher ein Polynom.

Fir jedes i,j,j', sodaB j'>3ji>0, 1 &£ i & n, gilt weiters

R. . = R! (mod deg j)e
JsL JsN 9

Daher ist der Grenzwert der unendlichen Folge R1 i’R
b4

)

o0, 1

2 i,o.oo.c
s

fiir jedes i definiert (formal geschrieben R
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Flir unser Gleichungssystem
a, = s,
a = s

n n

ist das n-Tupel (ROQ?1: cseveesn gﬁ>,n) dann L8sungstepel,

Jede in der Ldsung eines solchen algebraischen Systems ent-

haltene Reihe heiBt algebraische Reihe. Weist die Reihe nur

positive Koeffizienten auf, so heillt sie umgebungsunabhingige

Reihe“

Um das geschilderte Vorgehen beispielbaft zu erl&utern, unter-

suchen wir die Konstruktion der L&sung der Grammatik

S——55b §

S— a8

Da diese Grammatik nur ein Hilfssymbol aufweist, n&mlich
a, = S, besteht das zugeordnete Gleichungssystem aus nur einer

Gleichungs:
S = a + 5bS

Da diese Gleichung die Abbildung g definieren soll mit
g(R)= a + RbR
(wobei R eine Potenzreihe darstellt), betrachten wir die

unendliche Folge

kD = RD = 0
kT =~R1 = a + RDbRD =a + 0b0 = g
k2 = R2 = a + R,‘bR1 = a + aba

Fiir jedes j,j' sodaB j' > j > 0, erhalten wir bekanntlich

R. = R.' (mod deg j) .
j i g J




Der Grenzwert ist daher definiert,
ferner

also erhalten wir

at+aba + Z(ab)za + S(ab)aa +14(ab) @ 4+ ceee

3

=

Diese Reihe stellt die L&sung der Gleichung

a % 5bS
dar.

Es sei darauf verwiesen,
ristisch iste

daR diese Reihe nicht charakte-

Die Stitze dieser Reihe ist die von der Grammatik erzeugte
Sprache;

L(G)= ( /\a,aba,ababa,abababa, ceee)

(/N ist das leere Worth)

21
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III, WEITERE OPERATIONEN UBER POTENZREIHEN

Eine Potenzreihe, in derder Koeffizient des leeren

Wortes Null ist, heiBt quasi-requlBr:

<1gfm> =0

Daher ist die Nullreibe gquasi-regular.

Sei nun s eine quasi-reguldre Reihe und betrachten wir

die Folge

t
< = g + 52
t

2
=5 + 5 + S

Diese Reihe strebt gegen einen Limes, den man mit s* be-
zeichnet. Es gilt offenbar

2 3 P *

s + 8 + s + sasse T B + aeeesa = &

% % *
8 + 8 58 =8 + 8§ = 8

k3 .
s nennt man das Quasi-inverse von S.

Neben der Quasi-Regularit#t interessiert uns noch das

Hadamard'sche Produkt zweier Reihen,

Seien R1 und R2 zwei Potenzreihen. Ihr Hadamard'sches Pro-

dukt ist dann die Potenzreihe R mit Koeffizienten
; 7
<r1 B r,, b> = \\FT,b>~< r2,b>>,

fiir alle b,
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Sind R1 und RZ charakteristische Reihen, dann ist auch
R1(E> RZ eine charakteristische Reihej; die Stitze von

R ist dann

Sup(R1(D RZ) = Sup (R1)(\ Sup (RZ).

Es lassen sich mit den beiden Operationen dieses Ab-
schnittes etliche Beziehungen zur klassischen Analysis
finden, die uns aber hier nicht weiter besché&ftigen

missen.

ARTEN VON UMGEBUNGSUNABHANGIGEN GRAMMATIKEN

Nachdem im zweiten und dritten Abschnitt beschreibende
Hilfsmittel erklsrt wurden, interessieren wir uns jetzt
dafiir, welche Beziehungen zu den umgebungsunabh&ngigen

Grammatiken konstruiert werden kdnnen.

Wie erwahnt, ist eine solche Grammatik dadurch ausge-
zeichnet, daB links vom Pfeil genau ein HiIfssymbol

steht (bei allen Regeln). Bestimmte Arten von umgebungs-
unabhingigen Grammatiken k&nnen durch Spezifikationen dexr
Ausdriicke rechts vom Pfeil gewonnen werden, Allerdings
muB man festhalten, daB sich die Menge der umgebungs-
unabhingigen Grammatiken nicht injektiv in die Menge

der umgebungsunabh&ngigen Sprachen abbilden 1&B8Bt (eine
Abbildung heiBt injektiv, wenn verschiedene Elemente des

Definitionsbereiches stets verschiedene Bilder haben).

Eine Regel heiBt linear, wenn sie von der Form

C—x Dy

ist, mit C, D aus A und X,y aus B.
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Sie heiBt rechtslinear (bzw. linkslinear), wenn sie

von der Form
C— x D (bzwa C=—>D x)
ist,

Die Regel heiBt abschlieBend, wenn sie von der Form

- C— x

ist.

Eine umgebungsunabh&éngige Grammatik heiBt dann linear,
wenn sie nur lineare oder abschliefende Regeln enthalt;

sie heiBt rechtslinear (bzw, linkslinear), wenn jede Regel

rechtslineare (bzw. linkslinear) oder abschlieBend ist.

Eine Grammatik heiBt ferner einseitig linear, wenn sie

rechts~linear oder linkslinear ist.

SchlieBlich bezeichnef man eine umgebungsunabhdngige Grammatik

als metalinear, wenn jede Regel linear oder abschlieBend X
oder von der Form
S —>x

ist und wenn es keine Regel gibt, in der rechts S vorkommt.

Enthilt eine umgebungsunabh&ngige Grammatik kein Symbol

C (aus A), von welchem man sowohl eine Kette b' als auch
eine Kette bTCb2 (b', bT’ b2 ausﬁﬁ)ableiten kann, dann ist
die erzeugte Sprache L(G) endlich und die Grammatik heiBt

Polvnomgrammatika.

Ist jetzt eine Grammatik gegeben, die polynomial oder ein-
seitig linear oder linear oder metalinear oder umgebungsunab-
héngig ist, so bezeichnet man die jeweils dazugehdrigen Po-

tenzreihen und die Stiitzen entsprechend,
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Die korrespondierenden Symbole haben diese Form:

PotenzreihE R Stiitze Sup (R)

Polynomial P+ Sup (P+)
einseitig linear LD+ Sup (LU+»
linear L+ Sup (L+)
metalinear Lm+ Sup (Lm+)
umgebungsunabh&ngig C+ Sup (C+)

Es ist jetzt leicht, eine Hierarchie zu konstruieren.
Nach drei S&tzen aus der Theorie der Regelsprachen existiert

folgende Hierarchie (ohne Beweis wirdergegeben):

(1) Die einseitig linearen Sprachen sind eine echte Teil-
menge der linearen Sprachen.

(2) Die linearen Sprachen sind eine echte Teilmenge der
metalinearen Sprachen.

(3) Die metalinearen Sprachsn sind eine echte Teilmenge

der umgebungsunabh&ngigen Sprachen.

Fiir die Stitzen Sup (K) giltiebenfalls eine Hierarchie-~

ordnung
Sup (P+) Sup(LD+) £ Sup(L+)< Sup(Lm‘+)< Sup(C+)

Eine Grammatik heiBt ginhiillend, wenn sie ein Symbol

C aus A und nichtleere Ketten b1,b2 ausGT'enthélt, sodall

%
C=2b, C b,

gilto
“___~ " deytet an, daB es sich um eine nicht-unmittelbare

Ableitung handelt (zum Unterschied von " M

C——>x By

bedeutet, daB x C y in ginem Schritt abgeleitet wirde).
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Die Stitzen der vorhin srwdhnten Potenzreihen haben

ebenfalls interessante algebraische Eigenschaften:

Sup (P+) ist abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt,
Durchschnitt

Sup (LD+) ist abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt,

Sternoperation nach Kleene, Durchschnitt,Komplement

Sup (L+) 4ist abgeschlossen beziiglich Vereinigung
Sup (Lm+) ist abgeschlossen bezliglich Produkt

Sup (C+) ist abgeschlossen bezliglich Vereinigung, Produkt -

und Sternoperation,

Die vorstehende Betrachtung von verschiedenen Unterfamilien
der Klesse der umgebungsunabh&ngigen Grammatiken bezog sich

auf Struktureigenschaften.

Aus anderen mdglichen Klassifikationsgesichtspunkten soll

hier nur einer herausgegriffen werden,

Eine umgebungsunabhsngige Grammatik G = (A,B,P,S5),
G, = AwB, mit L(G) # B heiBt reduziert, wenn folgende

1
zwei Bedingungen erfillt sind:s

(1) fir jede Variable C aus A gibt es eine Kette b aus B*

(2) fiir jede Variable C aus A - {;SE gibt es Ketten b,,b,
aus 61* (und daher sogar aus B%) mit ~ab1 C bZ’
Satz: Zu jeder umgebungsunabh#@ngigen Grammatik G =(A,B,P,S)
kann man eine 3quivalente, reduzierte, umgebungsunab-

héngige Grammatik G' = (A*,B'",P',5) konstruieren,

(Zwei Grammatiken G und G' heiBen &quivalent, wenn & |

L(G) = L(G') gilt.)
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Eine umgebungsunabhingige Grammatik heiBt geguentiell,

wenn die Hilfssymbole a,; in der Form

a1(Anfangssymbol), Bog esessy 8- angeordnet werden

kinnen, sodaB es keine Regel

a.—>bh, a, b (j<\i)

gibt.
(Ein nicht-terminales Zeichen verschwindat ein fiur alle-

mal nach Anwendung aller Regeln, in denen es vorkommt).

Sei S+ die Familie der sequentiellen Potenzreihen und
Sup (5+) die Familie ihrer Stitzen. Dann ist OSup (5+)

abgeschlossen bezliglich Vereinigung, Produkt und Stern-

‘operation,
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EINE WEITERE CHARAKTERISIERUNG VON UMGEBUNGS-

UNABHANGIGEN SPRACHEN

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB die uns interes-

sierenden Sprachen auch anders beschrieben werden kon-

nen als bisher,

Sei zuﬁéchst B ein Alphabet. Eine regulidrze Menge

iber B wird dann so definiert:

(1)

(2)

Nach (1) und (2) ist jede endliche Menge von Worten lber

Jede Menge, die nur ein Element aus B enthalt, ist

regulir,

Die Vereinigung und das Produkt zweier reguléreg

Mengen sind wieder regul&re Mengen.

Die Kleenelsche Sternoperation Uber einer regu-

ldren Menge liefert wieder eine regulare Menge,

Nur Mengen, die durch (1) - (3} in endlich vielen
Schritten erhalten werden konnen, sind regulaze

Mengen,

B reguldr; nach (2) und (3) auch Vereinigung, Pro-

dukt und Stern solcher Mengen.

Regul&re Mengen werden auch als reguldre Sprache be-

zeichnete.

Es gilt dann dex

Satz: Eine Menge M ist regul&r genau dann, wenn sie

eine einseitige lineare Sprache ist,
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Fir die algebraischen Eigenschaften von regulédren Mengen

ist wichtig der

Satzs Die Menge der reguldren Sprachen lber einem Alphabet B

ist abgeschlossen beziiglich Durchschnittsoperation und

Komplementbildungs

Sei nun B wieder dis Menge der Endsymbole. Ferner sei eine

Teilmenge JT von B ausgezeichnet, die erlaubte Initialsymbole

einer moglichen Kette enthdlt; analog eine Teilmenge Jz,die

erlaubte Finalzeichen umfalBt.

Dann kann die Menge der Worter von B*, die mit einem Zeichen

aus J1 beginnen und mit einem Zeichen aus Jp enden, durch

die Formel
| J, 85\ By

1 2

dargestellt werden.

Sei weiters vorgeschrieben, daB die mdglichen Ketten keine
der Zwei-Zeichenketten aus einer definierten TeilmengevJ3
von BS§® enthalten dirfen. Diese Menge von nicht-erlaubten

Ketten ist durch die Formel

darstellbar,

Unter Beriicksichtigung, daB man bei der zweiten Formel fir
die Gewinnung der erlaubten Ketten das Komplement bilden
muB, konnen beide Formeln zusammengefaBt werden zu einer

Sprache K,
o % * Tl ¥ * *
K=1}J,B B J,I"B" - (B J, B )}
L 1 ZJAIs 3 T

d.h, die Sprache K ist gleich dem Durchschnitt des Quasi-
Ideals der Menge von Ketten, die mit einem Zeichen aus J1
beginnen und mit einem Zeichen aus J2 enden, mit dem Komple-

ment des zweiseitigen Ideals der verbotenen Wdrter.
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In der Algebra wird eine nichtleere Teilmenge E einer

Halbgruppe F als Linksideal (Rechtsideal) bezeichnet,

wenn sie beziiglich Linksmultiplikation (Rechtsmultipli-
kation) mit Elementen aus F abgeschlossen ist, Ist E
gleichzeitig Links- und Rechtsideal, so heiBt E zwei=

seitiges Ideal, Fermer gilt folgendexr

Satzs Sei {Ti : i aus Indexmenge I;} eine Familie von

Links4Rechts-, zweiseitige) Idealen einer Halb-
gruppe F, so ist auch derx Durchschnitt (sofern er
nicht leer ist) und die Vereinigung dieser Familien

wieder ein Links-{Rechts~, zweiseitiges) Ideal,

Die eben definierte Sprache K wird in der Literatur haufig

als Standard-K-Sprache bezeichnet,

Es gilt jetzt folgender

Satz: Zu jeder beliebigen reguléaren Sprache M 1&Bt sich

eine Standard-K-Sprache K und ein Homomorphismuss

p finden, sodaB gilt

p (K) = Me

Neben den Standard-K-Sprachen bendtigen wir noch zur ande=-

ren Charakterisierung der uns interessierenden umgebungs—

unabhingigen Sprachen die sogenannte Dyck=Spraches.

Sei B ein Alphabet mit zwei Teilmengen 81 und 82, sodaBB gilt
81&182 = B

U1f\82 =0 .

Sei ferner d eine Abbildung
| d: B1mh9 B2
und P ein Produktionssystem mit (R,H), wobei

H= (bb'—> &| b aus B,, b' = d(b))

! 1
gilto
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Ein Wort x aus B* heiBt d-reduzierbar zu y (eus B*L
wenn x—>y gilt, Die Menge aller zu e reduzierbaren

Worte heiBt Dycksprache D (e ist das leere Wort).

Beispiel:

Sei B = {(,E,),}} ei% Alphabet und sei
d: {(,E}__—__;{),J} durch d (t) =i> und

d(l) = 3 definiert. Dann sind etwa

O, (£3), <E() ()3 (3 )) reduzierbare Worte,

Die Dycksprache D ist die Menge aller wohlgeformten Klammer-—

ausdriicke der beiden Klammerarten ‘(' bzw. 1)y ynd 'g?
bzw, ! :} LA -

Es gilt folgender

Satz: Jede Dycksprache D ist umgebungsunabhangig.

Als Gesamtresultat ergibt sich in diesem Abschnitt der

Homomorphiesatz: Ist L aus B* eine umgebungsunabhé&ngige

Sprache, dann gibt es ein Alphabet 81 (welches eine echte
Teilmenge von B ist), eine Dycksprache D (Teilmenge von BT*)

und eine Standard-K-Sprache K, sodaB fir den Homomorphismus

p von BT auf B, welcher durch
pla) = a, fiir a aus B

pla) = e, fiir a aus BT - B

definiert ist, die Beziehung

L = p(KmD)

gilto
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Demnach ist jede umgebungsunabhi&ngige Sprache das

homomorphe Abbild des Durchschnittes einer regularen
Sprache mit einer Dyck-Sprache und der Homomorphie-
satz das Fundamentaltheorem fir umgebungsunabhangige

Sprachen,

Durch die Anwendung des Homomorphiesatzes ist daher eine
andere Charakterisierung der umgebungsunabh&ngigen Sprachen

als durch Potenzreihen gegeben.

UNENTSCHEIDBARKEIT

In diesem Abschnitt wird die Unentscheidbarkeit einer

Anzahl von Problemen nachgewiesen,

Ausgangspunkt ist die Unentscheidbarkeit des Halteproblems.

fir Turing-Maschinen; d.h. daB es keinen Algorithmus gibt,
der fiir jede Turingmaschine und jedes Wort, das als Ein-
gabe dient, feststellt, ob die Turingmaschine nach endlich

vielen Schritten stoppt oder nichte.

Speziell ist ein Wortproblem durch ein Tripel (Ps’ X,y)
gegeben, wobei Ps = (G1,P) ist und x,y EBElemente aus 61
mit X # Y

Das Wortproblem heiB+t l8sbar, wenn y aus x abgeleitet
werden kann. Aus der Unentscheidbarkeit des Halteprcblems
folgt jedoch, daB es keinen abbrechenden Algorithmus gibt,
der fiir jedes Wortproblem feststellt, ob es losbar ist
oder nicht,

Eine Erweiterung dieses Problems bildet das sogenannte

Entsprechungsproblems
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Ein Entsprechungsproblem ist ein Tripel (B,D,F). Dabei ist
B ein Alphabet von Basiszeichen und D und F sind m-Tupeln
(m = 1) von Worten

D = (dysdyseenses, d)

From (fyyforeeeneey )

1N
N

d., f. aus B* fir 1
i i

Das Entsprechungsproblem heift l&sbar, wenn es ein m-Tupel

I von Zahlen I = (ig,i,, eeees, i ) mit n 2 1  und
é i {_‘ U {-—-. i é i eve s g =
1 lj m fir 1 J n gibt, sodaB di1’ di2 . ,din
= . 3 f. -oo&-a,f. gllt.
4 T Tn

Das n=-Tupel I heiBt dann L8sungstupel) des Entsprechungs-

problems,

POST hat nun nachgewiesen, daB es keinen abbrechenden Algo-
rithmus gibt, der fiir jedes Entsprechungsproblem feststellt,
ob es 18sbar ist oder nicht (Postscher Entsprechungssatz).
Dieser Satz ist librigens eine Folgerung aus dem Unentscheid=

barkeitsnachweis des Wortproblems,

Unter Hinzunahme wvon einigen Hilfss&tzen, die uns aber nicht
naher beschi&ftigen miissen, ergeben sich mehrere Konsegquenzen
fiir die uns interessierenden umgebungsunabh&ngigen Sprachen,

die in folgendem Satz zusammengefaBt sinds
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Satz:

Seien im folgenden beliebige umgebungsunabhéngige Grammatiken
1 2 . 1 1
G und G° mit L = L(G ) und L2 = L(GZ) gegeben, Dann sind

folgende Fragen unentscheddbars

(1) Ist L' ~ L £0 2

(2) Ist L] ™ L2 eine unendliche Sprache ?
(3) Ist L1 " Li reguldr 7

4) Ist L o~ L umgebungsunabhéngig 7

(5) 1st B¥ = L' £ 07

(6) Ist ¥ _ L1 eine unendliche Sprache 7
(7) Ist B* - L] reguldr ?

(8) Ist g¥ - L1 umgebungsunabhéngig 7

(9) Ist L' = B% 7

(10)Ist L1 = L2 ?

(11) 1st L' €L% 7

Am Rande sei erwdhnt, daB fur umgebungsunabh&ngige Grammatiken
G es entscheidbar ist, ob L{G) leer, endlich oder unendlich ist,

wgs fiir umgebungsabhéngige Grammatiken nicht entscheidbar iste
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MEHRDEUTIGKEIT

Im Abschnitt II wurde schon erwshnt, daB eine
Potenzreihe R genau dann charakteristisch ist, wenn

ihre Koeffizienten

Lxr b

entweder Null oder Eins sind.

Die Ldsung der im selben Abschnitt untersuchten um-

gebungsunabh&ngigen Grammatik

S—>5bs
§ —7a
lautete:
j; [?ﬁq_l_ n
Roo = 5 L Min+ (ab) a

Eine umgebungsunabh&ngige Grammatik heifBt eindeutig,
wenn der "Hauptausdruck" ihrer L8sung charakteristisch
ist (im obigen Fall also der Ausdruck

{’ e 1.

nJ n+1 )-

Da weiters erwdhnt wurde (im Abschnitt IV), daB die X
Ménge der umgebungsunabhéngigen Grammatiken sich nicht-‘
injektiv in die Menge der umgebungsunabh&ngigen Sprachen
abbilden 1&Bt, so bezeichnet man eine umgebungsunabh&dngi~
ge Sprache nur dann als eindautig, wenn jede sie erzeu-

gende umgebungsunabh&ngige Grammatik eindeutig ist.

DaB mehrdeutige umgebungsunabhéngige Sprachen existieren,
hat PARIKH machgewiesen, So ist zum Beispiel die Sprache
L = (atbicd | 4,5 21)u(a™pled | 4,521)

eine mehrdeutige, umgebungsunabh&ngige Sprache.
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Aus dem Unentscheidbarkeitssatz des Abschnittes VI

folgt librigens auch der wichtige

Satzs: Sei 61 eine beliebige, umgebungsunabh&ngige
Grammatik mit L1 = L(Gq). Dann sind folgende

beiden Probleme unentscheidbar

1. Ist G1 eindeutig 7
2. Ist L(G1) eindeutig ?

ENDLICHE TRANSDUKTIONEN

Fiir die Betrachtung von Transformationen zwischen Sprachen

benttigen wir wieder einen Homomorphismus.

Sei L(G) eine beliebige Sprache mit einem Endvokabular
B, Existiere ferner zu jedem b aus B eine Sprache Lb
iiber einem anderen Vokabular E.
Mit M(L) bezeichnen wir die Menge aller Ketten in E, die
erhalten werden konnen durch Ersetzung von jedem bi.
in einem Wort J
w=b, b, .eeess by (w aus L)

1 2 _ m

durch ein beliebiges Wort aus

Lb. .

i.
J

Es ist klar, daB auf diese Weise eine Abbildung (Homo-

morphismus) definiert wird.

Angewendet auf umgebungsunabhangige Grammatiken erhalten

wir folgendes Analogon3

Seien L und Lb umgebungsunabh&ngige Sprachen, L soll
durch die umgebungsunabhsngige Grammatik G (mit Hilfs~
symbolmenge A) erzeugt werden und jede Lb durch die um-
gebungsunabhangige Grammatik Gb (mit Hilfssymbolmenge Ab
und ausgezeichnetem Element ab D) Die Mengen Ab seien
disjunkte. Die umgebungsunabhanglge Grammatik & habe als

Hilfssymbole A B Exd Ab
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und als Regeln die Regeln von G und allen Gb sowie die

Regel o
b — ab,D (b aus B) .

Dann erzeugt G genau die Menge M(L)

FORMALE SPRACHEN UND AUTOMATENTHEORIE

Finleitend sei hier nocheinmal auf die allgemeine Defini-
tion verwiesen, wonach eine formale Sprache L Uber einem

Alphabet B eine Teilmenge von B* ist.

Im Mittelpunkt der Untersuchung von Erkenntnisverfahren,
die sich zur Definition von formalen Sprachen im obigen Sinn
eignen, steht die Idee des Automaten (welche eine mathema-

tische Theorie ist)e.

Anschaulich 1Bt sich ein Automat aber als Ger&t vorstellen,

das aus mehreren Einheiten besteht,

1) Eingabeeinheits Diese besteht aus einem, in nebeneinander-

liegende Felder geteilten, Eingabeband, Jedes Feld ent-

halt entweder ein Zeichen des Eingabealphabets oder ein
Sonderzeichen {(welches fir den betreffenden Automaten
spezifisch ist).

AuBerdem gehtrt zur Eingabeeinheit noch ein Lesekopfs
Dieser befindet sich stets lber genau einem Feld des Ein-
gabebandes, dessen Inhalt zusammen mit der Stellung des

Lesekopfes eine Konfiguration der Eingabeeinheit bestimmt.

Da sich diese aber nur durch Verdnderung dex Lesekopf-
stellung &ndert, so spricht man dann von einer Bewegung

des Lesekopfes,
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2. Speichereinheit: Diese besteht aus mindestens einem

Speicherband. Jedes von ihnen hat einen Lese~Schreib-

kopf, welche sich stets iUber genau einem des ebenfalls
in Felder eingeteilten Speicherbandes befinden. Die
Eintragungen in die Felder sind entweder Zeichen des
Speicheralphabets oder Sonderzeichen (wieder spezifisch).
Die Zeichen auf den Speicherbsndern und die Stellungen

der Lese~Schreibkdpfe bestimmen eine Konfiguration der

Speichereinheit, Diese Konfiguration kann durch eine

Verinderung der Stellung eines Lese-Schreibkopfes
("Bewegung") oder durch Verdnderung ("Uberschreiben")
eines Zeichens unter einem Lese~Schreibkopf abgeéndert

werden.

3. Steuereinheit: Die Steuereinheit Uberwacht die Ande-

rungen des Automaten und hat selbst endlich viele

Zustinde,

Eine Konfipguration der Eingabeeinheit, ein Zustand dexr
Steuereinheit und eine Konfiguration der Speichereinheit

bestimmen eine Situation des Automaten.

Ein Automat, der sich in einer bestimmten Situation be-
findet, geht, wenn er in T&tigkeit gesetzt wird, in eine-
neue Situation iiber, aus dieser wieder in eine neue, USWs
Seine Tétigkeit wird also durch eine Folge von Situationen
beschrieben; kann der Automat aus eimer Situation nicht

mehr in eine neue Situation iibergehen, so h&lt der Automat.

Eine mdgliche Klassifizierung liegt auf der Hand: ist
namlich jede Situation durch die vorhergehende eindeutig

bestimmt, so heiBt der Automat deterministisch, andern-

falls non-deterministisch.

Je nachdem, ob sich der Lesekopf der Eingabeeinheit nach
beiden Seiten oder nur nach einer Seite bewegen kann,

spricht man von zwei-seitigen bzw. einseitigen Automatene
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Ein spezieller Automat wurde bereits im Abschnitt VI bei
den Unentscheidbarkeitsproblemen vorgestellt, nidmlich

die Turingmaschine. Bei dieser wird nicht zwischen Eingabe~
band und Speicherband unterschieden, sondern es wird nur

ein Band betrachtet, welches beide Funktionen erfiillt.

Ist ein Automat K gegeben (mit einem Eingabealphabet B)
und ordnet man jedem Wort b aus g* Anfangssituationen
und Endsituationen zu, so akzeptiert K das Wort b genau
dann, wenn es eine zu b gehdrende Anfangssituation gibt,
aus welcher K durch endlich viele Situationswechsel zu
einer zu b gehtrenden Endsituation gelangt. Das Wort b
gehdrt dann zu einer mit T(K) bezeichneten Sprache, die

gine Teilmenge von B ist.

Formal 1&Bt sich ein deterministischer, endlicher Automat

K durch ein Quintupel angebens

K= (A, B, d, F, S)

Es bedeuten dabei

A ceavenes Alphabet von Zusténden der Steuereinheit

B sceeecees Alphabet von Eingabezeichen fir die Ein-
gqbeeinheit

B seeescee ein ausgezeichnetes Element von A (der

"Startzustand")

Foaeeoosnse eine Teilmenge von A (Menge dex Endzu-
stande)

d sseceesne Uberfiihrungsfunktion, die das Verhalten

des Automaten angibt:
d: A§B—>A

Dieser Automat K heiBt auch kiirzer gndlichexr Attomat Ko
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Die Uberfiihrungsfunktion wird gew8Bhnlich durch eine
Zustandstafel angegeben, die flir jeden Zustand A,
aus A und jedes Eingabezeichen bi aus B den Zust;nd
d(Ai,bi) angibt. |

Beispiel: d ,bj y baﬁ
S A2
1 AZ A2
A2 A1. AZ
B = (b1,b2)
F = (Az)

Es braucht hier nicht ausdriicklich darauf hingewiesen
werden, daB die Untersuchung von Automaten vorteilhaft
mit Halbgruppen und Homomorphismen betrieben werden

kanne

Diese kurzen Erkl&rungen waren notwendig, um einige
Sitze iber die Verkniipfung von umgebungsunabh&ngigen

Sprachen mit der Automatentheorie zu geben.

Hauptsatz fir endliche Automatens:

Eine Menge L von Worten lber einem Alphabet B ist genau
dann regulsr, wenn ein endlicher Automat K mit L = T(K)
gexistiert.

(Zur Definition einer reguldren Menge sishe Abschnitt V)

Satz:

Sind G1 und 52 swei rechtslineare Grammatiken, so gibt es
ginen abbrechenden Algorithmus, der entscheidet, ob

L(6") = L(6%)
gilte.
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Als Keller-Automat bezeichnet man einen Automat, filr den

folgendes 6-Tupel gilt:

K = (A,B,H,d,M,S)

Es bedeuten:

A ... Alphabet von Zusti&nden

B +ss Alphabet von Eingabezeichen
H «os Alphabet von Keller-Zeichen
M

... ausgezeichnetes Element aus H (das "Start-
zeichen")

S ... ausgezeichnetes Element aus A (der "Start-
zustand")

(i d eee Uberfuhrungsfunktion.

Es gilt dann der

Hauptsatz fur Kellerautomaten:

Eine Menge L von Worten Uber einem Alphabet B ist genau
dann eine umgebungsunabhZngige Sprache, wenn ein Keller-

Automat K mit L = T(K) existiert.

C Zum AbschlufB3 sei noch angegeben der

Hauptsatz fir Turingmaschinens

Eine Menge L von Worten iUber einem Alphabet B ist genau
dann eine Regelsprache, wenn es eine Turingmaschine C

mit T(C) = L gibt.
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ZUSAMMENFASSUNG

In dem vorliegenden Paper wurden - ausgehend von na-
tiirlichen Sprachen - besondere algebraische Eigenschaf-
ten von formalen Sprachen untersuchte.

Es sei an dieser Stelle aber mit Nachdruck darauf hin-

gewiesen, daB linguistische Fragestellungen nur durch

eine entsprechende Interpretation der Menge V des Ab-

schnittes II, namlich als Alphabet im herk8mmlichen

Sinne, entstehen,

Aus dieser Tatsache 18Bt sich leicht ableiten, da@
durch andere Interpretationen von V auch andere Frage-
stellungen resultieren; wesentlich ist dabei aber, daB
die formalen Gegebenheiten sich picht &ndern: anders

ausgedriickt, gelten auch bei anderen semantischen Bele-

gungen von V alle hier abgeleiteten S&tze.

Es ist daber naheliegend, zu versuchen, der Menge V

auch eine verhaltenswissenschaftlich relevante Bedeu-
tung zu geben. Man konstruiert dann damit ein System,
dessen Struktur durch die Theorie der formalen Sprachen
ngher untersucht werden kann., Diese Systemstruktur ist
zwar axiomatisch determiniert, es ist aber darauf hin-
zuweisen, daB lber nicht-deterministische Automatsn

ein Zugang zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrach-
tungsweise des Systems mdglich wird. Uber diese Bemii~

hungen soll in einem anderen Paper berichtet werden,
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Symbole mit fester Bedeutung

G +e.s Regelgrammatik

L(G).. von der Regelgrammatik G erzeugte Regelsprache

A vee. Hilfssymbolmenge -

B «e+. Basissymbolmenge ‘L einer Regelgrammatik G

P .ess Produktionsregeln j

S ..., Ausgezeichnetes Element der Hilfssymbolmenge A

G1.... Vereinigungsmenge von A und B, als "Gesamtalphabet"
bezeichnet

B .ess freies Monoid Uber B

bi"" Elemente von g*

T e»e.s Abbildung von Ketten bi in Z

Z +.s» Menge der ganzen Zahlen

N vees Menge der natiirlichen Zahlen

R .... formale Potenzreihse

Sup(R) Stiitze von R




