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Einleitung

Einfilhrung in Anwendung und Grundkonzepte der Graphentheorie.

In der Soziologie spielt fiir viele Fragestellungen ( inshesondere:
kleine Gruppen ) die von Moreno entwickelte Methode des Soziogramms
eine wichtige Rolle, Ein Soziogramm erhdit man zum Beispiel, wenn
man in einer Gruppe von Menschen jeden iliber seine Einstellung zu

den restlichen Gruppenmitgliedern befragt. Man stellt nun jedes
Gruppenmitglied durch einen { bezeichneten )} Punkt dar und trigt
zwischen diesen Punkten die feindlichen (- - - =3} und freundschaft-
lichen { ———>) Relationen ein, wie dies etwa in Abbildung 1 geschehen
ist, "Feindlich" ist hier und im weiteren nur als Gegenteil einer ein-
deutig freundlichen oder pnsitiven Beziehung gemeint, und bei kleinen
Gruppen nicht als offene aggressive ¥Feindschaft, sondern z,B, als

"nicht m&gen'' viel adaequater vorzustellen,

4bbildung 13 Soziogramm einer Gruppe von 4 Personen { A,B,C,D }
mit den ( gerichteten } Freundschafts- und Feindschafts-
relationen /! ———— bzw, — - - 3)

X337 ,0e0vo X widhlt Y als Freund

K-=-3Y ..000 X ist T feindlich ge-
sinnt,

Ein solches Gebilde aus Funkten und Pfeilen nennt man formal einen
Graphen. {A, B, C, D} heisst die Menge der Elemente { Punkte ) des
Graphen, die Beziehungen - — -> und ——> heissen die auf den

Elementen definierten Relationen,

Ein Spezialfall einer solchen Strukiur liegt vor, wenn von jedem
Element ( Person) die Relationen ( Einstellung ) zu allen {ibzigan
Elementen bekannt sind, und die betrachteten Relationen noch gewisse
Eigenschaften haben: sie sind symetrisch( d,h. es gilt stets X;“jY
oder X ":EY,_ dann einfach durch X Y oder X — - -Y dargestellt )
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und es sind zwei einander ausschliessende Relationen ( Freund-

schaft « -~ — — —~Feindschaft ) vorhanden. Eine Struktur solcher Art

nennt man einen "vollstindigen, exklusiven Bigraphen'" und ein Bei-
spiel dafiir liefert Abbildung Z.

Abbildung 2 Vollstindiger, exklusiver Bigraph zu 4 Punkten
{A,B,C,D } und den einander ausschliessenden
Relationen Freundschaft - Feindschaft

,-:>

7

X Y o0 X und Y sind gegenseitig

Freunde

¥----Y ..... Xund Y sind gegenseitig
Feinde

O g~ ——
O

Ist so ein Schema das Abbild einer wirklich vorhandenen Gruppenstruk-
tur, so stellen sich dem Soziologen gleich eine Reihe wichtiger Fragen:
Wie wird die Position { Zufriedenheit, Motivation, Prestige ... ) jedes
einzelnen in dieser Gruppe sein? Wie wird diese Gruppe als Ganzes ge-
sehen, als soziale Einheit nach aussen funktionieren? etc. Eine beson-
ders wichtige Frage ist die nach der "Stabilitst" oder dem "Gleichge-

wicht" dieser Struktur: Werden Anderungen der Relationen zwischen

den Elementen ( Personen ) zu erwarten sein? Welche? etc,

Auf diese Frage des Gleichgewichis hat F,Heider weitgehend empirisch
bestédtigte und theoretisch fruchtbare Antworten gegeben, was Gruppen
zun = 3 Elementen betrifft. Die dabei zur Geltung kommenden Gesichts-
punkte wurden spiter formalisiert und auf Gruppen zu mehr als drei
Punkten verallgemeinert ( Cartwright, Harary, Flament ....). Z.B.
Dreieck ( ACD) ist balanciert, Dreieck ( ABD ) nicht ). Diese Definition
wurde auf mehr zls 3 Punkte verallgemeinert, indem nun eine solche

Struktur balanciert ist, wenn alle enthaltenen Dreiecke es sind.

Weitaus die meisten Graphen sind aber nicht balanciert, sondern mehr
oder weniger weit vom Gleichgewicht entfernt. Den "Grad der Unbalan-

ciertheit" eines solchen Graphen gibt man dadurch an, dass man abzihlt,

wieviele Relationen mindestens ( im Vorzeichen ) geindert werden missten,
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damit aus dem gegebenen ein balancierter Graph entsteht. Den ent-
sprechenden Vorgang nennt man Ausbalancierung und eine Menge von
Vorzeichen'a‘.ndei*ungen von Relationen, die das bewirkt, eine "Balan-
cierupgsmenge", ( Z.B. in Abbildung 2, falls A und B ihre Relation
in eine Feindschafts-Bezichung umindern, ist der resultierende
Graph balanciert. Der Grad des Ungleichgewichts dieses Graphen
ist demnach 1, da eine einzige Vorzeicheninderung bereits Balance

bewirkt ).

Im folgenden wird diskutiert, wie gross der Grad der Unbalanciert-
heit fiir jedes gegebene n( Anzahl von Elementen ) maximal sein
kénne. Abelson und Rosenberg( 1958 ) gaben zu diesem Problem
eine Ungleichung an, deren Giltigkeit sie nur vermuten konnten.
Ihre Vermutung ldsst sich jedoch strikt bestdtigen, Im wesentlichen
beruht der Beweis darauf, dass man sich einen Graphen zu n Punkten
gegeben denkt und iiberlegt, um wizviel der Grad der Unbalanciert-
heit hdchstens steigen kann, wenn man einen n + lten Punkt mit

allen seinen Relationen hinzufligt. Es stellt sich heraus, dass von
den neuen Relationen nur h&chstens die Hilfte "falsch'" sein kénnen,
d.h, die Unbalanciertheit erh8hen k&nnen. Damit hat man eine so-
genannte "Rekursionsformel" gefunden ( und durch vollstdndige
Induktion bewiesen ) die leicht so umgeformt werden kann, dass man
dann fiir jedes beliebige n sofort den maximal mdglichen Grad der
Unbalanciertheit direkt berechnen kann, Welche Bedeutung hat

dieses Wissen dann praktisch? Vor allem die, dass man jeden
vorgefundenen Grad der Unbalanciertheit bei n Punkten durch den
maximal mé&glichen dividieren kann und auf diese Art einen Koeffizien-
ten erhdlt, der zwischen 0 und 1 liegt und von n unabhingig ist, So-
mit kann man nun zwei Graphen mit verschieden vielen Elementen
nach dem Koeffizienten vergleichen, was man mit dem bisher definier-
ten Grad des Ungleichgewichts nicht konnte, da er von der Anzahl n

abhdngig war.

An der Graphentheorie besonders interessierte Leser werden vor

allam auf das am Ende zitierte Buch von C. Flament hingewiesen.
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Beweis der Vermutung von ABELSON uad ROSENBERG

Zusammenfassung; ABELSON und ROSENBERG geben eine Ungleichung
flir den maximal mdéglichen Grad der Unbalanciertheit eines voll- °
stdndigen exklusiven Bigraphen zu n Punkten an. Der Beweis
dieser Ungleichung konnte seit devr Ausserung dieser Vermutung
im Jahr 1958 nicht gefunden werden.

Hier soll dieser Beweis gegeben werden, indem zunéchst das
Problem gelSst wird, urmn wieviel der Grad der Unbalanciertheit
eines vollstdndigen exklugiven Bigraphen zu n Punkten maximal
anwachsen kann, wenn ein weiterer, n + lter Punkt hinzugefiigt
wird, Daraus ergibt sich irn nichsten Schritt eine Formel zur
direkten Berechnung des maximal mdglichen Unbalanciertheits-

grades eines vollstidndigen exklusiven Bigraphen zu n Punkten,
Die Vermutung von ABELSON uad ROSENBERG ( 1958 ) lautet:

Wenn G = ( X;:V ) ein vollst, exkl, Bigraph zu n Punkten ist,
dann gilt fiir den Grad seiner Unbalanciertheits

( 1, wenn n ungerade

n{n-~2)+¢§ £ -

«l
8(G) ¥ - :

1 0, wenn n gerade

Es ist nun nétig, einige Definitionen und Theoreme verauszuschicken.
Numerierung und Seitenangaben heziehen sich hiebei auf das Buch von
FLAMENT ( 1965).

Definitionens

D1 ( S. 119): Ein vollstindiger exklusiver Bigraph ist ein symmetrischer
Graph, in dem je zwei beliebige Elemente durch einen positiven oder
negativen Strich verbunden sind.

Symbolisch: G = ( X;P,N ) mit PAN = g

DZ( S. 119): Nas Vorzeichen einer Kette oder eines Zyklus ist das

Produkt der sie konstituierenden Striche. Das Produkt ist definiert

durch die Multiplikationstabelle




Eine Kette ist eine vollstindig geordnete Menge von Elementen
aus V = P~ N, sodass der k-te Strich an dem Punkt endet, an
dem der k + l-te Strich en‘t‘springt. Eine Kette, die zu ihrem
Ausgangspunkt zuriickkehrt, ist ein Zyklus.

D, (8. 120): Ein Zyklus der Linge 3 oder Dreieck befindet sich im
Gleichgewicht dann und nur dann, wenn sein Vorzeichen positiv
ist.

Die Lénge einer Kette oder eines Zyklus ist gleich der Anzahl
der sie konstituierenden Striche.

D4( S. 120 ) : Ein vollst. exkl, Bigraph ist im Gleichgewicht dann
und nur dann, wenn alle seine Dreiecke es sind,

D6( S. 125): Die Gleichgewichtsbasis der Achse a ecines vollst.
exkl, Bigraph G wird gebildet aus der Liste der Vorzeichen der
a enthaltenden Dreiecke.

D, (8. 129): Der Grad des Ungleichgewichtes &6 ( G ) eines vollst.
exkl. Bigraph G wird gemessen durch den Betrag der kleinst
moglichen Menge von Strichen von G, deren Vorzeichendnderung
einen balancierten Graphen ergibt. ,

Dg ( 8. 132): Man nennt eine Balancierungsmenge von G jede Menge
von Strichen von G, durch deren Vorzeichendnderung man einen balan-
cierten Graphen erhilt,

Bezeichnet man den Grad der Unbalanciertheit von G mit 6§ ( G )
und eine Balancierungsmenge mit Ei, so kann D7 nun folgender-
massen angeschrieben werden:

Dy (8. 132): 8(G) = min{| £,(G) |}

i

Fir den Beweis nStige Theoreme;

Theorem 111]4( S. 123 ): Wenn eine Gleichgewichtsbasis eines vollst.
exkl. Bigraph G bekannt ist, sind die Vorzeichen aller Dreiecke von
G ableitbar.

Theorem III|5( S, 126 ): Ein vollst. exkl, Bigraph ist im Gleichgewicht

dann und nur dann, wenn alle Dreiecke einer Basis positiv sind.




Der Beweis:

Satz: Gegeben sei G, = ( XsP,N), |X] = n, weiters die Gleichge-
wichtsbasis der Achse a und seine minimalen Balancierungs-

mengen §

min, , ! = 8¢ G_ ). Durch Hinzufligen

~ ming I
eines weiteren Punktes w zu X und beliebiger n Striche

{{ xm)} 2zuV werde der Graph G oy = ¢ Z,mP,N,{( xr) })
gebildet. Fir den Grad des Ungleichgewichts des Graphen

G gilt dann:

n+1 1, wenn n ungerade
< - a =1
6(Gn+1)._6(Gn)+ 5 » a

0, wenn n gerade

Beweis: 1. Bilde die‘Gleichg.ewichtsbasis der Achse a von Gn + 1
Diese enthidlt alle Dreiecke der Gleichgewichtsbasis der
Achse a von Gn und n-1 neue Dreiecke der Form

( abm)

( acw )}

.00

X = { ar b, Cyouy X004 § }

L3 Y

( axw)

( atm)

Die neuen Dreiecke enthalten die neuen Striche
{( brw)
( em)

je einmal, das sind n - 1 Striche

( am) " (n-1) mal

2.”Balanziere G_nach ( einem der ) £ _. ; dafiir sind 6( G )
- n main. n

Vorzeichenédnderungen nétig.
3. Fall a.

n ungerade und [( axw )T 3 2L

2




( Mit |( axm )T wird die Anzahl der neuen Dreiecke ( axm ) mit
negativem Vorzeichen nach der Ausfilhrung der in 2. genannten
Cperation bezeichnet.)

Man dndere die Vorzeichen derjenigen Striche ( xr ), deren
Dreieck ( axw ) negativ ist. Dadurch werden alle neuen Drei-
ecke positiv, ohne dass das Vorzeichen eines der in der Basis
Gn enthaltenen Dreiecke gedndert wiirde { weil nur neue Striche

im Vorzeichen gedndert werden ).
n -1
2 3

Fall b. n ist gerade oder ungerade und [( axr )| < %—l-*

Die Anzahl der Anderungen betrigt

Man 4ndere das Vorzeichen der Striche ( xm ), die aus den nega-

tiven Dreiecken ( axm ) stammen; alle neuen Dreiecke werden

positiv mit weniger als _n__;z_l____ Anderungen,
Fall c. nist gerade und {( axw )| -~1= |(axm)] .

Entweder a ) Man dndere die( xr ) der negativen Dreiecke, das
n

2

oder B) Man dndere zunéchst ( ar ) und dann die ( xwv ) der

sind ~5- Anderungen;

nunmehr negativen Dreiecke, das sind

1+4( -—Izl- -1) = —%—Anderungen,

Fall d. n ist gerade oder ungerade und |( axr )| -2 = [( axm) | .
Man &dndere zunidchst ( ar ) und dann die ( xv ) der nunmehr nega-

tiven Dreiecke, das sind 1 + ]( axw }.| , also weniger als
n

2

In allen Fillen wurde G  durch § ( G ) Vorzeichenénderungen ausbalan-

Anderungen.

ciert und die neuen Dreiecke ( axmw ) in weniger oder gleich —g— Vor-
zeichendnderungen von Strichen positiv gemacht, ohne das Gleichge-
wicht der in der Basis von Gn enthaltenen Dreiecke zu zerstSren.
Die Basis der Achse a von Gn + 1 enthdlt also nur positive Dreiecke
und dies mit einer Anzahl von Anderungen, die kleiner oder gleich

8 ( Gn) + —g— ist. Nur im Fall c. waren -1-217— Anderungen ndtig,

sonst stets weniger, Fall c. ist nur méglich, wenn n gerade ist,
Also gilt:

- G -

: f 1, wenn n ungerade
a -~

L

< a-a
(Gn+1) -G(Gn)+} >

0, wenn n gerade
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Durch den soeben bewiesenen Satz wurden die maximal m8glichen
Zuwidchgg M an Unbalanciertheit festgelegt, wenn man zu einem
vollst. exkl. Bigraphen von n Punkten einen n + l-ten Punkt hin-
zufligt., Wie verh&lt sich nun die durch den Ausdruck

1, wenn n ungerade

> mit a = erzeugte Folgen von Zzhlen?
0, wenn n gerade
n...n- 3\ /n -1 n
M.. (B-2)-4 (%-1)-%
2 2

Fir die Differenz der .ztzten beiden maximal mdglichen Zuwéchse an
Unbalanciertheit gilt { wobei o jetzt 1 ist, wenn der Klammerausdruck
(n-1),(n~-2),... ungerade, beziehungsweise 0 ist flir{ n - 1)},

(n”’z)’co' gerade):

f——>— ~ —— = 1 flir n ungerade

(n-1) -a _ {(n-2)-a .
2 2

n-2  n-2 = 0 flir n gerade

2 2
1, wenn n ungerade
Die durch den Ausdruck 2—%— mit a = _erzeugte
> A 24
0, wenn n gerade

Folge von maximal méglichen Zuwéchsen an Unbalanciertheit hat also
folgendes Aussehens
n 0123456789....n

M 001122334M0(n';)"a

Durch das alternierende Zusammenfassen dieser Folge erhdlt man zwei

arithmetische Reihen mit dem Anfangsglied 1 und dem Zuwachs 1. Die
Summe dieser beiden arithmetischen Reihen ergibt die maximal mdgli~
che Unbalanciertheit eines Graphen zu n Punkten, denn mit jedem
Schritt wird zu einem Graphen mit maximalem 6( G ) der maximale
Zuwachs hinzugefiigt, wiederum einen Graphen mit maximalem §( G )

als Ausgangspunkt erzeugend.

Die Formel flir die Summe der beiden arithmetischen Reiken lautet
(n-1) -a (n-2) -a
2 +1,(n--1)—a + 2 +le (n-2) -a

2 2 2 ) 2
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Ausgerechnet flir den Fall! n gerade, und den Fall: n ungerade

erhédlt man:

m-2 4 n-2
. 2 1 n-2 -2 + 1 n-2 _ n{n-2)
n gerade: 5 - > + > . > = 7\
n -1 n-2
n ungerade: i S S 2 _*1 n-3 .n{n-2)+1
: 2 2 2 * 2 4

Zusammenfassend gilt also:

s(a) < n{n-2)+¢& £ =

{ 1, wenn n ungerade
= 7 ,

0, wenn n gerade

C was zu beweisen war.
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