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STABILITAT VON DYNAMISCHEN LINEAREN OKONOMETRISCHEN MODELLEN

I. PROBLEMSTELLUNG UND AUFBAU

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Untersuchung von
Stabilitdtsproblemen bei dynamischen linearen Gkonometrischen
Madellen. Die hiex dargestellten Kriterien konnen natlrlich
auf beliebige lineare Systeme von Differenzengleichungen
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten angewandt werden.
Durch besondere Berilicksichtigung der Struktur eines dkono-
metrischen Modells kdnnen Vereinfachungen bei Stabilitdts-—

untersuchungen erreicht werden.

Eng verbunden mit dem Begriff Stabilitat sind die Begriffe
Gleichgewicht bzw. Gleichgewichtspfad. Im folgenden wird auf
ihre Bedeutung in Hinblick auf Gkonometrische Modelle explizit

gingegangen.

Den AbschluBB bilden konkrete Anwendungen auf ein Modell der

Osterreichischen Volkswirtschaft.




II. DEFINITION

I1.1. Lineares Okonometrisches Modell

1.1. Definition

Ein lineares Skonometrisches Modell besteht aus einem System

von linearen Gleichungen (linear in bezug auf die Parameter

und auf die Variablen).

Die Gleichungen zerfallen in:

a) Definitionsgleichungen, deren Koeffizienten a priori bekannt
sind,

b) Verhaltensgleichungen, deren Koeffizienten durch Kleinst-
Quadrat-Schatzungen oder ein mehrstufiges Schétzverfahren
ermittelt wurden. [1, 2, 3] .

1.2. Klassifizierung der Variablen:

a) endogene Variable werden durch das Modell bestimmt. Je einer
endogenen Variablen entspricht je eine lineare Gleichung.
Diese wird nach der endogenen Variablen aufgelist.

b) pradeterminierte Variable

—_—
\.
exogene Variable

yd

S /N

verzdgerte endogene //' N
Variable / \\
s N
Instrumentvariable andere exogene
(Steuersatz, Mindest- Variable
reservensatz) (Frosttage/Jahr)

Okonomische Daten werden in der Regel in &quidistanten Zeit-
abstinden (Pericden) erhoben (z.B. Jahresdaten, Quartals-,
Monatsdaten), wodurch eine Diskretisierung der Zeit erfolgt.

Das Auftreten von verz@gerten endogenen Variablen erfordert
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eine mathematische Beschreibung durch ein 1lineares Differenzen-
gleichungssystem. Ein solches Modell wird ein dynamisches

Modell genannt. Treten Verzdgerungen, die gréBer als eine

Periode sind, auf, so entspricht dies einem Differenzengleichungs-
system hoherer als erster Ordnung. Durch Einfihrung von Hilfs-
variablen kann dieses System in ein System erster Ordnung

Ubergefihrt werden.

1.3. Einschr@nkungen:

Alle weiteren Uberlegungen werden unter zwei Einschrankungen

durchgefihrt: |

a) Alle Parameter des Skonometrischen Modells werden iber die
Zeit als konstant angesehen;

b) Die Residuen in den Verhaltensgleichungen werden vernach-

léssigt.

1.4. Strukturform und reduzierte Form:

Das System der in II.1.2.a) angegebenen Gleichungen wird so
angeschrieben, daB auf den linken Seiten jeweils die endogenen,
auf den rechten Seiten jeweils die pradeterminierten Variablen
stehen. Diese Darstellung bezeichnet man als Strukturform des

Okonometrischen Modells.

Yyt=th (1)
wobeis: Yy o o - Spaltenvektor der n endogenen Variablen zur
Zeit t; [hxf}
X, « « . Spaltenvektor der k pradeterminierten Variablen
zur Zeit t; [kxﬂ

Koeffizientenmatrix der endogenen Variablen; rnxq}
. Koeffizientenmatrix der pré&determinierten
Variablen; Ean}

bedeuten,
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Aufldsung des Gleichungssystems (1) nach Yy ergibt (Y als

reguldr vorausgesetzt):

wobei

(2) nennt man die reduzierte Form eines Skonometrischen

Modells.

1.5. Besonderheiten von Y:

=

a) Y quadratisch, {nxn]

b) reguldr. (Wdre die Matrix singuliér, kdnnte durch Verdnderung
der Messgenauigkeit der Daten Regularit&t hergestellt werden.)

c) Vi; = 15 i=1,...,n, (Hauptdiagonalelemente von Y)

d) Kann Y durch Vertauschen von Zeilen und Spalten in eine
Dreiecksmatrix verwandelt werden, nennt man dieses Maodell

rekursiv, ansonsten interdependent.

1.6. Verallgemeinerung der Darstellung eines linearen Skono-

metrischen Modells:

In der Strukturform liegen zwei lineare Operatoren vor:

Yy = 24
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d.i. ein linearer Operator Y: ﬂ”njayt w»im@ z, € o
vunerxJc =z,
. . . T k - X - N
d.i. ein linearer Operator X: K F Xy e ztfefh

wobeil ZJc gine Hilfsvariable darstellt.

Existiert der inverse Uperator Y—1 von Y:

-1 - N Y

Y ' IR ® z, ———> Y, &

so entspricht die reduzierte Form dem zusammengesetzten

Operator

-1
-1 ok X X
Y X K TE x g 2y ey Y E

{5}
V)

Definition eines linearen Operators:

Ein linearer Operator L ist eine Abbildung einer Menge A in

eine Menge B mit folgenden Eigenschaften:

) + L(a,)

):’[—(81 27

a) Additiv: L{a, + a

1 5 wobei a ’a2 & A

1’

b) Homogen: L(c a) = cL(a), wobei a £ A, c € R
| R ... Zahlenkdrper

Satz: Ein linearer Operator ist eindeutig.

Beweis: L(a) = b % a £ A
' 1 g
[= b, = b,
L(a) = b, . by, b, € B
(a) (b)
b1 —.b2 = L(a) - L(a) = L{a-a) = L(0) =0 > b1 = b2




IT1.2. Systeme von linearen Differenzengleichungen erster

Drdnung mit konstanten Keeffizienten

II1.2.1. Die homogene Gleichung lautet

Vi = Ay, t=0,1,2,...

Vg * * * Anfangsbedingungen,

gegeben seien:

Vektor mit n Elementen

Ygr g1 -0
]

. . r
An . « . quadratische Matrix {nxn;

Waren die Elemente ag s i#j, der Matrix A gleich Null, so
hatte man eine Diagonalform verliegen.
ik

e -
i = M3Yy 1=1,...,0.

Die allgemeine LOsung ware

ix t ik e ~ t
Yy = €5+ )i und (yt )k = D Oy
ein Fundamentalsystem,
Substitution
_ * i o J*
Vg = Syy oder Y T 4 PiYy
J
en io_ o i_ s T i* o _
Brgibt Wiy = L8iVy T L 4l B SYy T
J ki ]
T P W L S S| i
T%aYen T 5% Y T O o Skt Y
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T ae %L ST ST b o ik
o ik ki‘t R 1 t
S ] K i
oder
...... - ’ o
s (a5 S1k%k 3 ""‘j) vy =0
Ty et
= M) =
y (aikskj Sk /\'j) 0
-« - % = 1, ] = oo
:l.(_ (alk i 1 ”J)Skj 0, i, j,k=1, , D

Dies ist aber genau das Eigenwertproblem der Matrix A

oo Eigenwerte

ki ot C Elemente des zu Aj gehdrigen Eigenvektors

Das Gleichungssystem besitzt nichttriviale Ldsungen, wenn

det (A-AE) =0 =3 A, i=1,...,n
Unter der Annahme, dalB

}i # lj’ i# j, gilt:
(y1*)

K bilden ein Fundamentalsystem von LGsungen der Diagonal-
form.




i - v Jx 5 { Lt Nt
Vi) sy 0vgT ) T ®ij Y3k 75 T %ik Mk
i 5 i _ 5T vt
Y= ﬁ: Ck(yt)k = ﬁ: 55k Ak

L6sung der homogenen Gleichung in Matrixschreibweise:

~t
Yy = Sdive
Syq Sin 211 a 0 : §c1§
a, . -
S= . . Zr\' = ; - - ; CcC = i . ;
Sy e+ S P R cL .
; | 0 A oo
L t n i
Bestimmung der Konstanten Cp .’
Gegeben sei ein Vektor von Anfangswerten io’ i=1,...,n
§ = [J_ s, .¢© Inhomogenes lineares Gleichungs-
0 K ik Tk

system flr die Konstanten C

daraus folgt
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I1.2.2. Die inhomogene Gleichung lautet

= A‘Vt + f t=0,1,2,3,...

yt+1 t

ft = S5torfunktionen

Gesucht ist zundchst eine Partikul&rldsung, bezogen auf einen

. bestimmten Typ der Storfunktionen. Die allgemeine Ldsung ergibt

sich aus der Summe der L8sung der homogenen Gleichung und der

Partikul&rl&sung. (Siehe IV.3)

I11.3. 5tabilitét1) von Differenzengleichungssystemen

I1.3.1. Definitionen

Die folgenden Definitionen gelten allgemein fir lineare und

nichtlineare Differenzengleichungssysteme.

I1.3.1.1. Voraussetzungen

In den folgenden Differenzengleichungssystemen ist die unabhan-

gige Variable t auf ganzzahlig fortschreitende Werte t = to,to+1,..

beschrankt. Der "Anfangspunkt" to ist ebenfalls als ganzzahlig
variabler Parameter anzusehen, dessen Werte jeweils in einer

festen Zahlenfolge t*, t*+1, t*+2, .+. enthalten sind.
1 .
= “. 4 = - ® 3
(%) Vigq = g(yt,t), Yy £ 1% fir t=t_,t_+1,t +2, ,

sei ein System von Differenzengleichungen, nicht notwendiger-
weise linear und autonom. Die rechte Seite des Systems sei

fliir alle Yy definiert, beschr@nkt und bezliglich der Yy stetig.

W. HAHN, Uber die Anwendung der Methode von Ljapunow auf
Differenzengleichungen in: Mathematische Annalen,
Bd. 136, S. 430-441 (1958).




A

-10-

Da Stabilitat hier immer in bezug auf die triviale LGsung
Yy = 0 fir t = tD, t0+1, t0+2,...

verstanden wird, gelte

glo,t) = 0O flir t=t_, t_+1, t +2, ...

Die Gleichung (%) 1&Bt also die triviale L&sung zu.

Diejenige L8sung von (%), die fir f:to den Anfangswert Yy
0

annimmt, sei mit yt( ) bezeichnet.

Y
(]

Es ist also

Man nennt die triviale Ldsung ebenso wie bei Differential-
gleichungen stabil, wenn yt(yt ) bei hinreichend kleinen

Anfangswerten Yy im ZeitverlalQf klein bleibt.
]

Im Gegensatz zu den bei Differentialgleichungen bestehenden
Verh&ltnissen héngt die Eigenschaft, stabil zu sein, auch

vaon der Wahl des Anfangszeitpunktes to ab, da man nicht jede
bei t1;beginnende Losung &als Fortsetzung einer bei to’{ t1

angangenden auffassen kann. Man muB daher die Unabh&ngigkeit

von to in die Stabilitdtsdefinition aufnehmen.

I1.3.1.2. Definition der Stabilit&t der trivialen L&sung

Die triviale Losung heiBt stabil, wenn sich flir jedes to P £*
zu jedem < > 0 ein 5 >0 so angeben 180Bt, dal
Vi z ot Hyt(yt yit< &, sofern nur E?yt:§<‘é ist.
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II1.3.1.3. Definition der asymptotischen Stabilit&t der trivialen

Losung:

Die triviale L&sung heiBt asymptotisch stabil, wenn sie stabil

im Sinn von Definition II.3.1.2. ist und wenn ein h > 0 derart

existiexrt, dall

(k%) lim yt(yt ) =0 t=t_,t 41,
t o~ o °
fir alle !iyti? < h ist.
a]
Die Menge aller Yy » von denen LBsungen ausgehen, die (%)

befriedigen, heiBtDEinzugsbereich der trivialen Losung.

I1.3.1.4. Definition der Istabilitadt der trivialen LOsung

Die triviale L8sung heiBt instabil, wenn es zu jedem to -

ein & > 0, eine gegen 0 konvergierende Folge von Anfangswerten

yz und eine Folge von Zeitpunkten tnwﬁcx: derart gibt, daf3

fi? hinreichend groBe n entweder Yi (yz ) nicht mehr existiert
n o

oder

& wird.

Gilt diese Aussage fiUr jede Ldsung mit hinreichend kleinem

Anfangswert é?yt§§<“q , 80 heiBt die triviale LOsung total

instabil. ©
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I1.3.1.5. S5&8tze lber die Stabilit&t eines linearen homogenen
Differenzengleichungssystems mit konstanten Koef-

fizienten:

Im folgenden werden S&tze formuliert, die unter der Ein-
schrankung auf lineare homogene Differenzengleichungssysteme
mit konstanten Koeffizienten oben angefihrten Definitionen

entsprechen.

yt+1 = AyJC t=0,1,...

a) S5ind Eigenwerte der Matrix A dem Betrag nach eins und
einfach, oder gehdren sie zu einfachen Elementarteilern,
und sind die restlichen tigenwerte dem Betrag nach kleiner
als eins, so ist die triviale L&sung stabil, aber nicht
asymptotisch. Andernfalls ist die triviale Ldsung in-

stabil.

b) Wenn alle Eigenwerte der Matrix A dem Betrag ngch kleiner
als eins sind, so ist die triviale L8sung asymptotisch

stabil.

c) Ist mindestens ein Eigenwert der Matrix A dem Betrag nach

groBer als eins, so ist die triviale Ldsung instabil.
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ITI. REDUKTION DES URSPRUNGLICHEN MODELLS UND REGELKREIS

I11T1.7. Partionierung der Matrizen Y und X sowie der ent-

sprechenden Vektoren

Flir das durch statistische Methoden erhaltene Skonometrische
Modell in Strukturform erweist sich eine Umformung als

gliinstig: Die Grinde dafir sind:

a) Vereinfachung der numerischen Behandlung. Inversion von
groBen Matrizen (Y-Matrix) aufwendig.
b) Gewinnung von weiteren qualitativen Aussagen im Rahmen der

Strukturform.

Die Partitionierung der Matrizen X und Y kann auf zwei ver-
schiedene Arten durchgefihrt werden. Danach wird das Gleichungs-
system reduziert, d.h. durch Substitution wird die Zahl der
Gleichungen vermindert. Durch die Reduktion erfahren die

Stabilit&tseigenschaften des Systems keine Anderung.

Wie weiter unten gezeigt wird, fihrt dieser Vorgang bei
besonderer Gestalt der Teilmatrizen zu einer wesentlichen

Vereinfachung der Berechnung.

I111.2. Methoden zur Partitionierung der Strukturmatrizen

ITI.2.1. Methode A
Die Grundidee der Methode A liegt in der Aufteilung der endo-.
genen Variablen in 2 Gruppen:

a) endogene, die verzdgert im Modell vorkommen (yi)

b) endogene, die nicht verzdgert vorkommen (yt*)

Der Vektor x_, der pradeterminierten Variablen zerf&dllt in drei

Teile, yi_1, y§f1 und ups den Teilvektor der exogenen Variablen.
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| i
* ! *
Y14 Y12 Vi 19 Y12 M3 e
- !
) * % KX
Y21 Y22 Y4 X21 Y22 %23 V-1
Ut

Diese Anordnung kann durch Zeilen- und Spaltentausch immer
erreicht werden.

Da laut Voraussetzung b) ytf1 im Modell nicht vorkommt, be-
stehen die Elemente der Matrizen X12
yi* wird durch Substitution eliminiert. Dadurch verschwinden

die Null-Spalten der Matrix X.

und X22 nur aus Nullen,

Die Gleichungen des Systems lauten:

FX
Y + Y12yt = Xy, ¥ + X, ,u

L3
11Y¢ 11Y -1 13%¢

Y

1
>

*-{-Y E3 3
2194 22Y¢

Daraus folgt fir yi*

ek -1 * -1 * -1
Vi = Vaa¥arve  YooXouViog T Yooy

Substitution ergibt:

-1 * 1 *
(Y - Y, . Y__.Y )yt = (X - Y, . Y_ X )yt-1

_ -1
11 12" 22"21 11 1222721 LY PPAPPY

13 ~Vq2722%23)uy

In der Praxis ergeben sich durch die besondere Form der Teil-

matrizen grofe Vereinfachungen. Ist z.B. Y12 eine Nullmatrix,

so kdnnen Stabilit&tsilberlegungen direkt mit den Matrizen
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Y11 und X11 durchgefihrt werden. Entsprechende Vereinfachungen

erh&lt man auch beim Verschwinden von Y21 bzw. X21.

I111.2.2. Methode B

Jeder k-ten Gleichung eines Modells wird eineindeutig die
k-te Variable des Vektors der endogenen Variablen zugeordnet.
Der Methode B liegt folgende Aufteilung der endogenen Variablen

zugrunde:

a) endogene, in deren Gleichung mindestens eine verzigerte
endogene Variable vorkommt. (yéx)

b) endogene, in deren Gleichung keine verzdgerte endogene

Variable vorkommt (yt&ﬁ)
B S | |
o
EEN ST Yt 11 X120 %43 Y gt
- I
Y YA\ a
3 22 Tt | "1 22 %23 |%-1
5 L&
—_— TJEW;

Da laut Voraussetzung b) y£f1 und yéiz in den Gleichungen

flr yfﬂ nicht vorkommen, verschwinden die Matrizen X21 und
X22.
£ DA D FARAY
Vogve * Yag¥y = Xqqvgsy * Xyaveg + Xy5ug
£ AL
Yorvy * Yaavy = Xog¥y
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Daraus folgt fir yfah

DLy -1 ¥ -1
Vi o= TTop¥oqvy + VooKoguy
Bubstitution ergibt
' -Y Y_1Y )y“’:‘3

11 12 22 2177¢
= (X, = X YT WD L =Y YT ul o+ X, Yo

11 12 22 2177¢-1 13 12 227237t 12 227237 t-1

Ist in diesem Fall Y21 gine Nullmatrix, kann die Stabilité&t
allein an Hand von Y11 und X11 berechnet werden.

Man wird zweckm&Big Methode B verwenden, wenn die Anzahl der
Komponenten von yghﬁdie Anzahl der Komponenten von yi* Uber-

steigt.

I1T1.3. Regelkreise

IIT1.3.1. Aggregierter Regelkreis der Strukturform:

Durch Partitionierung von X und x, in endogen verzOgerte und

t
exogene Teilmatrizen bzw. -vektoren erh&lt man

Yy, = LY % ul . %yt-1§ = Y_yy_q * Uy
%""%
Lt
“Hi%j U_Mwmié Yyt gm:rw Ve ;,mmw
bl h v Lag e
.
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1V. SPEZIELLE PARTIKULARLOSUNGEN

IV.1. Partionierung der Z-Matrix in die Matrizen Y_ und U:

Ausgehend von Gleichung (2) in II1.1.4., der reduzierten

Form

empfiehlt sich zur Berechnung der GleichgewichtslSsung eine
Aufspaltung der pré&determinierten Variablen in endogen ver-
zbgerte und exogene Variablen. Die Matrix Z zerfallt daher

in die Matrizen Y_ und U.

Y g1

”
i
[

y‘t = Y- y't-1 + UUt

IV.2. Die Basis filr Stabilit#tsuntersuchungen in der Okonomie
bildet die Gleichgewichtslisung. Gleichgewichtsldsungen sind
methmatisch spezielle Partikul&rltsungen des Differenzen-
gleichungssystems. Da nur Abweichungen von der Gleichgewichts-
ldsung interessieren, wird das inhomogene Gleichungsystem

nach den Abweichungen'yé van der Gleichgewichtsldsung yt

analysiert.

o * A .
Yg =¥y = ¥y Yy oo - partikul&re Ldsung.
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Einsetzen in Vi = Y Yiq ¥ Uu, ergibt

t

v P 3 Lt F 3
Y + vi = Y_y_t_1 +~Y_yt_1 + Uut.

. x * *

Da fir y, 9ilt Yy = Y_yt_1 + Uut,
. a4 Ea

erhalt man Yy = Y_y_t_1

Diese Umformung fihrt also zum homogenen Gleichungssystem,

wobei Yy durch 91 ersetzt werden mul3.
Die Stabilit&tsuntersuchung bezlglich der Gleichgewichts-

lésung yt erstreckt sich auf das homogene Gleichungssystem

in Abweichungen“y; vom Gleichgewichtspfad yt.

IV.3. Spezielle Wahl des Zeitverlaufs der exogenen Variablen:

Formal entspricht der dkonomischen Gleichgewichtsldsung
(Gleichgewichtspunkt, gleichgewichtiger Wachstumspfad) eine

partikulé@re Lsung des Differenzengleichungssystems.

Wahlt man die exogenen Variablen als im Zeitverlauf konstant,
erhalt man u.a. einen Gleichgewichtspunkt. Linear wachsende
exogene Variable flhren zu einem Wachstumspfad als partikulare

L3sung.

IV.3.1. Im Zeitverlauf konstante exogene Variable:.

V k=0,1,2, ...
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Der Gleichgewichtspunkt ist y*-= yi = yi_1. Daraus folgt:

mit Yy = Y_yt_1 + Uu

*
Y

*
\)

il
~
!
<
+
c
[

i
™
I
<

IV.3.2. Linear wachsende exogene Variable:

IV.3.2.1. Alle exogenen Varieblen wachsen mit der gleichen

lineaten Wachstumsrate ?.

up, = u (1 +ot) . . . Wachstumsrate/Zeiteinheit
o ? y

Ansatz fir die partikul#re L&sung

%
Yi =¥, *+ §t
% R * ~ ~
Yo * gt = Y_yD + Y 9t - Y 9+ UuO + Uuof t

§ = Y_9 + Uup

9 = (E-Y_)“1uUn§

yi = Y_yi -Y 9+ Uu.

v = (=Y )7 (e (B )7 o) bu

Daraus folgt die partikuldre L&sung

-1

Ve = (E-Y )" (E-Y_(E-Y )~ ¢ + Egt)Uu
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Wachsen die exogenen Variablen alle mit gleichem ¢ » SO
wachsen die endogenen i.a. mit verschiedenen Wachstumsraten/

Zeiteinheit,

IV.3.2.2. Die exogenen Variablen besitzen verschiedene

Wachstumsraten 0.
U, = u + 0%

9 = (E-Y ) 'ua

v = ey ) N a - v_(e-v )7 e

Ympmad

vi = (=) [esy ey )T T v+ uu

]
IV.3.3. Exponentiell wachsende exogene Variable.

IV.3.3.1. Alle exogenen Variablen wachsen mit der gleichen

exponentiellen Wachstumsrate

t
Uy = u0(1+:§>)

t
Yy =V (1+ )
% Nt * oy t-1 At
y0(1+c,<) = Y_y0(1+~x) + Uu0(1+;;))
* Nt % ot 1 ot
y0(1+5x) = Y_yo(1+ %) ot Uuo(1+-r)

Koeffizientenvergleich gibt mit &= o
Y

% * 1
Vg = Y—yo 1+§u+ Uuo

3
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Vg = (E-Y _ TI? Uu
1 4v-1 t
vy = (E-Y ) Uu (14 0)

Alle endogenen Variablen wachsen mit der gleichen Wachstums-
rate, die gleich der Wachstumsrate der exogenen Veriablen
ist.

IV.3.3.2. Die exogenen Variablen besitzen verschiedene Wachs-

tumsraten ﬁ?j

¥

Die Losung erfolgt nach dem Superpositionsprinzip.

L k™ ) s -
[ﬁ11“o vt Ul - L §
- I N
Uu ‘ 1 | k% = §v1! + ! vZE + e+ .!v
u_ o+ + u_ | | ]
L7kl - kk o o o 3
Jede exogene Variable ué wichst mit der Wachstumsrate o
’

Das Storglied erhalt die Gestalt
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. IV.3.4. Die Werte der exogenen Variablen sind beliebig:

findet man als partikuldre Ldsung.
Zu beweisen ist
* *

Vi = Y_yt_1 + Uut .

Substitution ergibt .

t k t-1
2 Y Uu, = Y_ Uu,_, . + Uu
- t-k x5 t-k=~1 t
t-1
o< gk
k=0
t
= /2 Y Uut—k + UuJC

Will man die allgemeine Ldsung angeben, so ist folgendes zu
beachten: Alle Berechnungen gelten unter der Voraussetzung,
daB die Daten fir die exogenen Variablen inklusive u, und Y_4
gegeben sind. Féngt die Zeitreihe der U, bei u, an, so kann
eine Zeitverschiebung durchgefiihrt werden.

U geht Uber in u

1
t geht Uber in t-1
yi geht Uber in y?

Die endogenen Variablen k&dnnen bei gegebenem Ygr UYqr Ups e

ab Yy berechnet werden.
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V. STABILITATSKRITERIEN FUR DIE REDUZIERTE FORM
DES OKONOMETRISCHEN MODELLS

Invertiert man die Koeffizientenmatrix Y der endogenen
Variablen Yy und multipliziert von links die Matrix X der
exogenen Variablen, so erh&lt man die Matrix Z der reduzierten
Form. Auf diese Matrix Z kdnnen nach Partitionierung die

Ublichen Stabilit&dtsuntersuchungen angewende® werden.

V.1. Partitionierung der Matrix 7Z der reduzierten Form

Die prédeterminierten Variablen x, werden in 2 Teile zerlegt,

t
in die endogenen verzdgerten Variablen y§_1 und in den Teil-

£ Jene endogenen Variablen,
die nicht verzdgert vorkommen, bezeichnen wir mit yif1 und

vektor der exogenen Variablen u

fiillen damit den Vektor Xy auf, sodaB in der erweiterten

Matrix Z in den yif1 egntsprechenden Spalten nur Nullen vor-

kommen.
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F 3
Y1
Yy Zip 10 1 2y e
- | Yo
F3 3 ]
Ve Zo0 10 1 Zy; o,

x *
Yi = Lyq¥eoq + ZypYy

L33 *
Vi = Zpq¥ioq ¥ Zopuy

Kommen in der Matrix Z Null-Zeilen vor, so kann Zeile und

11
Spalte dieser Matrix weggelassen werden, chne das Stabili-

tatsverhalten dadurch zu andern.

Das zweite Gleichungssystem ist filr Stabilit&tsuntersuchungen
ohne Bedeutung. Die Untersuchung kann sich daher auf 211

beschrinken.

V.2. Einige traditionelle StebilitBtskriterien

V.2.1. Explizite Berechnung aller Eigenwerte:

Dieser Weg flhrt mit grdBerem Rechenaufwand (ev. Verfahren
von HESSENBERG oder GIVENS, HDUSEHDLDER)1) zUur genauen

Kenntnis aller Eigenwerte der Matrix Z Hiebei erhalt man

1°
Information Uber das Auftreten, die GridBe, die D&mpfung und

Frequenz von Schwingungen, die aus der Modellstruktur herriihren.

sishe R. ZURMUHL, Matrizen, 4. Auflage, Springer 1964.




Y

Hdufig genligt es aber dem Okonomen, nur zu wissen, ob alle

Eigenwerte der Matrix Z dem Betrag nach kleiner als 1 sind.

"
Eine solche Abschitzung leistet der

—_
~——

V.2.2. Satz von SCHUR

Ein Polynam f(x) = 2> a.x

vom Grade n, mit reellen Koeffizienten,besitzt dann und nur
dann Wurzeln vom Betrag kleiner als 1, wenn alle Zki‘> a,

i=1,2,...,n, sind.

A 1 %0 0 0 r % G- : an—i+1
ki = a a o . 0 a ~
1 ] ! n .
a a i 0 a ~
1 a) n
i
811 4 %5 i ®n
an 0 0 | ao a1 ai_1
| .
a_y a o | 0 a, ~
~ ~
a 0 0 a a
~ n | ] 1
an—i+1 -1 I 0 0 ao
a 0 a a
i 0 n n-1
i ao an < a a 0 a
/\ _ | A _ 1 u] n
e { 2 T a 0 a a
a a n a) 1
’ n 0
a a i} a
! n-1 n C

T e me R Swem e Gem mEe G e wmes e e me e e i G e e emem e men mah e e eww e me

siehe T. YAMANE, Mathematics for Economists, Englewood Cliff,
N.J. 1962, 5.377 f.
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V.2.3. Absch&tzung mit Hilfe von Matrixnormen

Analog zur Vektormorm [l x|{, an die folgende Forderungen

gestellt werxden,

a) lIxil 2 0, Ixll = 0 nur fir x = 0
b) jtexil = le{ {xH , c beliebiger skalarer Faktor
‘c) Dreiecks-Ungleichung
fx+y il £ ] x]l+ fiyll,
kann die Matrixnorm {{A|] eingefihrt werden. Sie soll folgenden
Bedingungen genilgen:

H

a) WAl =0, {JAll =0 nur fir A = O

b) |lecAll =icl fiAl, c beliebiger skalarer Faktor
c) [[A+BJl &£ HA{l + B

d) ABUW £ Ay H#BH

Aus den Postulaten geht, wie man leicht zeigen kann, hervor,
daB3 die Norm einer Matrix A immer gr&Ber oder gleich dem

betragsgriBten Eigenwert der Matrix A ist.

Ax = A x
oAb = {E o x = [af dixit & (Al xHt =
Al =2 fad

Hiezu mufl vorausgesetzt werden, daB Matrix- und Vektornorm

vertraglich sind, d.h. fir alle Matrizen A und alle Vektoren x

— e s Snem s e wan s e meer Gww weee e me  Gem e s mma s W e s e ae s Wem e maw  woer e

siehe Zurmihl, a.a.0.
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besteht die Ungleichung
haxth £ At fx il

Hieraus folgt leicht ein hinreichendes Kriterium fir die

asymptotische Stabilit&t des Gleichungssystems.

Hinreichend fir die asymptotische Stabilit&t des Gleichungs-

systems

Je nach Gestalt der Matrix kann die geeignete Norm ausgesucht
werden.

Gebrduchliche Normen sind

a) Gesamtnorm

HAH = M(A) = n;mixlaiw

b) Zeilennorm

i — o
Hall = Z(A) = max /__ | ig
i ok :
c) Spaltennorm
T:"‘"“
HAH = 5(A) = maxl’._w;aikj
k i

d) Euklidische Norm

fAll = n(a) = {sp a¥*a

A” . . . konjugiert komplexe transponierte Matrix A
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e) Hilbert-Norm oder Spektralnorm

JAT e e Eigenwert von a¥a

Die Normen sind nach steigendem Rechenaufwand geordnet. Die

dazu passenden Vektornormen sind

/ ax {x. 1
3 { 5 X
zu a) Hx|i =ﬁ‘4~ww i
! 1 ir‘_'__sz
N Rl
zu b) #xll = maxx.]
i i
zu c) Jixil = E:ixil
i
zu d) und e) |Ix]] = \/L... xS

i

Zu einer bestimmten Vektornorm ist unter allen dazu passenden
Matrixnormen die kleinste am wertvollsten, diejenige n&mlich,

fir die in der Ungleichung
Axi & fAl i x

das Gleichheitszeichen tatsdchlich eintreten kann. Diese
Norm heiBt Schrankennorm oder lub-Norm (l.u.b. ... least upper

bound)

”Axfl

lub(A) = max T

X
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In einer Tabelle wird zu jeder Vektormorm die entsprechende

1)

lub-Norm angegeben

Vektornorm Matrixnorm
Ux!l = max ;xiE Zeilennorm
i
Ixil = jz;ﬁx.i Spaltennorm
T i
N
Uxjl = VL; Xy Spektralnorm

V.2.4. Ein einfaches hinreichendes Kreterium fir

Stabilitat:

Da die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt aller

Eigenwerte ist,

det A = 1. A,
1l 1

(absolutes Glied in der Cayley-Hamilton'schen Gleichung),
kann hieraus ein ganz einfaches Stabilit&tskriterium abge-

leiter werden:

Ist die Determinante der Matrix 211

3 Y
det 211 ¥ 1 s

so ist das Gleichungssystem instabil. Denn det Z 1 bedeutet,

-~
117
daB mindestens ein Eigenwert dem Betrag nach > 1 sein muB.

— e mmn eme NS e e cme . swn e dm e Weee i vy e wmes mm e v v e e e wat  ter  uvw ke e s o

siehe Zurmihl, a.a.fl, Seite 206.
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VI . STABILITATSKRITERIEN FUR DIE STRUKTURFORM

Da man in der Lage sein mdchte, mBglichst ohne langwierige
Umformungen aus der Strukturform, nicht erst aus der redu-
zierten Form, Aussagen Uber die Stabilit&t des Systems zu
machen, wurden einige einfache Krieterien abgeleitet, die direkt

auf das homogene Gleichungssystem
Ay = Byy_y

angewendet werden kdnnen.

Die Matrizen A und B stehen fir die etwas komplizierteren
Ausdricke in III.2.1. bzw. IIIl.2.2., wobei die exogenen
Variablen weggelassen wurden, da man nur an der Stabilitat
des Gleichgewichfapfades, nicht aber am tatsdchlichen Verlauf

der Ldsung interessiert ist.

VIi.1. Ein hinreichendes Kriterium fir die asymptotische

Stabilitat

1

Ausgehend von der Annahme {f A” i .fiBi{</1, d.h. asymptotische

&4

Stabilit&t liegt vor, gilt:

Es erhebt sich das Problem, [;A_1H abzuschatzen.
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VI.1.1, Absch&@tzung von } A_1H mit Hilfe der charakteristischen
Gleichungs:

Dies kann mit Hilfe der charakteristischen Gleichung leicht
durchgefihrt werden
n

n .
det(A - AE) = T ( A-2)) = P At

i=1

Eine Matrix erflillt ihre charakteristische Gleichungs:

n .
- i
iE___D" aiA = (. \

Multiplikation mit AT lieferts

-1 n-1

a A + a,E +a A+ ... + a A = 0
0 1 2 n
n .
R A W
a e T
o i=1
a =.det A
a]
Nun kann A-1 nach oben abgesché&tzt werden, wobei die Norm-

postulate wesentlich eingehen

. . QD.. T n. G i1
Bah = =5 aa™™'i] £ 5 =] yay?
a b i Fmme a
o i=1 i=1 .

Hieraus folgt sofort ein hinreichendes Kriterium fir asymptotische

Stabilitat.

<.D~ !a' ! . 4 ] e i i
Ist l;i% HA T 1!$Bh {1, so ist das Gleichungssystem
i=1 "o’

asymptotisch stabil,
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VI.1.2. Abschétzung von iiA-1ﬂ mit Hilfe einer Potenzreihe:
Ist {E-All < 1, 1Bt sich §§A-1{§ wie folgt abschétzen:

i)
(E-a)"" = zim A*, wenn die Reihe konvergiert.

i=0

Setzt man fir A = E~A, erh&lt man

By
He

d

=
i
=]

Absch&tzung mit Hilfe der Norm gibt

heaft o AESAT gy

1=t e
Ha™' < liell « 21 ! T- NE-AQ]

(E-A) 18Bt sich leicht bilden, da die A-Matrix eine Hauptdia-

gonale besitzt, die nur aus 1-en besteht.
VI.1.3. Absch&tzung der Spektralnorm von A_1

Flir die Spektralmorm 188t sich eine etwas einfachere Abschatzung

fiir iiA_1ﬁ angeben.
Aus Ax = A x und X*A* = E x ¥
folgt *p¥ax = i:ﬂz x ¥
i)‘z = éfiiﬂé . . . Rayleigh-Quotient der Matrix A*A
x" x




~
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{A{Z gehdrt zum Wertebereich der Matrix A*A und wird daher

durch FAZ und Moin? dem grdBten und kleinsten Eigenwert von
max min

A% begrenzt:

fAmin € {A jé F’max

Der Kehrwert von M oin ist aber dann Spektralnorm der Matrix A-1.

= i i =
H(AT ) = HA 'l = /'M Cin
#*-1 -1 . . . . 1 2 .
Denn zu A A gehtren die gleichen Eigenwerte 4% ; wie zu
-1, %=1 *,\ -1 '
A A = (ATA) ', woraus

H(A-1) = max (Vu .) =1 . folgt.
] [Mmin
Es ist ja mit A A x = 5 X, 5 Eigenwert,

x Eigenvektor von Aﬂe”A"1

und A-1x =y £ 0

A—1A*—1y o

t
<

VFAZ wieder Eigenwert von A—1A*—1.




-34-

Es gilt also die hinreichende Stabilit&tsbedingung:

Wird als Matrixnorm die Hilbertnorm verwendet, so ist das

Gleichungssystem asymptotisch stabil, wenn

—___1—TKT . A (B) < 1

I | max
[M'‘main

ﬁAZ. (A) ... kleinster Eigenwert von A¥A
min

2 . . *
fﬂmax(B) ... groBter Eigenwert von B B

VIi.2. Ein hinfeichendes -Kriterium flir die Instabilitadt

In Umkehrung von VI.1. kann man auch die Eigenwerte von
(/‘\“1]3)_1 abschatzen. Ist n#mlich

I

it B Al £ “ B

1

—1§f il Al < 1, bedeutet dies, daB der

groBte Eigenwert von B—1A kleiner als 1 ist, d.h. alle Eigen-

werte der Matrix der reduzierten Form A-1B sind grdBer als 1.
i[B—1I! wird analog zu || A—1H in VI.1. abgesch&tzt.
Das Gleichungssystem AyJC = Byt_1 ist instabil, wenn

B~ Al <1

VI.3. Ein einfaches Kriterium fiir Instabilitdt mit Hilfe

der Determinanten

In Weiterfiihrung von V.2.4. kann ein einfaches Kriterium fir

Instabilitat angegeben werden.

de't A = de't A E




-
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Das Gleichungssystem Ayt = Byt_1 ist instabil, wenn

det B
det A > 1

Es muB unter dieser Bedingung mindestens ein Eigenwert der

Matrix A‘1B grdBer als 1 sein.
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VII. STORUNGEN

Unter Stdrungen verstehen wir hier kleine Ahderungen der
Koeffizienten der Strukturform bzw. der reduzierten Form.
Es wird in linearer N&herung die Auswirkung solcher Anderungen

auf Eigenwerte und Eigenvektoren gezeigt;

VIT.1. St8rungen der Keoeffizienten der reduzierten Form

Ausgangspunkt sei das Gleichungssystem der reduzierten
Form

-1
vy = A By 4

il s = A 'B ... Matrix der reduzierten Form.

Diese Matrix wird additiv gestdrt. Die gestdrte Matrix habe
die Form:

P

T =T + &l

Weiters gelte

K. = x. + z&xi fir die Rechts-~-Eigenvektoren

';1 =Y, v Ay, fir die Links-Eigenvektoren

i
-~ = .. . .
N. = A, +a )N, fir die Eigenwerte.
i i i
Von der ungesttrten reduzierten Form-Matrix il seien zwei ver-

schiedene Eigenwerte und die dazugehdrigen Eigenvektoren

bekannt (i = 1,2).
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Vor der 5tdrung gilt

Ix., = A.x,
1 1

Nach der Storung gilt

= __ e
ff xi = ’Aixi

"\_,’_;:;J 4™ /\;’

y;li = ﬁiyl

Durch Substitution erhidlt man

—— s

(4 + 0) (x, +Ax) = ( }i +A/\i) (x, + A x.)

l

1

re— ———

1 1 1

T, + i4ax, +all x. +A-ﬁ./_.\x. = Ax., +ALAX, + A
1 1 1 1 1

Ty, +i"ay; + all'ly, + All'ay. =

(y! +Ay'i) (T+ AT ) = ()\i +A/\i) (ng_ +Ayi)

4l

\

X +ASA AKX,
iv1 i i

AV, ¥+ A.AY. FALY. +
/‘ly AlL yl A a‘\iyl

+,;3)i-¢‘zy.

Unbekannt sind hier A X A Yy und év.;'\‘ii, i=1,

i, all X5 yi”&i bekannt sind.
ts fehlen also noch zwei Gleichungen:

S . y
yixg = 0 i,j=1,2, i#j

2,

1

wahrend

(Rechts~ und Linkseigenvektoren sind fir voneinander verschie-

dene Eigenwerte orthogonal).
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4 A 1 =
(y:.L +‘"'\‘yi)(xj +ij) 0

' oA SYE Aoy ! =
yixj + yigxxj + Ayixj +h5yi£xxj 0

y;xj = 0, da die Beziehuhg fir alle Rechts-~ und Linkseigen-

vektoren gilt.

Die Glieder zweiter Ordnung werden vernachlassigt.

— g - - . )
Mx. + Tax, +all x, =‘ﬁfifl+.A.£Lx. + AA.x.
i i i i i i i%i
.y = N <
ot TP I . P
B T AY ATy = A A Ay Ay,
yi4x  + aylx, =0 ifi, i,j=1,2
(T - AE)dx. = AA x, - afx
i iTi i
Q.: = (T - ).E), wenn regulér:
i i
-1 —1'—("'
A = ; -
AX, Qixi AN Qi Al X,
) - -1 .7
Ay, = Q! AA, —qQrlap
Ay =03 Ty, ety -0 alty,

Einsetzen in
y'Ax, + Aylx, =0 liefert
i j 173
wQﬂx,éﬁ.-yﬂ;B?x +XWT4y ) —>Um—uﬁﬂy =0
ivi %5 j i3 i iYi Vi A ivi i
i, =1,2 itj

Dies ist ein inhomogenes Gleichungssystem in den zwei Unbekannten

¢3}1, zxkz und kann i.a. aufgeltst werden.




™
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In der Praxis wére diese Rechnung aufwendig durchzufihren. Der
direkte Weg der Berechnung von Eigenvektoren wirde sich
empfehlen. Man kann aber wieder mit Hilfe der Matrixnorm
MaBzahlen der "Schiefe" einer Matrix angeben, die nicht so

scharfe Aussagen erlauben, in der Praxis aber oft ausreichen.

———

Es seien alle Eigenwerte der Matrix [ voneinander verschieden.
T "\ :
, = . . = 2 LY
{‘xl L i=1,2, , N
dilx. + Jidx. = A.dx. + dA.x.
i i ii i7i

Y; seien wie oben die Eigenvektoren der transportierten

Matrix || ' oder die Linkseigenvektoren von

td il x. + y' |t dx.
Y3 it

i

A oy! ) '
i /iyjdxi + d/%iiji

fir i=j folgt

1 v
yidikxi + oyl dx:.L

i

A.yldx., + dA y'x.
/lyl 2 /lyl 1

y!djrx.
dA. = —&7———i , denn
i yix.
ivi
T - ! t s . T
yif(dxi yi,Aidxi, da i Linkseigenvektor von ist.
Fir i#j erh&lt man mit y__!Lxj = 0

— e mwm v ewe e mn mm e e m— e e e e e St e eer  SMen S e e v e Gmams e e eee A

siehe D.K. FADDEJEW, W.N. FADDEJEWA, Numerische Methoden
der linearen Algebra, R. Oldenbourg, Minchen 1964, pp.777ff.




y 'y T = A
yidil x, + yJ,[dxl yjdx:L
A.y'tdx

373%4

i " 1 i
e ;
Setzt man dx, = ~, .x3, erhdlt man
ey kj i
J....
¢ T
“ yidk xl . /.
‘v‘{ai . =T ] ’ 1743
J (A, =4 ).y'x
1 J J 3

o s 5 ist unbestimmt wegen der Nichteindeutigkeit des Eigen=-
vektors. Obne Beschrédnkung der Allgemeinheit setzen wir

of. . = 0.
b B

Eine Absch#tzung liefert den Koeffizienten c, der Schiefe der

Matrix # , der zum Eigenwert A i gehdrt.
o (R BV T RN o
[d).]= —— = =c, ffdii i
* [yix. | * |
g R 1
TN :
°i = - = jcos .| # 1
] .
fyixg | [i

%Ei ... Winkel zwischen Rechts- und Linkseigenvektor des

Eigenwertes ;Ai der Matrix i .
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VII.2. StBrungen der Koeffizienten der Strukturform

Das Gleichungssystem lautet
Ayt = Byt_1 und mit A regulér

vy = A By g =y,

1 1

d(A-'8) = d71 = da"'B + a~'aB

it

dA-1 ergibt sich aus

AA = [
-1
d(AA ') = 0
-1 -1
dAA” ' + AdAT' = 0O
dA'1 = —A-1dAA 1

dT = a~1ap - a~tann~'s

=

dl= A""(dB - dA 1)

Sonderfalle:
a) wird B nicht ge&dndert, dB = O

dii= -A dA I

b) wird A nicht gesndert, dA

it
jw]




42~

VII.3. Ein Stabilit&tskriterium (in linearer Naherung)

Die Differntiale in VII.2. werden durch Differsnzen ersetzt.

AT = a N (as -anm)

o~

T e AT = -1 . -1 —_—

b= Jl+ A = A AB + (E-A A A)|

Ist | T < !iA-1H f ABH « [T CHEH +;;A’14f hAA)<

s0 ist auch das gesttrte System asymptotisch stabil.

Anmerkung

Um ein Kriterium fiir Instabilit&t zu erhalten, ist A und B

B =1

zu vertauschen, i mit # ~', A A mit 4 B.
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VIII.Eine Anwendunag: Modesll

VIII.T. Vorbemexkunce:n

Am Institut flr Hihere Studisn und Wissenschafiliche 5arsuhung
in Wian wurden verschisdene Hkonometrisohe Modells erstellt,

tigsten makro=

ung die wict

dige die Gsterreichischz Wi
Gkonomischen Va dieser

Modelle, das Med hesondere

Ubersichtlichkeit und thegretische technet, soll

als Heispiel fir eine Stabilit8tsuntersuchung hier angseflhrt
werden, Dieses Modell bssteht aus 30 linearen Differenzene

alle 30 von h8chstens

gleichungen mit konstantsn

erster Ordnung.

Das Modell arbeitet auf der Bazis von durchschnittlichen jahr-
lichen Verdnderungsraten {Kt - X, ?)f%% g° Dieser Ansatz 1388t
2 G -
ich als Naherung fir die logarithmische Ableitung der Original-

zeitreihe interpretisren.

Die Originalzeitreihe sei eine Funkiion der Zeit X(t), in

und differenzierbar. Dann ist aber

Jjedem Zeitpunkt defini

d Fle) X4} =~ X{te)
e x( = far 2 o
a7 0 Xie) = 5 XT(5-1)

Durch die Annahme des Glsichheitszeichens kdnnen die Kogeffi-
zienten in den Sleichungen als Elastizitdten interpretiert
wexrden, d.h. bei siner einprozentigen Verdnderung einer Variablen
resultiert ceteris paribus eine Meprozentige zeitliche Ver=-
frderung der zweiten Variablen, ©OC steht fir den Koeffizienten

in der Diffesrenzengleichung,

leissnexr, F&fsﬁ? Loschner, Schebeck, Schleichexr, Schwddiauer,
i 11 “OSTERREICH I%,Férschungsmemoranden No. 44
und 44, Ena itut fir Hihexe Studien, Wien.
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Die exakte Beziehung zwischen den Wechstumsrasten wivde lautens

glp.x) = glp) + glx} + glip) . glx}

gl(.) steht als Opexator zuxr Bildung wvon Verdnderungsratens

Den Beweds fTihrt man lsichta

glpexd = (X(£).P(£) = X{t=1) . P{t=1)}/X{t=1) . P(t=1) =
= (K{t).P(t) + X(£).P{t~1) = X{%).P(t=1) + X(£t=1).P(t)
“K{E=1) P{t) + X{t=1)}.P{t=1) = X(t=1)uP(t=1) = X(t=1).
Plt=1)) / X(t=1) FPltel) =
a (X{t) = X{(t=1)) / %(t=1) + (P{t) = P{t-1)) / P(t=1) +
+{(X{t) - X{t=1)) / XK(£=1).(P(%) = P(t=1)) / P(t-1)

= g{x) + glpi + glx).glp)

Im Modell werden folgende Annahmen gemachts

a) Das Produkt zweier Wachstumsraten kann vernachldssigt werden.

Man erh&l% dann die NEherungsformel:
glp.x) 2 glp) + gl{x)

b) Die Wachstumsrate (X(t) = X{t=1}) / X{t=1) ist anndhernd
gleich dem Verhdltnis (X{t) - X(t=1)) / X(%)

Aus dieser Annahme Tolgt, dal
g{1/X) = ~g(X),

dennsg{1/X) = (1/X(t) & 1/X(t=1) / (1/%(t=1)) = (X(t=1) =
~ X{(%)) / X(t) , untexr der Amnnahms b) folgt die obige Behauptung.

awwe e onae seoe s o omn o ews o ks DT . GO Hs Sms CME Mmaw  Ceas G os e mon e Geo. dom o e

W f

zuch unverdffentlichtes Manuskript von KEI MORI, Keio
sitat, Tokyo.
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VIII.2.

10.

11.

12.

BEP

IAPR

ILDN

IMIN

L.BPN

NLPN

PIAX

PIBX

PIYX

PYMX

DNLD

Die Gleichuncen des Modells und die Liste der ver-

k-

wendeten Variablen

8

<171 UMBN +.725 BEP
=171 UMSN , +.472

~.160 LBPN , +.147 NBPN , =

H

1 1

= -5.869 ALD +.€50 NLDN +.135 ITON , +.35BNLDN . «

1 1
w437 NLDNwﬁ -9 .318 PIAXM,i -, 185
= -10.271 DIB +,608 ITDNm2 +.277 S\JLPf\lm1 -, 734 PIB)(_W‘3 +
+ 2.140
@ -,399 PYMX +.415 UMSN -.822 LV2N +.352 %13‘:"»/1){”,1 -

~.220 UMSN_, +.159

s -.735 PIYA +1.919 UMSN +.681 PIMK -1.178 L’HWSi\I_m1 +1.627

= =-1.686 ALO +.536 LBPN, +.359 LTAX +.235 LTAX , +.013

i 1

= 707 UMSN +1.532 YBFR +.283 EXIN , +.115 ITON =

1
~1.136 LYF_, =1.532 YBFR , +.779

1 i

= {00 IAPN 4,153 LBPN +.071 IAPNmﬁ +.069 SDDN -.390

= 124 IBPN +1.211 LTAX -,844 LTAX_
+.096 SDDN ~.096 SDDN_, =.729

+.387 PIBX , +

i 1

1

H

-.500 PYMX +1.000 PIMX -.500 PYMX .

o+

i

.616 LBPN +.171 UMSN -.537 LBPN_

+.027 3DDN +.360 SIDNW.‘g +.953

+.327 PIMX_

i 1

i

1,000 NLDNQ1




.13, ALD =
14, BET =

15. CTPN =

16. IAPN =
17. IBPN =
18. LDTN =
19. LLPN =
20. LYF =
~21. NLDN =
22.PUMX =

23s PV2X =
24. UMSN =

25. UMSR =
26 YBFR =

27. YFBR

]

i

28. YMEN

-278 LBPN +1.459 DLA +.126 FRQ +.175 PIMX_

wd G

~.332 BEP +.534 BBS +.016 FRQ +.170
797 BEP «+.202 BEQD

2576 LDTN +.998 NLDN +.623 PV2X -1.706 DLA ~-.160 RLA +
+.400

1.000 IAPR + 1.000 PIAX

ﬁ;DDD IBPR + 1.000 PIBX
«782'LLPN +.224 LLON -1.000 SDBN
1.000 BEP + 1.000 LBPN

1.000 LBPN -1.000 YEFé

1.368 NLPN -~.368 SDUN

<733 PYMX +.267 PIMX

4 +

+.218 SIDN“ +,089

1

463 CTPN +.090 IAPN +.069 IBPN +1.000 ILDN +.108 CTON +
+o196 EXIN +.044 ITON

-1.000 PUMX +1.000 UMSN
-1.000 BET +1.000 YFBR

1117 YMBR -.117 SISR

=.278 IMIN +1.278 UMSN
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29. YMBR = -1.000 PYMX +1.000 YMBN

30. NBPN = 1.000 NLPN = 1.000 BEP

Soweit sich die Gleichungen auf Okonomische Definitionen be-
ziehen, wurden sie mit der Methode der kleinsten Quadrate ge =
sch&tzt. Um der Methode B gerecht zu werden, wurden die Glei-
chungen so geordnet, daB zundchst Gleichungen mit verzdgsrten
endogenen Variablen angeschrieben wurden. (Gleichungen 1 bis
12). Die Gleichung 12 entsteht aus der Substitution einer um

zwel Jahre verztgerten Variablen.
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ALD
BBS
BED
BEP
BET
CTON
CTPN
DIB
DLA
EXIN
FRQ
TAPN
IAPR

"IBPN

IBPR
ILDN
IMIN

ITON -

LBPN
LDTN
LLON
LLPN

- LLTN

LV2N

VARIABLENLISTE

Rate der Arbeitslosigkeit
Arbeitskriaftepotential

Offentlich Beschaftigte

Privat Beschattigte

Besch&ftigts gesamt

Offentlicher Konsum, nominell

Privater Konsum, nominell

DummwaQhﬁbau v
Dummy=-lLandwirtschaft

Exporte i.w.%., nominell

Frostrate

Private Ausristungsinvestitionen, nominell
Private Ausristungsinvestitionen, real |
Private Bauinvestitionen, nominell

Private Bauinvestitionen, real
Lagerverénderungan'/ Umsatz

Importe i.w.5., nominell

Offentliche Investitionen

Privates Lohnnivesu

Disponibles Lohneinkommen

Lshne u. Gehalter der &ffentlich Beschaftigten
Lshne u. Gehsdlter der privat Beschaftigten
Léhne u. Gehdlter, gesami

Lagerverédnderungen / Umsatz (t=1)




LYF

NBPN
NLDN
NLPN
PIAX
PIBX
PIMX
PIYX
PUMX

Pv2X

PYMX
RLA

SDBN
SDDN
SDUN
SIDN
SISR
UMSN
UMSR
YBFR
YFBR
YMBN
YMBR

Lohawachstum minus ProduktivitBtswachstum
Gewinn pro Beschaftigten

Disponibles “ichtlohneinkommen

Privates Nichcoiohneinkommen

Deflator der nrivaten Ausristungsinvestitionen
Deflator der privaten Baudinvestitionen

Deflator der Importe 4.w.3.

Preisverhiltnis Importpreiss / Inlandapreise
Deflator des Umsatzes
Verbraucherpreisindex
Deflator des Bruttomaticnalprodukts
l

Rendite festverzinslicher Wertpapiere
LLTN-LDBTN

T_),,.

irekter Stmuerdruck

Direkte Steuesrn minus Lohnsteuer

Indirekter Steuerdruck

Indire %ﬁ Stauysrn minus Subventionen

Umsatz, nominsll

Umsatz, real

Produktivitat

Bxuttaﬁatimﬁaipxmdukt sy Faktorkosten, real

Erutt@ﬂaﬁlanalpxadukt zu Marktpreisen, nominell

Bruttonationalprodukt zu Marktpreisen, real
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VIII.3, Das homogene Gleichungssystem in Strukturform

Im folgenden wird die Strukturform des Modells "USTERREICH I®

ohne exocgene Variable und untex Weglassung der Konstanten an~

- gegeben.

N

Es wurde im wesentlichen die Zerlegung nach Methode B, I1I11.2.2.,
verwendet, da sie in diesem Fall Methode A Uberlegen ist. Die

Anzahl der Komponenten von y%ﬁ Ubersteigt die Anzahl der Kompo=-
tan von -yt E

nenten von-y,

Auf den nZchsten Seiten findet sich die Zerlegung der beiden

Matrizen in Listendarstellung. Die nicht angefiihrten Elemente

haben den Wert Null. Um die Verbindung von Listenform und

Variablennamen herzustellen, werden Beispiegle angefihrt.

a) Das Element der Matrix Y11 in Zeile 5, Spalte 10 mit dem
Wert 0.735 ist Koeffizient der Variablen PIYX in der Glei-

chung 5 fir IMIN. Die Matrix Y11 ist eine 12 x 12 Matrix.

b) Das Element der Matrix Y22 in Zeile 3, Spalte 9 mit dem
Wert -.118 ist Koeffizient der Variablen NLDN in der Glei=-

chung 15 flixr CTPN.

c) Das Element der Matrix X12 in Zeile 2, Spalte 9 mit dem Wert

.358 ist Koeffizient der Variablen NLDNa
fir IAPR. ' '

1 in der Gleichung 2
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VIII.4, Die Umwandlunag des:Gleichunqssystems nach Methode B

Geht man von der Zerlegung VIII.3. aus, so fUhrt

AN

* XY

A
14Y -1

A AA
Yoqug + Yooy =10

Zu

An oyl A
Vg = Yoz VoY

Substitution ergibt

-1 A -1 '
Yoy = Yyp¥op Yoqlvg = (Xyy = XYoo Youdve 4
oder i’y ~
YyAﬁY_yA
b F =Yg
mit
~ _1Y.
L TR FAPFIAY
~ -1
Y = X,, = X, .YoLY

- 11 12 22 21

~7 ~ :
Auf der folgenden Seite werden die Matrizen Y und Y_ darge-

stellt.
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VIII.5. Das Gleichungssystem in der reduzierten %orm'

Aus

grgibt sich

) " ~_4 ~
. Z,

die Eingangsmatrix fir das Hessenberg-Verfahren.
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VIII.6. Berechnunag der Eigenwerte

Aus dexr Matrix der reduzieiten Form kénnen leicht die Eigen-
werte berechnet werden. Als Rechenprogramm wurde ein modifi-
ziertes HESSENBERG - Verfahren verwendet. (Siehe Anhang,
Kap; IX). .

Aus der Hessenbergmatrix

0,000 0,000 0.000 0,000

P
Q00 000000

e ey TS T
U0 0 GLU THE

o008 s OHZ = 0350
CO4 =001 SU0L G 006

egrrechnet man hiemit das charakteristische Polynom achter

Ordnung.




~

Zum Vergleich seienndie Ergebnisse von KEI MORI,

~versitat,
metric Society"”,

fihrt

L CALCULATED. POLYNCH

-57-

Die Nullstellensuche ergibt folgende Resultate:

FIGEN”ERTF D e T

Ne. L REALTEIL. o 1s ﬂbIl\:l IL Betrag
1 26219151%5326738=09"00000000.,000000F=59

2 33291557 141450E-08 UbUUthUn/UUUUOP—99 v

3 20070149.556398F=08 23744142 989 752E-08 | ..
4 2@U70119.555ﬁ0dF~OH—/ﬁ{4(142.@89/535‘8% .

5 55036179, 23145.119193F~ ~
2 20036179240 123145 119193808 0.667
T%38146240.6 203294 203909E-08 4 444
B8 -38146240.6 20339 203909E-05 U

Zum Vergleich die Werte von K.MORI:

AR AL L PAR T...
UZCZIQL517)1934O
MOD_327¢5*7142’H711

e IMAGTNA PY PA«T

C. C
0.C

GoclC2C14G6553C3659
.0.2002914555003659

0. 23744142991 54764

C.10000020C0GC0O00OGD 01 .. Xk

Keio Uni=-
Tokyo, die am "Second World Congress of the Econo-

Cambridge, 1970, vorgetragen wurden, ange-

IAL = C.79547301636446210-04  X%x%_ 0
=C.3512777332682183D~-02 Xeaxk ]
C.19325100085802715-01 X3k 2
~=(.3868024 224721595D-01 ' k3
=0.17763153659178010-01 = Xx= 4
0.12232764456831518D 00 x5
-..Ca3232030923855786D 00 Xk 6
-0.10973362902C43410 01 Xk 7
% .8

Schwingungs—
dauer (Einheit

1 Jdahr)

7.22
10.46
2.47

=0.2374414299154764

0,55C3617940943455

=0 .21 E24G6054G4731

D~ BN -

C0.E8C02617G40942455..

0427723145121 04576
= Ca 2T T231 4512104578
0.258263392'12788226

-0, 2514€24C60545431

=0.25826339213 72526 .
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- Die Darstellung der Nullstellen am Einheitskreis ergibt folgendes

Bild:
A Im ()
P S \
. y //‘
.»/‘\r
,‘f?
/ 5
J T ¥
; x ;
: § ; « 3 ]
RO S H 1 o :
{ H ! i ! '
g t 1 i :
| (TR e
i : t : ! Re A
§ i L4 ! /
\ X8 x i ]
% ’ 1.
kN x6 /
\ )
\ /
.\\\ //
\\\ ) //'
\\\\\ e
~
~. g
\\M_M i ol

Alle Nullstellen liegen also innerhalb des Einheitskreises. Damit
ist flir dieses Modell asymptotische Stabilit&dt sichergestellt.
Das Kriterium der Norm ist auf diese Matrix nicht sinnvoll an-

wendbar, da Spalten~, Zeilen- und Gesamtnorm Werte groBer als

gins ergeben.

Aus den so errechneten Eigenwerten ergeben sich neben den zwei

exponentiell abklingenden Eigenwerten Nummer 1 und 2 drei Schwin-

gungen.

Die Eigenwerte Nr. 3 und 4 flhren zu einer stark gedémpfteﬁ Schwin-

s,

gung mit der Pericdenl&nge von 7,2 Jahren.




r/’\‘

Eigenwerte Nr. 5 und 6 ergeben die Schwingung geringster D&mpfung

mit der Periodenl3nge 10,35 Jahre.

Aus den Eigenwerten Nr. 7 und 8 1&Bt%t sich eine Periodenl&nge

von 2,5 Jahren srrechnen.

VIII.7. Interpretation der Ercebnisse

lm o AnschluB an die im Abschnitt I1.2.1. dargestellte Lésung des

homogenen Differenzengleichungssystems y: = Sz\tc sollen an

‘Hand der allgemeinen LBsung des inhomogenen Gleichungssystems

Stabilit8tsiberlegungen angestellt werden.

Das System lautet

Als Partikul&rldsung nach IV.3.4. ergibt sich

k=0 t-k

Daraus folgt mit II.2.1. die allgemeine Ldsung
At
Y, = 5S4\ e o+ i Uut«»k
k=

Fir t=0 ergibt sich aus

Substitution fihrt zu
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Obige Gleichung kann als Ausgangqunkt fir die Analyse von

Stdrungen verwendet werden.

Grunds&tzlich ergibt sich folgende Einteilung der Stdrungen:

a) Stdrungen der Anfangsbedingungen Yo

b) Stdrungen der exogenen Vgriablen,uk. Hier wird weiter unter-~
teilt in St8rungen der exogenen Variablen zur Zeit t=0 und
t > 0.

VIiII.7.1. Stdrung von v um& .
[

in diesem Fall ergeben sich als sinnvolle BezugsgrdBen fir die

- Stabilit&tsuntersuchung entweder die Partikul&rl&sung

xSk
Vo = Lo Te Hue
WKz

oder die ungesttrte allgemeine L&sung

" .
vy, = Y (y - Uu ) + ; Uu
% [#] [} k—;a t-k

Bei beiden L&sungen erh&lt man dieselbe Differenzengleichung der
gestirten Bewegung v
0

Yy o
Vi = T¥ylg -

Diese Gleichung beschreibt den Zeitverlauf der Abweichung von der
jewsiligen Partikul&rlSsung. Um die Anfangswerte und ihre St&-
rungen explizit aufzuzeigen, kann folgende Darstellungsweise ge-

wahlt werden,

Heziiglich der Partikul&rl@sung y* erhélt man

= Y (yo + @ - UUO)‘ »
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bezﬂglich der ungestdrten allgemeinen LGsung Y

. ‘ t
Yy = Yy ,=AY._ e

: e . ‘
woobeil Yy den Zeitverlauf der gestSrten allgemeinen L&sung dar-

stellt.

Vili.7.2. Stdrunag von uG um OF.

Analog zu der Tafsache, daB eine Stdrung von Yg um € auf die
partikul&re L8sung yt keinen EinfluB hat,wirkt sich eine Stdrung
van u_ um Jvauf die allgemeine L8sung nicht aus. Fir Skonomische
Fragestellungen ist aber eine Analyse der Auswirkungen von

Stdrungen der exogenen Variablen relevant.

rd
Untersucht man die gestorte partikulare Losung yt bezliglich der

ungestdrten Ldsung yt, so erhalt man fir die Abweichung von der

ungsstdrten Partlkula:losung folgenden Zeitverlaufs:

iy

C % # T

y{smytm'\'__u(r

Die Stabilitdtseigenschaften der um J/gestﬁrten partikuléren
.dsung bezlglich der ungéstﬁrten Ldsung sind also identisch mit
den Stabilitédtseigenschaften der allgemeinen Lﬁsuhg'bei Stérung

der Anfangsbedingung Yg©

VIII.7.3. Stdrung von Upe UM il r > 0.

Wie unter VIII.7.2. wird wieder die gestdrte partikulédre Losung

S'V .
yﬁ bezlglich der ungestdrten partikul&ren L&sung yt betrachtet.

Fir + < T sind die ungestdrte und die gestdrte L8sung identisch.
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" Fir t < T ergibt sich folgende Abweichung:

I % &t Kk k=T t k
Y, =y, = > Y_Uu,  + Y_ 7 UpF- E Y_ Uu,
t t = t=k 4§ e t-k
F Yiwb Ud/‘v .

Die Stabilitédtseigenschaften, die ja aéymptotiSche Eigen-

schaften sind, bleiben wieder srhalten.

VIII.7.4. Folgerungen

Aus VIII.7.1. bis VIII.7.3. folgt, daB3 bei asymptbtisch stabilen
lihearen Modellen, gleichgliltig, ob die Anfangsbedingungen der
endogenen Variablen oder die excgenen Variablen gestdrt werden,
die gestdrte LBsung immer zur Partikul&r- (Gleichgewichts-)

L6sung tendiext.

VII1.7.5. Bestsndig wirkende konstante Stdrunden der exoagenen

Variablen g -

Ist das Modell asymptotisch stabil und stdrt man die exogenen
Variablen U besté&ndig um den additiven Stdrungsvektor 7
so ergibt sich im limes folgende Abweichung ven der ungestdrten

allgemeinen, aber auch ungestdrten partikuldren L8sung

S == Uk | -1
irgo(yt - yt) = %}s_g\ok% Y_ U7 z (I - Y_) U77 .

Die gestﬁrté L8sung tendiert auch nach sehr langer Zeit i.a.
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nicht zur Gleichgewichtslsung. Einen weiteren, mathematisch

dquivalenten Zugang stellt das Konzept der kumulativen Effekte

und des GleichgeWichtSmultiplikators,dar.%)

mm-—-....—umm-—-—um—u—-.mu———.mmn-u—m-a—_-_n.-.--—-._-—.——-

Siehe auch St. Schleicher, Wirtgchaftspolitisché Simulation
mit dem Okonometrischen Modell Osterreich I. Forschungs=-

memorandum Nr. 50, November 1970, Institut fir Hohere
Studien, Wien.
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IX. ANHANG

£in modifiziertes Hessenberg-Verfahren zur
v{, Berechnung der Eigenwerte beliebiger reeller
Matrizen. (Fortran-Programm mit Anwendungs-

beispiel).

S
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ANHANG -

Die numerische Berechnung der Eigenwerte

1« Das Hessenbergverfahrens

Mit dem Hessenbergverfshren ist es mdglich, eine beliebige

~reelle, reguldre und quadratische Matrix A auf Fasdreiecks-

form zu transformieren. Die so entstandene umgeformte Matrix .
P, die lberdies in der Subdiagonale nur Einsen enthi#lt, besitzt
die gleichen Eigenwerte wie die ursprﬁngliche Matrix. Aus der
Fastdreiebksmatrix errechnet sich leicht das charakteristische

Rllynom und aus diesem die Eigenwerte.

Flr Rechenautomaten bewdhrt sich folgende Transformationsmatrix T:

—
o

Durch eine Ahnlichkeitstransformation

-1

T AT =B

entsteht die Matrix B, eine Fastdreiecksmatrix

byr Bq2 bin
by by, bon
B = |
D b3 » L] L] L)
0 . 0.b. b
: n . nn

Mit Hilfe einer Diagonalmétrix D
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0 0 0 . T bob. .. ..b

geht die Matrix B in dis Matrix P Uber, deren Subdiagonale nur

Einsen enthdlt.

' 5D =

Diese Ahnlichkeitstransformation ist identisch mit einer

elementweisen Multiplikation der Matrix B mit einer Matrix

von folgender Gestalt (n = 4)

1 b,  byby b,ybib,
Yoy 1 by bib,

0 Yba 1 b,

L 0 Vb, 1

Diese Transformation ist divisionsfrei, da die Elemente der

Subdiagonale automatisch zu 1 werden.

Das charakteristische Polynom der Matrix P erhdlt man rekursiv,
indem man die Hauptabschnittsdeterminanten von (A E - P) der
Reihe nach nach ihrer letzten Spalte entwickelts Man erhalt auf
diese Weise die folgenden Polynome fs (A) mit fn(% = p(A )

dem charakteristischen Polynom.

FUA) = = 4 A
flA) = = p s+ (- Pzzf*A ) f, (A )

pZifi(A )-_'paifz(ﬁ) ..t (ep..+)%)f

i
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Durch skalare Produkibildung 138t sich die Bildung der Koeffi=
zienten schematisch durchfihren. Wir bezeichnen ein Polynom

i-ten Grades mit

| N i1 i
,fi(//\),ﬁfiothﬁA*' o..+fl.’i_1A + A

Die Matrix =P wird rechis wvom Schema der Koeffizienten f..

ij
angeordnet:
(n = 4)
J 1 TPyr TPi2 0 TPe3 TPyy
! fig | (=1 =Py, Pog  "Ppy
! fa1 fog |0 (=1) P3z  “Pay
1 f32 f31 fao 0 0 (-1) “Pyy
Vofus T Tar fug

Die Koeffizienten f. . von fi('ﬂ) ergeben sich, indem die i-te

Spalte von -P der Reihe nach skalar mit den Spalten der Koeffi-

zientenmatrix multipliziert wird, wobei zum SchluB noch das rechts

neben dem vorletzten Element f. stehende f. addiert
i-1,k i1, k=1

wird mit Ausnahme von k=0. Dadurch wird der Summand A im

Faktor'(-pii+ A) berlicksichtigt. Die Subdiagonalelemente der ~Pe

Matrix sind dabei auszuklammern.

Fir n = 4 erhdlt man rekursiv

Ta0 = “Pyge! P24 T10 "P3s-T20 “Pag-Tag |

f41 = "Pagl =PygeTpy “PugeTay + Tag
42 = "Pagrl Pygefap * Ty
faq = ' A+ o,

“Paq

als Koeffizienten des charakteristischen Polynoms. Der Koeffi=-

zient bei A% ist natirlich 1,
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Néherer Erl&#uterung bedarf noch die Matrix T. Sie 158t sich

als‘Produkt von ne-eg Matrizen'Ti aufbauen.

T . . T

T = TZ,T3,T4° 5 ne1

wobei sich das einzelne Ti von der Einheitsmatrix nur in dex

Spalte i unterschsidet. Die Inverse von Ti hat den gleichen

Bau wie Ti' nur mit negativen Transformationselementen —tji.

Flir n=5 und i=2 gilt

i

-

32 » T =
42
52

G
.

e

1
“typ U

“t42 L
“t5; . !

Mit diesen Elementartrahsformationen kann das Verfahren schritte
weise durchgefihrt werden, waobei jeder Schritt aus zwei:Teilen
besteht. In den i-1 -ten Spalten von A seien die Elemente Qnterw‘
halb der Subdiagonale schon zu Null gemacht worden. Der i-te
Schritt beginnt'mit dexr Elimin;t;oh der Elemente aij der

Spalte i fir j 2 i+2.
"t 1412541,

cder in Matrixschreibweise

- -1
* Ti+1
. | Bk
Aus S 0 folgt tk,i+1 = -
' ' Tivl, 4

k':'i"?"ZQ i+3, L] e s 9 n;‘i£§1’,2’0'¢’n"2; jﬂi’ i+1y000n0
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In dexr zweiten Hilfte des i-ten Schrittes vervollstindigt man

die Ahnlichkeitstransformation
i+1’
wobei sich nur die Spalte i+1 &ndert in

8 ie1® T P iet Tk iez tie2,ie1 T o0t B, nt B, i

FUr k=1,250009M3 diml,2,000,N=20

Zur Dampfung von Rundungéfahlern wird vor Ausfihrung jeder
Teilspaltenelimination das betragsgrifte der Elemente S
flir k=i+1,s..,n durch Zeilen-~ und Spaltentausch zum Sub-

diagonalelement a, .. Damit werden alle I t

A
i+1,i k,i+1! = 1.

2. Das modifizierte Hessenbergverfahren:

Das oben beschriebene Verfahren ergibt unkorrekte Werte, wenn
Spalten der Matrix A ganz oder unter der Hauptdiagonzle aus |
Nullen bestehen. In Gkonometrischen Modellen ist dies héﬁfig
der Fall. Es wurde daher eine Modifikation erarbeitet, die
auch in solchen degenerierten F&llen das charaktéristische

Polynom richtig wiedergibt.

Des modifizierte Verfahren unterscheidet sich in zwei Punkten

vom Hessenbergverfahren:

2) In der Bildung der Matrix D

b) In der Berechnung des charakteristischen Polynoms.

Da die Matrix B in der 5ubdiagonale Nullen besitzen kann,

in der Matrix D—j'jedoch durch diese Nullen zu dividieren wére,

‘muB die Bildung von D veréndert werden, und zwar so, dal fUr'

den Aufbau von D einfach die Elemepte bi’ die Null waren, den
Wert 1 annehmen, Dadurch erh&lt man nach vollstindiger Ahnliche

keitstransformation eine Matrix P, die in der Subdiagonale

Nullen oder Einsen enthdlt.




~70-

Punkt b) ist etwas aufwendiger zu beschreiben.

Die Problemstellmng tautets Man berechne das charakteristische
Polynam aus einer Fastdreiecksma%rix, dérehvSubdiagonalele—
mente di Null oder Eins sein k&nnen. Es wurde Qersuch’:f ohne
grofe ﬁnderungen des Hessenbe:gverfahrens zu einer L8sung zu

kommen.

Zu berechnen ist a sos

qmpﬁ? TPz TPyj Pig Pyg = v e
e %“922 Pos  ~Pyy Pag  + + -
0 93 A=P33 Pag  ~P3g = - .
)
D O G ds ;\i""pss * - @
@ ® @ d6 [ © L3
g 0
B J

Flir n=4 entwickeln wir nach der letzten Zeile, wabei D4 die
Hauptabschnittsdeterminante mit den ersten vier Reihen, E3
eine 3 x 3 Determinante, bei der die dritte Spalte durch die

letzte Spalts von D4 ersetzt wurde, bedeutet.

By = (A = py,) Dy +d&,
B3 = -p3, .« D, +odgE,
zz P --p24 . Dj + pM.d2

Durch Substitution erhdlt man

D4 = (} - p44333 + d4°(”p34D2 + da-(mp24D1 + dz(«p14)))

Schreibt man dis Hauptabschnittsdeterminanten als Polynome
van ?\, Di 5 fi(;\), erh&lt man ein allgemeineres Rekursions-

schema, &hnlich dem bej Hessenberg.,
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£ OA) = (A -pii)vfM(mg— d;(=py_y ;T (M) + dyq (eendplopyy)))

Man bemerkt sofort, dal, da'di nur Null oder Eins werden kann,

~ab einem bestimmten dj; das Null ist, weitere Summanden keine

Rolle mehr spielen.

Fir die Automatenrechnung wurde eine neue Bodle'sche Variable

gebildet

] -

Dy "
BOL(J,1) = [ ¢ furJ<
ke J+t : . :
BOL(J,I) = 1 fizr J > I

Diese Variable wurde multiplikétiv jedem --pj i bei der Be-
. E £

rechnung der fi(A ) hinzugefigt. Dadurch war es mdglich, den

Hessenbergalgorithmus nahezu unverindert zu Ubernehmen.
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