STABILITATSUBERLEGUNGEN DES KALDOR-
MODELLS UNTER VERWENDUNG EINER
ANALOGRECHENANLAGE

Peter FLEISSNER und Karlheinz HIETLER

Forschungsbericht Nr. 51
Februar 1971




/ y

IT.

I11.

1v.

VI.

INHALTSVERZETICHNIS

EINFUHRUNG

ALLGEMEINE DARSTELLUNG DES KALDOR-MODELLS

II.1. Die Sparfunktion
11.2. Die Investitionsfunktion
I11.3. Die Technische Fortschrittsfunktion

DARSTELLUNG DER EINZELNEN FALLE

III1.1. Das Kaldor-Modell bei klassischer Spar-
funktion und sofortiger Anpassung

111.2. Das Kaldor-Modell bei klassischer Spar-
funktion und endlicher Anpassungsge-
schwindigkeit

I111.3., Das Kaldor-Modell bei Kaldor-Sparfunktion
und sofortiger Anpassung

I11.4. Das Kaldor-Modell bei Kaldor-Sparfunktion
und endlicher Anpassungsgeschwindigkeit

III.5. Resultierende Differentialgleichungen

DARSTELLUNG DER ANALOGSCHALTPLANE UND
RECHENERGEBNISSE

IV.1. Schaltsymbaole

IV.2. Darstellung der in den Analogschaltplénen
vorkommenden Parametexr

IV.3. Darstellung der Differentialgleichungen
I11.5.1. bis III.5.4.

IV.4. Analogschaltpléne

IV.5. Darstellung dexr Kurven

INTERPRETATION DER ERGEBNISSE
Vot. Fall 1

V.2, Fall 2

V.3. Fall 3

V.4. Fall 4

V.5. Zusammenfassung

ANHANG

VI.1. Verwendete Symbole
Vi.2. Literaturverzeichnis

Seite

WwMnN N

"
13

15
15

16

17
19
23

26

26
27
28
28
29

30

30
31




I .

EINFUHRUNG

7iel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Stabilitat
des Kaldor-Modells [11 in der Version von R.G.D. ALLEN EZ]
fiir den Nicht-Vintage-fFall.

Das Modell wurde durch Einfihrung eines Anpassungspro-
zesses, der die Beziehung swischen tats#dchlichem und ge-
wiinschtem Kapitalstock ausdrickt (Abbau der UberschuB -
kapazitdt), modifiziert und unter der Annahme einer klas-

sischen bzw. Kaldor-Sparfunktion analysiert.

Die resultierenden Differentialgleichungen wurden mit
Hilfe einer Analogrechenanlage simuliert und graphisch

dargestellt.

Die Grundlagen der Programmierung von Analogrechenanlagen

*)

werden in dieser Arbeit vorausgesetzt.

Vorlaufige Ergebnisse in bezug auf Stabilit&atsiberlegungen

finden sich in E4}.

Das Kaldor-Modell - eine zu starke Vereinfachung der 8kono-
mischen Realitdt - diente in dieser Arbeit als Demonstrations-
beispiel fir die Berechnung Skonomischer Modelle mit Analog-
rechenanlagen. Die Resultate dieser Untersuchung haben dahexr
fiir die wirtschaftspolitische Praxis keine unmittelbare Be-

deutung.

..._—-—_.—————.—-..-—-..—.......-—-——-——-.———_-—_—.——-_._

Wir danken den Mitgliedern des I. Instituts fir Mathe-
matik der Technischen Hochschule Wien fir die Benutzung
der Analogrechenanlage.
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II. ALLGEMEINE DARSTELLUNG DES KALDOR-MODELLS

Das Kaldor-Modell im Nicht-Vintage-Fall stellt eine Weiter-
entwicklung des Wachstumsmodells von HARROD dar. Die Wachs-
tumsraten der Kapitalintensit&dt und des Pro-Kopf-Outputs
bilden die abh#ngigen Variablen des Modells.

Das Modell wird im wesentlichen von drei Funktionen bestimmt:

1) Sparfunktion
2) Investitionsfunktion

3) Technische Fortschrittsfunktion

Im HARROD-Modell werden als Parameter die Sparneigung s,
der Kapitalkoeffizient v und das natiirliche Wachstum n
des Arbeitskraftepotentials als konstant angenommen.
Variiert man v, erhilt man bei diskreter Veranderung
lineare Programmierungsmodelle, bei kontinuierlicher Ver-

dnderung neoklassische Wachstumsmodelle.

Beim Keynes’schen (Kaldor-) Modell verzichtet man auf die

Konstanz von s.

I7T.1. D i e Sparfunk tion

Unternehmer und Arbeitnehmer sparen mit verschiedenen

Sparquoten Sp bzw. S’ wobei

0%s (s £ gelten soll.

Eine Erkl&arung der Symbole findet man in VI.1.




e

a) Klassische Sparfunktion

b) KALDOR'sche Sparfunktion

S=8P+S(Y—P)
P W

I11.2. D‘i e I nvestitionsfunktiaon

Diese Funktion in der Gestalt

%— = v + ﬁ.% v, 2y 0

enthslt als erklérende Variable die Profitrate, wobei
diese GroBe als Substitut flir erwartete Profite steht.
Die Unternehmer bestimmen nach dieser Gleichung den er-
wiinschten Kapitalkoeffizienten. Die Parameter v und ﬂ

quantifizieren das Unternehmerverhalten.

I1.3, Die Technische Fortschritts-

funktion

Als wesentlichste Abweichung von bisherigen Wachstumsmo-
dellen kommt im Kaldor-Modell die Produktionsfunktion nicht
mehr explizit vor. An ihre Stelle tritt die Technische
Fortschrittsfunktion, die eine Relation zwischen dem Wachs-
tum der Kapitalintensit&t und dem Wachstum der Produktivitat

(Pro-Kopf-Output) herstellt. Dadurch vermeidet Kaldor die




Ursachen des technischen Fortschritts auf zwei getrennte

Faktoren zuriickfihren zu missen, und zwar auf
a) Veranderungen im Kapitalangebot relativ zur Arbeit, und
b) technische Erfindungen und Innovation (Einflhrung neuer

Kenntnisse).

Formal gilt:

¥ o_ ok - _ X _K
y = f(k) mit y = L k = _
f'(x) » O
F1'(x) < 0

lim ‘F'(X):U

X > o
f(0) 2 O

Diese Bedingungen entsprechen den Bedingungen fir Pro-

duktionsfunktionen in Pro-Kopf-Grofen.

xlm\]




ITI. DARSTELLUNG DER EINZELNEN FALLE

Auf Grund von verschiedenen Annahmen Uber Sparfunktion

und Anpassungsmechanismus ergeben sich folgende vier

Fglle:
Sparfunktion
_klassisch Kaldor
T=20 1 3
Anpassungs-
prozess
T >0 2 4

T bedeutet hier die Anpassungsgeschwindigkeit von erwinsch-

tem an den tatsichlichen Kapitalstock.

III.1. Das Kaldor-Modell bedi kilags -

s ischer Sparfunktion

u n d

s o fortiger Anpassung

I111.1.1. Voraussetzungen

a) Klassische Sparfunktion




Erwiinschter Kapitalstock = tatséchlicher Kapitalstock

Technische Fortschrittsfunktion

k Y K
Laf(), y=0 k=(

Gleichgewicht am Arbeitsmarkt

L=L et

o}

111.7.2. Berechnung

In diesem Fall werden die einzelnen Rechenschritte explizit

angefihrt, in den weiteren Fé&llen wird darauf verzichtet.

Aus b) und c) folgt

P
K=VY+ﬁEx




‘Unter Verwendung von f) und mit der Substitution x =

Division durch L fihrt zu

i<

Nech abgeklrzter Schreibweise von f) ergibt sich in

Pro—Kopf—ErﬁBen:

o

k=vy+[5. "%

Aus a), d) und e) folgt

P o &
s
p
R v
Da aber k = E - nk, erhalt man
k = vy + ‘Eé.l (k + nk)
Sp k*

Division durch y ergibt

L, L &
S k

k
g = Vv + n.
p p

Logarithmische Differentiation liefert

. - ’B > 2 .

k_x_ L 4, k /(v + n— + - .E)

k y s d k s k
P t P P

x| xe

kommt man zu einer Differentialgleichung, die den behandelten

Fall vellstdndig beschreibt:

VS
X = Ex - f(x)? E *?F + n + xj

P P e e s R e e e kg




111.2. D a s ‘K a l»d or -Mod é_ll_ be i k1 as-

s ischer Sparfunktion und

endlicher Anpass uUungsg ge-=

s chwdinddgke it

11I1.2.1. Voraussetzungen

a) Klassische Sparfunktion

b) Anpassungsmechanismus

Bei konstantem k* und einem tatsachlichen Anfangskapital
KO wird nach der Zeit T der Unterschied zwischen k* und Kc

um den Faktor Ye abgebaut.

L AN S bk - K*)Ve

c) bis g) wie bei III.1.1.




I1I1.2.2. Berechnung
P
K+ TK = vY +52Y

. 1k Az
k + T(k + nk) = vy + Ry oY

s
p P

s 1
=+ n + X
—Ev 4+ n + X T

Die resultierende Differentialgleichung lautet:

111.3. Das Kaldao r - Modell bedi Kaldor-

S parfunktion und s o fortigercx

Anpas s ung

I11.3.1. Voraussetzungen

a)5=8P+S(Y—P)
P W

c) bis g) wie bei III.1.1.
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111.3.2. Berechnung

K = vY +B5Y
yi
2 K Y

K=VY+S-S (K'—SWK)Y

p W

24
/58

kovs B (-r(-+n)-'w L
\Y s -s k s -8 k

p W
Mit z = 5 und x = % erhdlt man eine quadratische Gleichung
in z

2 3n /3 [gsw

z" = (v + x)z + = 0

s =8 s_~S, sp—sw

o p - P o L
A B
g
= 1 -
o2y = V2(A + WJA 4B )
k K . : R . . .

Da z = ; =y im allgemeinen grofBer als 1 ist, z bei negativem

Vorzeichen und sw*~*¥D ebenfalls gegen 0 geht, w8hlt man als

Lésung der quadratischen Gleichung

T

2 = V2(a + ¥ A% - 4B )

Unter der Annahme A2 y 4B ergibt logarithmische Differentia-

tion nach der Zeit:

x - f(x) = X 3'B+,.A . @]
A + YA® - 4B -5p7° Va2 - 4B Sp~Sw
B 1 )
X - f(x) = R . wemm———— X
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Die resultierende Differentialgleichung lautet

- Jvis -5 ) s (s -s ) '
| .*y< p__Ww 2 D

2 T e ek e e o o et o ot A e e et ot U S A o e s S ks s Ty —m e et e S Setm e S it Tt St Y Y o At AVt st i rn o s e e e

Fir A = 4B gilt

N
il
N

3
= Y2(v + £n + i X )

< x

unterscheidet sich nur in den Konstanten vom Fall TII.1.

CIIl.4., Das Kaldor-Modell bei Kaldaogrzr -

Sparfunk+tion und endliches=x

Anpassungsageschwdinddigke it

I11.4.1. Voraussetzungen

a) S =s5 P+ s (Y - P)
p W

b) K¥- K = TR

c) bis g) wie bei III.1.1.

I1T.4.2. Berechnung

‘ R Y
K + TR = vY + — (K -5, K)Y
pW
/“.
Koy Ky X, 2 K__Y ¥
r (0 + T = v+ 573, (X = s.k)- ©
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Mit % = x + n ergibt sich

/3 b S, 12
XK1 4 n7T + xT) = v + n o+ — X - ——
Y s -5 s _~s s -8 k
p w p W p W

Multiplikation mit z = 5 flihrt zu

& A s
22(1 + nT + xT) - (v + n + ———x)z + X =D
s =S s -85 5 —8
p w p W p W
‘ —; — et o o R
C A B
z = 5=(A + YA® - 4BC )

Ist A2 ? 4BC, erh&lt man durch logarithmische Differentiation

nach der Zeit

. AA - 2BC
A W
- flx) = -8 M 4BC
X = C .72 oy

A+ YAS - 4BC

- L [ 2 " “} -
C A(A+ YA® - 4BC ) - 2BC
= o-’[-'_" + T ﬁu«a‘._.,..,-b )«-2 TSR
(A + VA" - 4BC ) JA" - 4BC
- - R ST L - .
[x - f(x)| V% - 4BC = -% JAZ - 4BC + A - _JméﬁEwnqu
- A+ VAT - 4BC
. . /2
C=Tx, A= — X
5. -8
P W
. : - i'“éw' t 1
% = ix - f(x) A" - 4BC 7 T S
s -s CVA - 4BC - B
w A+ YAT - 4BC
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Die Umfozmung des Doppelbruches fihrt zu

b hZ ~apc . Ll Ya® - amC)
s -85 2C
P w
1 1
A T(A +¥a% - 4BC) 5 T.4BC
— — - ’\}’ .
5% e °p™%w  2C(A -YA® - 4BC)
1
T op 2Ts |
S -S '(1— 2"_.'—‘— )
b 5w A —"VA - 4BC
Die resultierende Differentialgleichung lautet:
- . i;v(s —sw) 5 s (s ~SW) ‘
X = - i 2 AP W
X = Lx fx } v ; “+N+X ) 4 7 (14+nT+xT) .
1
2Ts (s _=-s )
s (s _-s ) N
)]

U
S T N T S T N S S I T T T N N N N S T S N S N N SN ST S ST EmEEmSmm Emmne

Differential-

I11IT1.5. R e s u ltierende
q_l e 1 c h ungen

ITT1.5.1. Fall 1

X = [x - f{ j{ -jB + n + x!



N
i i

=14~

IIT.5.2. fall 2

X = {x - f(x)][iig+n+xi(l+n+x1 1
Tl LB JLT ~ Vs
' -1l __x
T /A
I11.5.3. F=ll 3
r 'C\JV(S -5 ) s (s -sw)l
o= dx - PO +n4x)© - 4B
i ﬁ ﬁ; g/’Q
111.5.4. Fall 4
e —swl) 5 s,(s =8 ) !
o [ 0] g 0 ? e )
1
’ 2Ts (s _-s )
, ~v(is -5 ) fvils_-s ) sw(s —sw) Ly
3l = +N+X ~y( =~ +N+X ) —4———75——*—(1+nT+xT),
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IV. DARSTELLUNG DER ANALOGSCHALTPLANE UND RECHENERGEBNISSE

IV.1. Schaltsymbole :1)

1. Potentiometer

oL

x<t),,.._,,.,(\ Y () = BhX (1)
-/ L4
05 X =1

2. Summieresz (Inverter)
X, (t) “ww‘fi\

1 s
Xz(t) . S~

: o 2 Y (t)

Y(0)
i
;};1 '._.‘,
Xy () x ‘ I
o) i v
. o / oo
X, (%) L__i Y(t) = _j:,—?:x\; Xg(T)d % + Y(D)]
=
4., Multiplizieren
X (%) T T N
{x__.__..._...,.._.,__._.__._{_
1 Ti‘\~ - Y(t) = -x1(t) Xz(t)
X {t) sl + /
2 /

— e . mwm e e o veee i Mmen e W M e e e e s e e e mee e e e e
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5. Quadratwurzel

R [ —

6. Divisionschaltung

"
!

IV.2. D ar s

ot

e 1 1l ung d

e r in den Analog -

Schaltpladanen

vorkommenden

Parame¢terr

1
C, =7 + 0
V.S 1
cy = 1/ (—TEE - ?)
vis -5 )
W
c, = 7 + n
4s (s -s )
e o P W
2T(s -s )s
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Mit den Werten v=2, Sp = D,S,!@ = == T =
s, = 0,1 erhdlt man

0,7

= 0,4

= 3,333

= 0,564

= 0,11

= 0,14

o 0o &6 o
oo W N
]

0

IV.3. Darstellung dezr Differential-
gleichwunagen IT1.5.1. b is 1II1.5.4.

unter Verwendung der in IV.2. definierten Konstanten
und bei Spezifikation von f{x). Zus&tzlich m{issen
Normierungs- und Zeittransformationsbedingungen beridck-

1)

sichtigt wexrden.

Wahl von f{x) : f(x) = —%xz + %x
Iv.3.1. Fall 1
i1 2 1 2 2 x2 3 2
= 33 - pdigey + P = (5 - gdiFey v )
Iv.3.2. Fall 2
2 o
v (X< - 3y(2 2 3
x! = (2 8x)(3c1 + 3x)(c2 + x),|D
Anmerkung: Zeittransformation : T = 10t
. o dx di _ '
X = g7 gp = 10x

x! = l—i
10

e e em e mi e A e mam www meme moe A ame I s e e i e G Mot N Mmew  Mmes G mww e e e s e
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Iv.3.3. Fall 3

2 ’ ™
O 2(___ 3 'V_Z_Z 2 -3
x = (57 - gx) ¥ (3) B%*") - cg|
IV.3.4. Fall 4
2
x:__l_(éi_éx).2_3(04+x~m
= 10°'2 87 32, % - )2
3'%4 T S 3
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",IV.QO‘,A nalogschaltplidne

S IV.4.1. Fall 1

£

Bild 1.
N
%
\ . - [N TE5]
LY ‘ F
WY
= W
” P
R
e
® {
(TP o
o
o = ﬂ_/
"l ed
i
o
> Dk
foluo
[}
4
: ¢dfm
e | -
+ otho
/8 / é\
LJ;% E
o o
-2 S
iy
' B ' oo ' ?
oy
bl Vi
o




£ T Nn 1
: ov[%> (o +x)(xgt % 3) (x¢-3)
D 2 - . . . .
~N
! O
—
i
B o
e
P
ol _
u cv\mo (f+x)
L - R
KL T
[
. &
. :
o |
4 . -
5 CRXT RV E
o) v : R/ kA
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™ =
; X
M oo
© 3
w gl
; —— |
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3 | -
'y b ‘mv . \\\w \ -+ \.\NQ w ‘\\\n\w@ |
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X‘! ’ N .
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Fall 4

Iv'd .,4.
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INTERPRETATION DER ERGEBNISSE

In [1] betrachtet Kaldor den Punkt P in I1.3., ein Punkt,
in dem die positiven Wachstumsraten des Pro-Kopf-Outputs
und der Kapitalintensit&t gleich sind, als langfristigen
Gleichgewichtspunkt und die zugehdrige Wachstumsrate X5

als stationar.

In bezug auf die dieser Arbeit zugrunde liegenden Annahmen

macht Kaldor keine Aussagen {iber Stabilitat.

Im folgenden werden die einzelnen F&lle diskutiert, ins-

besondere in Hinblick auf Stabilit&t.

Vuie. F a1 1 1

Wie Kurve I in Bild 5 zeigt, wird fir ein Xq mit 0 ¢ Xq 4 X

X negativ; x muf3 daher im Zeitverlauf abnehmen und entfernt

sich damit von X e W&hlt man dagegen xo>‘ X

ein positives x; x wachst daher im Zeitverlauf und ent-

ergibt sich

fernt sich ebenfalls von x Der Punkt x. stationdren Wachs-~

= P
tums ist daher ein instabiler Punkt. Startet man mit einer
von xg abweichenden Wachstumsrate der Kapitalintensit&t, so

kann der stationare Wachstumspfad nicht mehr angendhert

werden.

Weitere Punkte konstanten Wachstums sind x=0 und x=-c1. Flihrt

man fir diese Punkte analoge Stabilit&tslberlegungen durch,

erweist sich der Punkt x=0 als asymptotisch stabil und x==c,

als instabil.
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x=0 bedeutet Skonomisch eine iiber die Zeit konstante Kapital-
intensitédt. Der Kapitalstock wdchst mit der gleichen Rate wie
das Arbeitskraftepotential.

Startet man im offenen Intervall =Cy» Xp [, dem Einzugs-

1
(t) dem Punkt x=0 flr

bereich von x=0, so ndhert sich x

wachsende t.

Aus dem Aufbau der Differentialgleichung III1.5.1. ist er-
Vs
sichtlich, daf3 Varistionen von c, = _EF + n keinerlei Ein-

1
flul auf die Instabilitdt von x. haben.

P
Wollte man mit diesem Modell ein stabiles positives Wachstum
erreichen, miBten die Voraussetzungen der technischen Fort-
schrittsfunktionen wesentlich ge&ndert werden. Denkbar ware
eine technische Fortschrittsfunktion in Gestalt einer logi-

stischen Kurve.

V.2. Fall 2

Stabilit&dt bzw. Instabilitdt von x. wird von T beeinfluBt.

P
Fir Iz% ergibt sich Fall 1. Ist T€ 7} O, Ty [, wobei
TK = st , die kfitische Anpassungszeit, so bleibt X5
p

instabil. Erst fir T TK wird X5 asymptotisch stabil.

Bild 5 (Kurve II) zeigt die rechte Seite der Differential-

2,5 > TK = 1,4 Jahre. Zum Unterschied van

)

gleichung fir T

Fall 1 erh&lt man eine zus&dtzliche Nullstelle flr x = —02.

Fir T — o= wird =C, = -n. Dem Punkt x = -n entspricht eine
Wirtschaft, in der der Kapitalstock konstant bleibt. Die
Kapitalintensit&at schrumpftmit der Wachstumsrate n des

Arbeitskriftepotentials.
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V.3 Fal3l 3

Aus Bild 6 dist ersichtlich, daB X5 instabil ist.

Wie im Fall 1 haben auch hier die Parameter der Differential-
gleichung keinen EinfluB auf die Stabilit&t des Resultats.
Interessant ist jedoch, daB fir xé& ] Xy %5 E die L&sung der
Differentialgleichung im Reellen nicht existiert. Die Werte

X und X5 h*ngen von den Parametern in folgender Weise ab:

vis -s ) \/45 (s =~s )‘
—_— n + __ﬂ_rg__ﬂ_
ﬁ' 5

V,4. F a 1l 1 4

Bild 7 zeigt fir T = 2,5 Jahre ein asymptotisch stabiles Xp e
Bei n&herer Analyse findet man, daB die kritische Anpassungs-

zeit TK von den Parametern wie folgt abh&ngt:

1 v(s —sw) v
-_F— = ‘—"'%—2 +

K ! ? 4,’3
Ist Té&] o, TK [ , ist X bei der getroffenen Wahl der Para-

meter instabil; komplexe L8sungen der Differentialgleichungen

sind moglich.

vis —sw) >’/V2(Sp;sw)2 sw(sp—sw)' E

ist Xp stabil und die Differentialgleichung hat fir alle x

reelle Ldsungen.
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Wird T grdfBer, bleibt Xp stabil, komplexe L&sungen sind aber

wieder moglich.

TK wird bei Parameterwerten von IV.Z2. etwa 2 Jahre.

V.. Zus ammenfass uhg,

Ein Vergleich der vier F&lle zeigt, daB fir die Stabilitat von

Xp vor allem der Anpassungsprozefl zwischen erwlnschtem und tat-
sd@chlichem Kapitalstock relvant ist. Die Sparfunktion verandert
nur die kritische Anpassungszeit. Erfolgt die Anpassung mit un-
endlicher Geschwindigkeit, (K = K*), so bleibt die Instabilit&t
von X, auch bei beliebiger Wahl der Parameter erhalten. Die Ver-
wendung eines Analogrechners gestattete es, die mathematischen

Zusammenh&nge in anschaulicher Form darzustellen.
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ANHANG

VI.1. Verwendete Symbole

5 Sparen

I | Nettoinvestitionen

P Profite

Y Output

K Kapitalstock (tats&chlich)
K* Kapitalstock (erwiinscht)

L Arbeitskrafte

T Maf3 fir die Anpassungszeit
Sp Sparquote der Unternehmer
s, Sparquote der Arbeitnehmer
n natiirliche Wachstumsrate (des Arbeitskré#ftepotentials)

v,ﬁ Parameter der Investitionsfunktion
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