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��"��%� ��� ��� �.����"��� � ������ ��� "��������� �������� ��� ��6������� ������� �� ������

�� ��%���������� !� ��� ��%� ��%�� ��� ���� "������ ����������� ��� ���(����������� %�����

��%����� �  ���� ������ &�� ��������� 5��� ��� 4��(7����� �	

,
 ��������� � ���(�����������

"��������� ��%� ������� �� � ����������� ��%� ���� ������ ��� 0������ ����� ��� ��� 8��� "��(

������� �������� �� ������� ������ &�������� �� "��� �������%����� 9������ ��� 0������ �	

,


����������� �������� ��� "�������� "��������� %���� �� � %����������� ���"��% ��� ����"������

����� �� ����������� ����������

4��� ������� ��������� �������  �� �������(����)�� %����������� "��������� ���� ������������

�� ��"��%� ��� ��� �.����"��� �� ���������� ���������� ��� ��� ���������� ���� � �����%��� ������

&������� ���� ������� ������� ���� �� �������� ����%������ �� ��� ��� �  ����"�� ����$�� &��

��������� ��� ��%���� ����� � 4���� ��� :����� �	

2
 ��� 3���� ��� ;����� �*+++
  ��

��� �����%��� ���� ����"���� ��������� � �����(��������
 ���������� �.����"��� ���� ��� ��� � 

 ����"�� ����$� �� ��%����� ������� ��� ��%����������  ��% "����� 4��� �������� 9����� ���
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�������� ������������� ��
 ��� ������ �������� �� 
������������� ��� ���������� ������� �������

� ��������� �������� �������� �� ��� n!������ "��� ���������� �������� �� ��� 
���� �������

��������� ��������#

$������ ������� ����� ����� ����� ���� ���� �������� �������
 �� %���&� '������� ��
 ���
�������!

�(� �	
�
� 	
�)� 	
�*� ��
 '������ ��
 ���
��������(� �	
�*� 	
�+�# %���&� '������� ��
 ���
�������!

�(� �	
�
� ���
� ��� ����������� �� ���������� ������� ������� � ��������� ������ �� ��� ����

�� 
���� ������� ���������� ��� ������������ �� ������� ���������� ���� ������!��
����
��� ���!

������# %���&� '������� ��
 ���
��������(� �	
�)� �����
� �� � ��������� ��������� ������ ��� ���!

������� ���������� ��
�� ��������� ���� ������!
����
��� ���������# '������ ��
 ���
��������(�

�	
�*� ���� ��������� �� ���������� � �������� ���� �������� ������ ���� � ��� ���� �� �����
 ��


������������� ���� ����� ��
 ������� ��������� ��� ����
�
� ���� ��� ��� ��������� ����# '��!

���� ��
 ���
��������(� �	
�+� ��������� ��������� ��
 ��� ������ �� � ��������� ��� ���������

���������� �� ���������� ���������� ��
�� ������������ �����������#

'������� %���&� '������� ��
 ���
��������(� �	
�*� ���� ���� ���� � ���������� ���������

�� ��������� ��
 � ���
�� ��
�� �� ������
��� ��
�� ��������� ������� ������� � �������� ��

���� ���������� ��� ��� �����# ,��� ������ ������ �� ���������� �� �� ����������� ��� ������ �� ���

��������# -��
�� ��
����� �� ��������� ��
 ������
���� ���� �� ������� ����������� ������

��� ���
 �� � ������� �� � ��������� ���������# ,��� �� �� �������� �� ��� ������� �����������

�� .������ ��
 /������� �	

0�1 ���� ���� ������� ����������� ��
 � 2���� ����&�� � ���������

��������� ��� ����� �� ������ ����� 
������ ���������� �� ����� ���������# '����� ��� ���(

��������
 ���� ���� �����
����� ����������� �� � 
������������ ��������# '������� �� �����
 ��

��������
 ���� ���� �������� ������� ���� ���� �������
 ��� ���������� ���������� ��
��� ����

���������� ��������# $�� ��������� 3������ �	

	� �����
��� ������������ �� ������� ����������

���� ������� 
���� ���� ������� �� ����� ����������� �� ������ �������� ��
 ����� 
�������

�������� ��
 ����������&�� ��� ��� �� ���������� ������� ������� � ��������# 3������ ��
 /����

�	

	� ����� ��4����� ������ ��
 ���� ��� ������� ������� ��������������5 ���� 2�
 ������������

�� ���������� ������� ������� � ��������� ������� ����� ��� ��� �� �6�����#

3��������� �� ��� ����� ������������ ���������� ��
�� ���� ������
 ��� 
������� ���� ���������

2��
� ��������� ������ �� ��4����� ������ �3������ ��
 /���� 	
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)� 	

+�
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 ��������� �� ���������� ������� ������� � �������� ��� ���� ������� ��������� �����#

,��� 
���������� ��� ���� �����
�
 �� ��� �������� ���� ��� ����������� ��������# $�� ���������

.������� ��
 ���������� �	

8� ����������&� �� ��������� �� "���9� ���������� �������� ��� ������

����� �����
 ���������# :� ��� ��������� ������ ��������
 ������ ��� ����������� ��������� �����

��� ������
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 �
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����	���� ������� ��� �� ��� ������� ������ ������  �
� �!	���
�� ��� ���� �� �����"����� 
�

��� ��		
�
 ���� ���	
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��� �
� 	
����������� ����������

 �� ����� �$ ������ �	��
�� ���� �����"����� � %
�� ���
�	� �$ ���	
&��	���� ���
�
�
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�����

	�� �
��	���� ���� ��
�
 ���	���  ��
� ������ $��	��� 
� 	��	 �'��� ��� ���� �� ���� "��"�����

%�� ��� �� �
'����	 ���� ������ ��� 	��� 	���� 
� � ������	
�� "�������� $�� 	�� ���
�
�� ��

%��	��� �� ��	 	�� "��"���� 
� 
�"�����	��� (� �
������� ������ 	�� ���
�
�
�
 �
	���	��� ���

�$	�� $������ �� � ����
�
	� ���� $�� 	�� ��		��� (�	���
� 	�
� 
�"��	��	 ���� 
� �$ ������

�������� 	�� $����%��) "�����	�� ���� ����%� $�� ���� �	��� "��������� �� %���� *�� �!��"���


�"�����	�	
�� ����� �� ���
��� �� ��+��
	� ��	
�
 %
	� �
�"�� �� ����
,�� ��+��
	�� � ��	�

������
�� %���� ���� �� ��� "��	���� ��� �� ���� 	� ����) 	�� "��"����� �� �
�"�� � �
�	�	��
��

���� %���� � ���

��	�� "����� ��� 	� �
���� *��	�������� 	�� ���
�
�� "�������� ��� ����
�

$��� ��� ����� 	� 	�� ��!	� �� ��� 	�� 
���	
	� �$ 	�� "��"����� *�� 
��	����� 	�� ,��	 �����

��� ����
�� ����
�
	� $�� 	�� 
�"�����	�	
�� �$ 	�� "��"����� 	�� ������ � -� "�����	 ��+��
	��

	�� 	�
�� �� .� "�����	 ��+��
	�� ��� �� �� ��	
� �	 ���� "�
�	 	�� ������	 �$ ��� "��	
�
"��	

��/��� $�� 
�"�����	�	
��� 0$ ������� 	�� ��� ����� ���� ���� 
� 	�� �	��� �
���	
��� ����
�
�
 �

�

��� ��� �

��� ��+��
	� �� "��"����� 
�	 ��+��	��� *
������ 	�� ���
�
�� "�������� ��� ��"���

�� 	�� �����	 �$ 	�� "���
��� ���
�
�
�
 �����1 $�� 
��	����� ��!	 �����2� "��"���� �

�	 �� 	��

,��	 "����� 	� ��+��	 	�� "���
��� "��"�����

*�����
3
�
 	�
� ����� ����� �$ 
���� ����
��� ���� ��	�	
���  ���� 
� � ��	 �$ n > 1 "�������

����	�� I = {1, . . . , n}� ���
�
�
�
 	�)�� "���� ���� "�	��	
���� 
�,�
	��� ���� ������ 
���!��

�� t = 1, 2, . . . 4��� ����� t ��

�� %
	� � �������	

at = (at1, . . . , a
t
n) ∈ Δ =

{
(a1, . . . , an) ∈ R

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ai = 1, ai ≥ 0 ∀i ∈ I

}

%�
�� �"��
,�� 	�� 
�	����� ������ �$ 	�� ������	 ���"��� $�� ��� "������ �%���� %�����
� 	��

���"��� 
� ������
3�� 	� 5�� (�� "��	
�
"��	� ����� 	�
� "��"���� ��� 	��� 
�	 	� �!"���� 	��
�

�"
�
��� �� ���	 	��
� ��	�� ������	
����� 6�	�� 	�)� � 071 $���� %
	� 5 ����
�
 ����"	���� ���

� 
��
��	
�
 ��+��	
��� (	 ����� ����� t 	�� ��	�� ���	 �� "������ ���
�
 $��� 	�� ������ 	�

	�� n&	� "��
	
�� $��� � 
����
 ����	� bt = (bt2, . . . , b
t
n) ∈ B = {0, 1}n−1 %����� $�� ��	�	
����

������
����� 	�� ������
"	 
��
��	�� 	�� ����� �$ "��� 
� 	��	 ����� ��� ��	 	�� "�����2� �����

8��	��� �� ��	 � "��"���� at ∈ Δ 
� ��	����� 
�"�����	�� �	 �	�� ��� �$� ����� t 
� ��	��&

�
��� �� �� �

��
����� �������� ψt : B → {0, 1}�  ��	 
�� 

��� � ��	
�
 "��,�� bt �	 �	�
� t�
	�� "��"���� at 
� ����"	�� 
$ ψt

(
bt
)
= 1 ��� ��+��	�� 
$ ψt

(
bt
)
= 0�  �� ���� �����"	
�� �� ψt

9
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�� ���� ψt(0, . . . , 0) = 0 ��� ψt(1, . . . , 1) = 1� ���� ��� 	����
�	� ��
������ ��� �
���
������ ��

����� ���	
����� �� 
����

������� �� ��� 	����
��� �	�� �� ����� �� ψt(b) = 0 ��� ��� b �= (1, . . . , 1)� � ����
� 
������� �	��

��	�� �� ����� �� ψt(b) = 1 �� ��� ���� ��
∑n

i=2 bi > (n−1)/2� � q�
������� �	��� q ∈ [1/(n−1), 1]�

��	�� ���
��� ψt(b) = 1 �� ��� ���� ��
∑n

i=2 bi ≥ q(n − 1)� ��� 
�	�� ��� ������
� ���
��� ����

ψt �� �� f(t)�
������� �	��� ���� f : {1, 2, . . .} → [1/n, 1] � ����
��� ��
������� �	�
���� �� t� ��

�	
� �� � �
���� ��� �

�����
� ��������� ��� � ��
������ ��	�� �� ������� ����	���� ���� ��
��

������� �� �� ����
�� �� ���	�� � ��
��� ��
������

�� ��	�� t!� �������� �� ����
���� ��� ��
� 
�����	�� �� ��	�� t + 1� ��
� � �������� ��

�

������ ��� ��
� ����� "����������� ��� ��
� 
�� �	� ������� #�� ��������� ��� ������ ����
���$�

��� ����� �� ����� ��� ��� �������� �� ��� �������� �� ��	�� t ��� �����
���� �� � 	�
���
�
�

�
������ �� �������� %�� ��
� t = 1, 2, . . . ��� ��
� j = 1, . . . , n� ��� rtj : Bt−1 → I �����
���

��� ����� �� ���� �� t� ���� ��� ����� ��� ������� �� ������	� ����� b̄ ∈ Bt−1� rt1(b̄) ∈ I �� ���

������ �
���� �� ��� �������� �� t� ���
� 
������� at� ����� ������� rt2(b̄) �� rtn(b̄) ��� 
�����

��
��� �� ����� ���
� 
������ ����� bt2 �� btn� �����
������� %�� ������
�� rt1(b̄) = i 
���� ����

������ i ∈ I ���� �� 
�&� � ��������� ��� rt3(b̄) = j ���� ������ j ∈ I �� ��� ��
��� �� 
��� ���

����� ��� 	�
���
�
� �
������ �� ����� �� ρ =
(
rt
)∞
t=1

� ����� rt = (rt1, . . . , r
t
n) : I × Bt−1 → I�

��� ��������
� �� rt �� Bt−1 ������ �� ��
�
���� �����
��� ����� ��� ����� �� ���� ������� ��

������	� ������ ��
������� �� ' �
��� ( ����� ���	�������� )������� �� �� � �����
	��� � �
��� rt

�� ����������� �� ��� ����� �� ���� ��� ��� ����� �� ��� ������	� ������� �� ���� ��
��� ����� rtj
������ ���� rtj(·)�
������� *� �� n = 2� ��� �����&���� ��������� ���������� ��
� ���� ����������� ��������� #+	�

�������� �,-*� .��&�� ��� .	���� �,-/� 0��
��� �,-1$ �� �������� �� ������� rt1 = 1 ��� ��� ���

t� rt1 = 2 ��� ��� ���� t� ��� ψt(1) = 1 ��� ψt(0) = 0 ��� ��� t�

%�� n > 2� � 
	����������� ���������� �����
�� ���� ����������� ��������� 
�� �� ���
�2��

������� rt1 = t mod n� ���� 
�	�� �� 
�
����� ���� ���� � 	����
��� �	�� �� � ��
��� 
�������

�	�� �� ����� �� ������ �������� � �
�����

)�������� �� ���� ���� �	�� 
������ ��� ������	� �3��� at ��� ������	� ������ ��
������ bt�

���� ���� ����� �� �� ���� �� ��
��� ��� �
�	�� ����� �� ���� ������ � ����� ������ t� ���
� ���

���������� �����
��� ���
� �� ���� �� ��� ���
������� �� ��� ��
�� ������ �� ��
�����	
� ����

����� ���
 ��� ������	� ������ ��
������� ��� ��������� � �
��� ��&�� ��������� �� ���� ��
� ��

��
�
���� �� �
�������������� ������ ����� ����� ��� 2��� ������ �� ����
� ��� ������	� �3��

��
�
�� ��� �� � ��������� ��� � �
��� 
�&�� ����������� ��� ��� ���������� �����
�� �����

�� ������ �� ��� ������	� �3���� ��
�	�� ��� ��
� �� 4��� 2��� ������ �� ����
�5 �� t ������� ��

��� ����� �� t� ���
� �� �	�� ������� �� ��� �3��� �� t− 1�

������� (� 6�� r1j = j ��� ��� j = 1, . . . n #���
� �	�� 
���� ���� ������� ��� ��
�� �

������

�� ����� ����� �� ���� �� ��� ������� ������$� %�� ��
� t ≥ 1 ��� ��
� (b1, . . . , bt) ∈ Bt ����

-
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�

ψt(bt) = 0� ���

rt+1
1 (b1, . . . , bt) = min

{
rtj(b

1, . . . , bt−1)
∣∣ btj = 0, j = 2, . . . , n

}
���

rt+1
j (b1, . . . , bt) =

⎧⎨
⎩j − 1 �	 j ≤ rt+1

1 (b1, . . . , bt)

j �	 j > rt+1
1 (b1, . . . , bt)

	
� ��� j = 2, . . . , n� 

� (b1, . . . , bt) ∈ Bt ���� ψt(bt) = 1� ����������� ���� ���
��������������

�� rt(b1, . . . , bt) = r1� ���� ��
������ ������� �� ��
�
��� ��� ���� ������ �
 �
�� ������� ���

��
�
��� �� ��� �����
�� ����
�� ��� ���� ��� 
���� ������� �
�� �� ��� ���� 
���� ������� 	�
�

{1, . . . , n}�
����� ����������
�� ����� � ���	��� ��	
�����
� ���� ��
�� ��� n ���������� ��������� �

���� �� ���� ���� �� � �
������ �������� 
	 
 ��� ��� �
���� ��
����� 	�
� ��� ��������� �


�������� ����������� ��������� ��������� 
	 ������� ������ ����� �
 
 �� �� ���� ��������� ���

��� 
	 ����� �� ����� �� ��� ���
�

W =

( ∞⋃
T=1

W T

)⋃
W∞

����� ��� ����� ���� ��� �	��� � ����� ������ 
	 T �
���� ���� ���������� ���

W T =
{(
at, bt

)T
t=1

∣∣ ψT
(
bT

)
= 1, ψt

(
bt
)
= 0 ∀t < T

}

��� ��� ������� ����� 
	 ��������� ������������ ���

W∞ =
{(
at, bt

)∞
t=1

∣∣ ψt
(
bt
)
= 0 ∀t} .

��� ����������
�� ��
�� ��!�� �
 ����� ��� ���� 
	 ���� ��������� 	
�� ����� ����� ��"�#


����� ��� $��%������ &'()��� *� ����������� ��� ����	 �� ��� ���� ��� ��
�� ���� 
	 ����� ����

����� � ���� ������� ������� �	
���� �������
�� ��� ��
����� �� ��� ���������� +�� �
 ���	���

��	
�����
� ��� �������, 
���
�	 ��� ��� ����������� �������
� �
��� 
	 ����� ������
� �
�����
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��� ��
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� �
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�
���� 
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�����
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������� ���� ��� 	
�����
 ���
��� ��������� ��� ������ �� ��� ���

Z = (Δ× {1, 2, . . .}) ∪ {∞}

�� ��������� � 	��� (a, t) ∈ Δ×{1, 2, . . .} ������� �� �� ��������� �� ��� ������������ a ∈ Δ ��

����� t = 1, 2, . . .� ��� ������� ∞ ������	���� �� 	��	����
 ����������� ���������
�� ��� 	
�����


	���������� ��� ��	�������� �� ���	��
 ��������� ��� 	���� ���������� ui : Z → R ��� �

 i ∈ I�

�� 	������
��� �� �����	���� �� ����� ��� �� ��� ��� �� ������
� 	����� �� ������ ��� �������� ��

!��
� ��� "�
��� #$$%� &��'� ��� (����� )***� &���+� ,������� ��� -�����������'� )*#.��

/� �������+�� � 
��������� ���� �� � 0�����	
� (I, ρ, ψ, u) ���������� �� � 	
���� ��� I =

{1, . . . , n}� � ���������� 	������
 ρ =
(
rt
)∞
t=1

� � ��0����� �� ����������� ��������� ψ =
(
ψt

)∞
t=1

�

��� ���
��� ��������� u = (ui)i∈I : Z → R
n�

� � ������� 	
��
���� �����


/�� ���� ��	������� ��� ��� � ������� ������� �� ���� 	�	�� 1�

 �� ���������
 �� ��� ���
���

���������� �� ��� ������� �������� ���������� ��� �1� 	���� ��� �� 2��������� #$3)� �����	����

�.�� 4����� �� ��0����� ���� ��� �

 t = 1, 2, . . . ��� ����� ε > 0 ����� �� δ > 0 ���� ����

‖a− a′‖ < δ ��	
��� |ui(a, t)− ui(a
′, t)| < ε ��� �

 i ∈ I� /��� �� ���	
� ���������� �� Δ �1���

���	��� �� ��� ��	�
��� ������� �� ��� 5��
����� �������� 6������ ������� �� ��� 	������
���

�� 	��	����
 ������������� � 7���������� �� �������8 �4�������� ��� 9����� #$3:� �� ��

�� ���;

4�� ����� ε > 0 ����� �� T ���� ���� |ui(a, t)− ui(∞)| < ε ��� �

 t ≥ T � �

 a ∈ Δ� ��� �



i ∈ I� ���������
�� ���� ������� ���� ���������� ���� ��� ��<�����
� 
��� 1�

 ��'� �
���� ��

����������

������ #� /1� �����'� ��� �� ������ 4����� ���������� �� ������� �� ��� �� ���������
 �����	=

���� ����� -��	������� &�# �� ��� �		���� ���1� ����� ��� ��� ������
 ��	�
��� �� ��� ��� Z�

���������� �� � �������� ui : Z → R ��
�� �� ��� ��
� �� ��� �1� 	��	������ ������ ����� ��
��

/��� ���� � ����� ������ ��� ���������� ���� ��� ���1� ���� ���������� �� ������� �� ��� ��

���������
 ��������� ��� ������ �� �������
 	��� �� ���������� 1��� ���	��� �� ��� �		��	�����

��	�
����

6������ ��� 	������ ��������� �� ���������� �� ������� ��� �		��� �
����
� �������� ���� ���

��� 	��	���� �� 4�������� ��� 9����� �#$3:�� /��� ��0����� ���� ��� ����� ε > 0 ����� �� T

���� ���� 1������� �1� �	���� �������� 	���
�� ����� �	 �� T � ���� ��� �1� �������� 	���
��

���
� 	����� 1����� ε ���� ���� ������ �� 	������
��� �� ����� �����1��' ����� 1�� �� �������

�� ������
 ������������ ������	������ �� ∞ ∈ Z� ���� ���� �� ������� ∞ ��� �1� ����������

�� ���� ������ 4��� ����� ε > 0 �������� � �������� 	���
� ���� ������� �

 	��	���
� �	 �� ��� T

���������� 1��� ε �� ��� 4��������=9����� ���������� /��� ����� �� � ������ �������� 	���
� ����

�� ��������
 �� ��� ���� �	 �� T ��� ���������� �
1��� �������� ������ ���
�� ��� ������� ∞� ��

#*
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�

(a, t) ∈ Z ������� ��� ���	�
� ����	�� �
 ��� ���� �������
 ������� ���� |ui(a, t)− ui(∞)| < ε�

�� ��������� ���������
� ����� ε/2 > 0 	������� ��� �������
 ������� ���� ����	� ��� ���������

�� �� ��� T ����	����� ���� ε/2 �
 ��� ������� 	��������� ���� ��� ��
��� �� ��� ��� �������


������� 
��� ���� �� ������ ε/2 ���
 ui(∞)� �
 ��� �������� ���������
 �� ������� ���� ���

��
��� �� ��� ��� �������
 ������� 
��� �� ������ ε ���
 ��	� ������ �� ������ ��� ��� �������

���
���� ��� ��� ���������� 	���	����

�
������	�� �� �
����� ���� �
 ���
����	 ���	������� ��� ������� ������
 ���	������ �� �

��!	���� 	�������� ��� 	��������
 �� ������
� ��� ������ �� ���� ���	������� ���� ����� ��� ��
���

�� "��� �� ��
� ���� ��� ���	� 
��� ���� ���� �� ��� ������
 ���
 ��������� ��������
���� ���

�
������	� �� � ����	��
 �������� 	�������� ���� 	��������
 �� ������
� ��� ��������� �#�
���

����������� ���� ������ ���� ������� 	��������
 �� ������
 �����
� �����	� ���������� 
�
 ���

�#���� ��� ���� ��� ������� ���$�� 	����� �����
 ���$���������
 	�����

������� %� &�
�� ��� �� ���� ��
� 	�

������ ���  ��� ���
 ����������� ��� ��� ���� ������� ��

�������� �� �� ���������� ���� ������ �����
 ������ �� ��������� �������� ���� 	�� �� �#�������

�
 ���	��
��� ui(a, t) = 1 − δt−1 ��� ��
� δ ∈ (0, 1) ��� ��� t = 1, 2, . . .� ��� ui(∞) = 0 ��� ���

i ∈ I� ����� ������
 ���	����� ���� 	��������
 �� ������
� '�� n = 2� ����������� ����� �� ����� �


rt1 = t mod 2� ��� ψt(0) = 0 ��� ψt(1) = 1� ���� ��
� ��� �� �����
� �����	� ����������
� (���

������� ���� ����� �� �� ����������
 ���� ���� ���� �����
��� �� ����� t� ���� ��� ���������

rt2 	�� �� ������ �
 ����	���� ��� ��� �		������ ��� ������ ������ �� ����� ���� �� ����������


���� ��������� ��������
���� ���� �� ����
 ����� t ��� ��������� rt2 	���� �� ������ �
 �		������

�

�������
� �� ������� ui(∞) ���� ��� �� 1 ��� ��� i ∈ I� ��������� 	��������
 �� ������
 ���

�#�����	� �� ����������
� ��� 	�

����� ����� ��������� ��������

) 	
����� ��
���� ��
����
�
� �� � *��� ����������
 ���� ����	�� � *��� ����������
 �� ����


�����
�� +��	� ���������� ��
�� ���� �����	� �����
������ � ��� �����
� ������ �� ����
 
���

,���$���
���� ����- �� ��� ����� ��� ��������� �� ��� 
��� ������ �� ��� ������� ������

������� �� ���
� ��
������� ���� ���� ������
�
	 ����� �
������	 ��	 � 	
����� ��
����

��
����
�
��

.�� �� ��� ���������
 �� ��� 	���� �� ��
�� ������� ���� ��� ������� �� ��� ����� �� ���� ������


��� ��
����� �������� ��� ��������� ��������� �� ��� )������#� +����� ��� ��#� ��	���� ��������

�� ��������� ���� �� ��� 
��� ����� ���� ����� ��� ������ ,&������ ��� ��� ��� ���������� �� ���

	������	���� 
�
 � �� ���-

��� ��������	 
� ��	 
�

�

��� ����� 	������� �� ���� ������ ��� ����� ��� 
��� ���������� �� �� ����� ��� ��� Z �� ���	�
��

��� ��� ��� W �� ���
� ���� 	�
��	� ��������� ,/�������- ���������� �� ��	� � ��
 ���� ���


������ ���
 ���
� �� ���	�
�� �� � 	��������� ���	���� ϕ : W → Z� ��� ������� �� �� ����
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��� ������� ��	
���	� ui : Z → R ��
� 
�� ���	�� �	 Z �	�� 
�	��	���� ��	
���	� ui ◦ϕ :W → R�

	�� ���	�� �	 ��
���

��� ��� �� ��
�� W �� ��� �	�	��� �	��	 �� ��� ���� �� ��
�� �� ��	��� T � W T � 
	� ��� ���

�� ��
�� �� �	�	��� ��	��� W∞� �������� ���������� ������� ���� �	��	� 
�� 	�������� ��� ���	�

�
��� ���
���� 
	� ��	
� �� 
�	����� 
	 
����	
���� 
����

�� ��� �������� �	 Z �� �������

���� 
�	������	� ��� 
�����
�� ��� Δ× {1, 2, . . . ,∞}� ��� ������� Δ 

����� ��� 	
���
� ���
����

��
����
	 ��������� ��� ����	��� 	
���
� 	������ {1, 2, . . . ,∞} 
�� �������� ���� 
 ��
	�
��
�	�����	� 
���

���

���	 ��������� �	��	 
� ���  ��� �������� ���� �����	������� ���	�∞ !����

����� "���	 
	� "���

�� #�� $%&'� �� ()*� ���� �� ��� �������� ��� ���
� ��� ���	 ���� 
�� �����

����� 
�������	�� 
�� ������ �	��� �� 
�	�
�	 ��� ���	� ∞� !�����
��	���� 
 ������ �� 
�����

�� �� �� ������ �	��� �� 
�	�
�	� ∞�* ��� �������� �	 ��� �����
� Δ × {1, 2, . . . ,∞} �� ���	 ���
�����
� �������� !��� 
�
����� �������� ��
� �
��� ���� ���+�
���	� 
�	��	����*� �� ���
�	 


�������� �	 Z ���� ��
� 
�	����
���	� 
�� �����	�� �� Δ× {1, 2, . . . ,∞} ���� ��
�	� 
�����	
��
∞ 
�� ���	����� �� 
 ��	��� �����
��	
� 
�
��� ��� �������	� ������	� ��� Z̃ �� �	����� ����

��� ���	���

���	 ��������� ��� �	��� �������� ��
� �
��� ��� ���	���

���	 �
� π 
�	��	�����

����� π �� ���	�� �� π ((a, t)) = (a, t) �� t �= ∞ 
	� π ((a, t)) = [∞] ���������� ��� �	� ������


�������	�� �� 
 �	�����	� 
���

���

���	 �� ��� ��

� Δ×{1, 2, . . .}� "�	
� Z̃ 
	� ��� �����	
�

��� Z �� ���
���� 
�� ���������
� ���� �	��
�� 
 �������� �	 Z� ,	� ���� �������� 

	 ��

����	 �� �� 
���

� 
	� ���
�
���� !-���

�	��� �� Z̃� ��	
� Z� �� ����
��� �	������� ����


���

�	��� �� Δ× {1, 2, . . . ,∞}. �� ���� ��
� �� �� ���
�
��� �
��� ���� �����*

,� ��� ��� ��� W �� ��
��� ���� �� ���� �������� �	�� ��� ��

�

Ω∞ = [(Δ ∪ {∗})× (B ∪ {∗∗})]∞

�� �	�	��� �����	
��� ����� ∗ 
	� ∗∗ ��	��� ����� �����	�� ����	��
��� ���	
��	� ��
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	 �/��
�
� ���	 ���������� 


������ ,�
�	� Δ 

����� ��� ���
���� ��
����
	 ��������� ���
� ���
�	�


���

� 
	� ���
�
��� �� ��� ��	���� ���
������ ���
�
��� ���	� ∗ �� 
���	���� ��� �	��� ���

B ∪ {∗∗} �� �	����� ���� ��� ���
���� �������� 
	� �� �����
��� 
���

� 
	� ���
�
���� 0�

��
��	�/1� ������� ��� �	�	��� �����
� Ω∞ �� 
��� 
���

� !
	� �
�����/ �� �
���� ���
�������*�

2��� ���� ��� �� ��� ���� 3�
�� 
�������	� �	�� �� �	�	��� �����	
�� �	 ��� ������ W̄ ⊆ Ω∞

����� �	
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	 �/�� �� 


������ ��
� 

��
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������� '� *�� n = 3� rtj = (t+j−1)mod 3 �
� j = 1, 2, 3� ��� ψt(bt) = 1 �� ��� 
��� �� bt2+b
t
3 = 2

�
� ��� bt ∈ {0, 1}2� �
� ��� t = 1, 2, . . . ���� �
� ����� ������
 ���� ����
 �� ������ ��
�

��
 ���

���������� �
 	� ���������� 8������ ������
�
 ��� ����� 	� ui(a, 1) = ai ��� ui(a, T ) = βδT−1ai

�
� 

�� β, δ ∈ (0, 1) �
� T = 2, 3, . . .� �
� ��� a ∈ Δ ��� ��� i = 1, 2, 3� ����� ��� ���� �
��� �


��
�
����� 	� βδ  ���� ����� �
���
 t > 1 ��� ��
�
����� 	� βδt−1� ���
��� � ��������� �


��������� �	
��� ������
� ��� ����� ��� ���
����� 
� 
�	����!������� �)����	���� �
 �����������

�� ���
 ��
�� ��� �)����	���� ��� 	� ��������� ���
��� 
������� ��������
 ������� ��� ����
�

�%9:��

*�� v̄ti ��
�� v
t
i ���
�� ��� 
������� ��
�� ��� ������ 
� ������ i1
 �)����	���� ���
,
 ��

��� 
�	���� 
������� �� ��� t!�� �
���� �
� t = 1, 2, . . . ��� i = 1, 2, 3� ;�� 
�	����
 
�������

�� ��� �
���� �
��� ��� ��������� �
 ��� ���� 
������� �� ��� ��
� �
���� ���
� 	� ��� �
���

�������� �
�� ������ ��� ����
� �%9:�� �
� t = 3 ��� ������ 3�

v̄33 = 1− βδ
(
v41 + v42

)
��� v33 = 1− βδ

(
v̄41 + v̄42

)
,

��� v̄3i = βδv̄4i ��� v
3
i = βδv4i �
� ������
 i = 1, 2� 6������� �
� t = 2�

v̄23 = βδ − β2δ2
(
v41 + v42

)
��� v23 = βδ − β2δ2

(
v̄41 + v̄42

)

�'
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�

��� ������ 3	 
���� ��� ������ 2

v̄22 = 1− βδv31 − βδv33 = 1− βδ + β2δ2
(
v̄41 − v41

)
+ β2δ2v̄42 �
�

v22 = 1− βδ
(
v̄31 + v̄33

)
= 1− βδ − βδ

(
v̄41 − v41

)
+ β2δ2v42,

�
� v̄21 = β2δ2v̄41 �
� v
2
1 = β2δ2v41 ��� ������ 1� ��
����	 ��� t = 1	

v̄13 = β2δ2 − β3δ3
(
v41 + v42

)
�
� v13 = β2δ2 − β3δ3

(
v̄41 + v̄42

)
��� ������ 3	 
���� ��� ������ 2

v̄12 = βδ − β2δ2 + β3δ3
(
v̄41 − v41

)
+ β3δ3v̄42 �
�

v12 = βδ − β2δ2 − β3δ3
(
v̄41 − v41

)
+ β3δ3v42,

�
� ��� ������ 1

v̄11 = 1− βδ + β3δ3v̄41 + β3δ3
(
v̄41 − v41 + v̄42 − v42

)
�
�

v11 = 1− βδ + β3δ3v41 + β3δ3
(
v̄41 − v41

)− β3δ3
(
v̄42 − v42

)
.
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�� ��� �������� ����

�
� �
 ��� ������ ���
� ��� ���
����� �� ��� ���� ���� ������ �
 ���

���� ���
�	 v̄1i = v̄4i �
� v
1
i = v4i ��� ��� i = 1, 2, 3� �����
� ���� ��
��� �������
 ������ ������

v̄1i = v1i =
βi−1δi−1

1 + βδ + β2δ2

��� ��� i = 1, 2, 3� ��� �� ���������� ������
��
� ������ 3�� ���
� �
 ��� ���� ���
� ������� ���

���� a13 = β2δ2/(1+βδ+β2δ2) ���
 ������ ��� 
���� ������ �� 
��� ��� ��� ����� ���
� �
� ���

1/(1+ βδ+ β2δ2) ��� �������	 
���� ��� 
�
 ������ �� βδ2/(1+ βδ+ β2δ2) > a13�  �� ��� ��� 
�

��
���� ���� ��� ���
� �
 ��� ����
� ���
� 
�� ������� a22 = βδ/(1 + βδ + β2δ2)	 
���� �
 ���

����
� ���
� �� �� ���� �� ��� �� ����
� 1/(1+βδ+β2δ2) �
 ��� ����� ���
�� !��������	 ������

3�� ���
� �
 ��� ���� ���
� ��� �� ������ �
 ���� ���� �� 
���� ���� �� ��� ���
 ��� ������
���

����� �� ��� �

 ���� �
 ��� ����� ���
��

" ������� ���� �� ���� �#����� �� β = 1	 ��� ���
���� ���� �� ��������� ������
��
�� ���

���� ���� ��� �#����� ���
� ���� 
��� � �
�
����� ���� �����$������ ������
�
� ������ � �
����
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��� �����	
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 �����!�� �
 ����� ��	
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� ��� 	�
� �� 
� ������� ��� 	���	� ������
 ��	� ��	
��
 ����!�

���� ��� 
�	��
�  ��
 �
 ����
��	��� �� ��� ��������� ��	���� ���� ����� �	��	����� �	�����
�

������� +� ,�� n = 3� rtj = (t + j − 1)mod 3 ��� 	�� j = 1, 2, 3� 	�� ψt(bt) = 1 �� 	�� ���
 ��∑3
j=2 b

t
j ≥ 1 ��� 	�� bt ∈ {0, 1}2� ��� 	�� t = 1, 2, . . .  �	� �
� ��	
��
 �	'� ����
 �� �����
��� 	��

!����� 	�� ��� 	�����	��� ����
��� �
 �
 
����� �	-����
 !����� �
���� ��� �����
	� �����
 	


	 .�
"!����� /������ ��� ����� ��	
��
 �� 	 ���	����� ���� ��	
�� � �� ��� ����� �� ��	
�� � 	��

��	
�� 0 �� ��� �����  �� �	
�1 ��������
 ��
��	
 �����"���	����� ����������
 	
 ������
�

ui(a, T ) = δT−1ai + αu(i+1)mod 3(a, T )− α2u(i+2)mod 3(a, T )

��� 
��� α, δ ∈ (0, 1) ��� 	�� a ∈ Δ� 	�� T = 1, 2, . . .� 	�� i = 1, 2, 3�  �	� �
� ��	� �	����
 �� 	

��	
�� �
 ��� ���
 ��� 
�	�� �� ��� 
�����
� ��� 	�
� ��� ��� �������� �� ��� ����� ����
 	���� ���

	����	���� ����� ������ α�� �!�� ������ 
�� ��
��
�
 	 ��� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ����

����� ������ −α2�� $��!��� ��� �)�	���� 


��� ��� ������
 ��������
 
����


ui(a, T ) =
δT−1

(
ai + αa(i+1)mod 3

)
1 + α3

��� 	�� a ∈ Δ� 	�� T = 1, 2, . . .� 	�� i = 1, 2, 3� ����� ��	
��
 �	�� 	���� ����� ��� 
�	�� 	��

����� ��������2
� 3����� ��������
 	�� ���������
 	��  ������ � 	�����
� �� �)���������4��� ��

�	�
� �� ����
�4�
 �	
��
 �����5 6!��
 �����
�� i 	
'
 1/(1 + δ2) ��� ���
���� �1��
 0 �� (i + 1)

mod 3� 	�� δ2/(1 + δ2) �� (i + 2)mod 3� ��� 	�� i = 1, 2, 3� 6!��
 ��
������ j 	�����
 	�
 �1��

���� aj ≥ δ2/(1 + δ2) 	�� ��-���
 �������
�� ��� j = 1, 2, 3� 7� �
 ��� ��8���� �� !����
 ��	� ���


�
 	� �)���������� ���	�
� ��� ��
������� ��� �
 �1���� 	 ��
���!� 
�	��� �	
 �� �	�� ��� ���

�����
 ������ �� �
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�	�	����� α ��	� ��	
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�� ������� � �	
�� �� 
�� �� ��� ���������	���� �� Δ� ���
��� ����� �� ������ ����
������ ��

������
��� 	�� ����	������� ��� ������� Δ ��
�� �	���� �� ����	��� �� 	 �
�� ΔK ��	� �	��
���

K > 1 �������� ���
�� 	��
� ����� ��	���� �	��	��� ��� 	��
����� ���	�������� ��������� ��

��
������
� ���	�� 
���	�����

��� ������	�
� �������
���

�� ��� �	�� �	�� �� ��� �	��� �� �	�� �	
�� 	 ����������
�	� ��	���� 	�������� �� ����� �	��

�	����� �	������ �	�� ���� 	��
� ��� ��� �
���
� ��  �	��� ����� 	�� 	��
� ���� 	��������

�� ��	����!�
� ��� 	��
� ��� ���� �� ���
��� 	��
�� "���	��� ���� �� ��������� �� �� ����


������ �
������� �� ��� ��	�� Z �� �������� �
������� �� ��� ������
�� �� �	��	����� �� ������!

��� �
��	���
� �� ��� ������ �#��� 	��� ��� ��
������� ������ ���	��� ������� ���� ��$��

�� ������� ������� ������	������ ����!��%
����� ����������� ���� ����������� ���� �� �� �� ���

�������� �� ��	��� ��	� ��� ��� 	�������	�� ���	�� ��� &������
�	�' ����������� �� ���� ��� ���W

�� ��	��� �	���� ��	� ��� ��� Z� ���� ��
�� ��� ���� 	 ������� ��� ��� ��������� ������ ���
���

"��� ��� 
��������� ������� ()�*��"����� 	�� +��,������ -.�/�� ������� �0 -.�/	� �������

1�23 ����� ��� ����������� �� ��� �� ��	��� ���� �� ����� 	�� �
���� �����	�� ����� ��� ������	����

���������	��� �� 
������ �
�������� 4� ��
���� ��� �	�� ����������� ������
��� ���� ������� �� 	

(����	�� ���	�	���3 �������� �� ��� ��� �� ��	��� ��
�� ���� �	�� �� 	���� �� ����� �����������

�� ��� �� ��	��� �
�� ���� ���� ���� �� ����������� ������� � �	� �� ������	���� �������� ��

����� ������
�	� ������������ ��� ����� 	��
	��� ������� �������� ����� ��� �	�� ��	� ���	�������

������
��� �� ϕ :W → Z �	� �� ��������� �����

��� � ������ ��
���
���

�� ��
���� �����	� ������
�� �������
�

��� ��������� ��	���� ���
���	��� 	 ������	����	��� ��	����	��������� ����������� ����� �����

�� �� ������	�� 	���������

������� 5� 6�� n = 3 	�� ��� rt = (1, 2, 3) ��� 	�� t ���� rt = (2, 1, 3) ��� 	�� t ����� ��	� ���

��	���� � 	�� - �	
� ������	�� 	�����	������� ���� ��� ����� ��	��� ������  ���� 7�	��� 8 �����

���� �� �������� 	�� 	��	�� ����� ������� "�� t = 1, 2� ��� ������ �
�� �� 
�	������� ���� ψt(b) = 1

�� 	�� ���� �� b = (1, 1)� 9������� 	���� t = 3 ��	��� 8 ������� 	 �
��� ��	���� "�� 	�� t ≥ 3�

ψt(b) = 1 �� 	�� ���� �� b2 = 1� ��	� ��� ��� �
�� ������� 
�	������ 	���� ��	���� � 	�� -�

6�� ui(a, t) = δt−1ai ��� i = 1, 2� ����� ��	��� 8 �� �#�������� �
� �� ��� �	�� ��� 	�� t ≥ 3�

�� ������� ��	� �� 	�� �
��	��� 	� �� 	���� t = 3 ��� ���� �
��	�� ������� ��
������
� �� 	� ��

:�	���� ;� ��	� ��� ��	��� � 	��	�� ��������
(

1
1+δ ,

δ
1+δ , 0

)
	�� 	������ �� 	�� ���� �� �#���� 	

��	�� �� 	� ��	�� δ
1+δ � 	�� ���������	��� ��� ��	��� -�

�
����� ��	� ��	��� 8 �	� ���������	������ ������
� ����������� �� ��� ����

u3(a, t) = δt−1a3 +min {t− 1, 2} (1− δt−1(1− a3)
)
.
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���� ��� �	�
�� 
 ��	��� ������� � 	���� ����� ��� �����	� ���� u3(a, t) �� ���������� �� a3 ��� ��


���� t�� ��� �	�� ��	��� �������� ��� ���������� ����� ��
��� �� ��� ����� ��� �	�
��� �� ����

�� ������	�� ��� ��� ���	��
 ������ �� ���� ��������� ��������� ����
 ������ ����	 t = 3 ����� ���

�	�
�� ������� � ����
��  ��� ���� ui �� ���������� �� ��� ����� ���������� �� !������ 
 ���

�		 i = 1, 2, 3� ���� u1(∞) = u2(∞) = 0� u3(∞) = 2� ��� ���� �����	� ��		� ������ ��� ����� ��

������� "� #� ��
 ������� ������� �$��	������� �� t = 2� �	�
��� %��� ���� �� �	�
�� &'� ����

�� ��������� ��� �		�������
(

1
1+δ ,

δ
1+δ , 0

)
��		 �� ���	�(�� �� t = 3� )����� �� �� ���� �� t = 2 �� ��

�� ��������� �
 ���� �	�
��� " ��� & �� ������� ����	 t = 3� �� ���� ���� �	�
�� " �� 	���� δ
1+δ

��� �	�
�� & �� 	���� δ2

1+δ � )����� �� ���� �� t = 2 ��� �� ���� ��� �������� �� �� ����� �	�
�� 


������	
 ���� ���� 1 − δ
1+δ − δ2

1+δ = 1 − δ� *��� ����� ���� �� �		�������� ������ �	�
�� & �������

�� ���� ���� ����� ��		 ��� ��%� ��� ���� �� �� �� �� �� ��������� �� �	�
�� " ������� �� ���� ����

����� ��		 ���� ��������� )������� � ������ ����������� ����� ���� �� �� ���� �� t = 2 ����

�	�
�� 
 1− δ� ���� �	�
�� ���	� ���� ������� ��� ������� �� ������� �� ������� + ��� ������ 	����

���� 1− δ �� t = 2� #������

u3(1− δ, 2) < u3(0, 3) ⇔ δ(1− δ) + (1− δ(δ)) < 2
(
1− δ2

)
⇔ δ(1− δ) < 1− δ2b⇔ δ < 1 + δ

��� ��� 	��� ���$��	��
 ��	�� ���������	
� #� ��		��� ���� �	�
�� 
 ���	� �	�� ������ ��
 ���� ��

t = 2 ������ ��� ������	
 	��� ���� 1 − δ� ,� ����	��� ����� �� � ������� ������� �$��	�������

��� �$��	������ ���� �� �	�
�� & �� t = 2 ���� �� ���������

-��	�����	
� �� ��
 ������� ������� �$��	������� �� t = 1 �	�
��� %��� ���� �� �	�
�� "'�

���� �� ��������� ��� �		�������
(

1
1+δ ,

δ
1+δ , 0

)
��		 �� ���	�(�� �� t = 3� )����� �� �� ���� �� t = 1

�� �� �� ��������� �
 ���� �	�
��� " ��� & �� ������� ����	 t = 3� �� ���� ���� �	�
�� " �� 	���� δ2

1+δ

��� �	�
�� & �� 	���� δ3

1+δ � )����� �� ���� �� t = 1 ��� �� ���� ��� �������� �� �� ����� �	�
�� 


������	
 ���� ���� 1− δ2

1+δ − δ3

1+δ = 1− δ2� -����� � ������ ����������� ����� ���� �	�
�� 
 ��		

���� ������� ��
 ���� �� t = 1 ������ ��� 1− δ2� �����

u3(1− δ2, 1) < u3(0, 3) ⇔ (1− δ2) < 2
(
1− δ2

)
��� ��� 	��� ���$��	��
 �� �������	
 ����� ���� ��� �� �		 ������� ������� �$��	����� �� ���� ����

�	�
��� " ��� & ���������		
 ��%� ����� ����� ��		 �� �������� �� ��� ���� ��� �������� ��� �����

�� ��������� �� ������ 
�

��� ��������� �� ���� �����	� �� ������	������ ��� �� ��� �� ������ �� ������	�(��� ���

%�
 �� ��� �����	� �� ��� ��		������� �� ��� �	�
�� �� ���� �� ����� �� ������ ����� �	�
��'�

��
���� � ���������� �		���� �
 �����.��������� ������������ ��� ��� �������	��
 �� ��������

���� ���� �	�
�� �
 ������� ����	 �� ����������� ������������	 ������� ����� �� �		���� �
 ���

���.�����������
 �� ��� �������� #� �	�� �		�������� ���� ��� ������� �		��� ��� ��� �������� ��� ��
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���	 ����� ��	 	��
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 � ������� ���		 
� ������������� ���������� �

��	� �
 ���������� �

�� 
�

���������� �	 �������
� ����� ���
���� �
� ��
������ 
� ������
��� 
�	�
������� ������������	 ��



����������
��� ����������	 ��� ���
��
� ��
 ���������� ��
�
�
�	 ��� �� ��������� ��
 ���� 
���

����������� �
 	����
���� 	�������� �	 �		���
� ��� ���� ��	���� �	 ���� ��� ����	 �� ���� ���		

���� � 	������ ������� ������������ ��
��
�
 ��� ������� ������
�	 ��� �
�����
�	� �
��������

���� �����
�	 ��� �
		������� 
� ��������� 
�	���������� ���� �	� �� ��	
 �
�
	 ��� �� �����! ���	

��	��� ����� ���������	 ��� ����		��� �
 
��
�	����� ���	����� 
� ����������� �
� ���� ����������

��
���� 	���������� �� ��
��
��� � ������� ���	����� ��

� �
� � ��
� ���		 
� ��
����	�


 ������
	��

��� ��� ��	
� �� 

�����
 ���
����

" ���������� 
���
�� �	 �� ���
����
� ��
 ��� ���� �� ����� �� �	 �������
� (a, t) ∈ Δ×{1, 2, . . .}�

� ��������� 
�	���������� ����� �	 �����	����
 �� ��� 	���
� ∞� #����� ��� 	���� 
� 
���
��	

�	

Z = (Δ× {1, 2, . . .}) ∪ {∞}.

�
 ��

� �� ���� � ������� �
�
�
��� �� ���� ���� �� �	 � ��
����� 	�� 
� ��� ������� ��	���������

	����

Z̄ = Δ× {1, 2, . . . ,∞}.

���	 ������ 	���� ��	 � ��

��� 	�������� ��
 �	 ��������� �����������
 �� ��� ����
������ �
�
�
�

���	 ��� ��$�� �
� ��� ����
�	� %�

� ��� 	���� 
� ���
����
�	 Δ ���� ��� %����
��� �
�
�
���

����� ��$�	 Δ �
����� ��
 #��	

�&� ��� 	���� {1, 2, . . . ,∞} �	 ��	
 �
����� ��
 #��	

�&

�� �� �	 ��

��
 ���� ��� 
����
��� �
������ ����
� 
� ��� 
�	����� �
�
�
��� ���� �	� � 	��	�� 
�

{1, 2, . . . ,∞} �	 
��� �� ��
 
��� �� ��	 �
�������� �	 ������  ���� 
� �
�����	 ∞� ���	 �
�
�
��

�	 '�	� ��� 
�	����� �
�
�
�� (��� 	��	 ��� 
���) �� ��	������
 �
 {1, 2, . . .}� ��� �� �������	 
��� 	��	

�
�������� ∞ �
 �
����� 	
�� �������� 	������ {t, t + 1, . . . ,∞}� *� ���� �� 	�
�� ���
� ����

���	 �
�
�
�� �	 ��
	��� ������
 �
 �
��
�	 
� ��
�������� �� �� �����!�

��� 	���� Z̄ �	 ��

��
 ���� ��� ��

��� �
�
�
�� ��
 �	 ������
�� �
����� ��
 #��	

�&�

�
�	�
�� ��� ��
'����
� π : Z̄ → Z ����� �� π(a, t) = (a, t) �� t �= ∞ ��
 π(a,∞) = ∞ �
�

��� a ∈ Δ� ���	 ��
���	 �
 �
��������� ��� 
���
��	 ���� ��� 	�+������� ��� �� ��� ������ �
 �

	����� ����������� ���		� ������� ��� 	���� Z ��� �� 	��� �	 ��� ��
����� 	���� Z̄/ (Δ× {∞})
���� �������	 �
 {1, 2, . . . ,∞} �� 
��� �
��
 
� ��� ���� �������	 ���� �����
������� ���
� ∞� ��� ����
 

�
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��� ��� ������ ��  !"�
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��� ������� ���	 �	� ������
������ ����
��� ������ ��� ������	� ��� ����� �� ��� �	�� ��� � ���

V ⊆ Z �� ���� �� Z �� ��� ��
� �� π−1(V ) �� ���� �� �	� ������� ����
��� �� Z̄�

����	 ���� ��� ��� Z ����	�� 	
�� ��� 
����
��
�
�� �������� 
� ����
�� 
�� �
�������

������ ����� Z̄ �� �������� �	�  ������� ��� Z �� �
�� �������� !� ��� �	�� �� �� �
�� "������#�


�� x, y ∈ Z̄ ���	 x �= ∞ �= y� ����� Z̄ �� "������#� �	��� �$��� Ux, Uy ���� ���� �� Z̄ ���	 �	��

x ∈ Ux, y ∈ Uy� ��� Ux ∩ Uy = ∅� ����� {1, 2, . . .} �� ���� �� {1, 2, . . . ,∞} ��� x �= ∞ �= y� �	�

���� U ′
x = Ux ∩ Δ × {1, 2, . . .} ��� U ′

y = Uy ∩ Δ × {1, 2, . . .} ��� �
�� ���� ���� �� Z̄ ���	 �	��

x ∈ U ′
x, y ∈ U ′

y� ��� U
′
x∩U ′

y = ∅� %������� �	� �����
����� �
����� [x] ��� [y] �� Z� !	�� π−1(U ′
x)

��� π−1(U ′
y) ��� ���� ���� �� Z ���	 [x] ∈ π−1(U ′

x)� [y] ∈ π−1(U ′
y)� ��� π

−1(U ′
x) ∩ π−1(U ′

y) = ∅�
"���� �

 �
����� [x]� [y] ��#����� ���� [∞] ��� �� ��������� �� ���� ����� !� ����
��� �	�

������ 
�� x = (a, t) ∈ Z̄� &� 	�'� �� �	�� �	�� �	� �
����� [x] ��� [∞] ��� �� ��������� �� ����

���� �� �	�  ������� ������ !� ��� �	��� 
�� Ux = Δ×{1, . . . , t} ��� U∞ = Δ×{t+1, . . . ,∞}� !	���
���� ��� ���(���� ��� ���� �� Z̄� ��� ��



 x ∈ Ux ��� ∞ ∈ U∞� !	�� π−1(Ux) ��� π

−1(U∞)

��� ���� ���� �� Z ���	 [x] ∈ π−1(Ux)� [∞] ∈ π−1(U∞)� ��� π−1(Ux) ∩ π−1(U∞) = ∅� �

)������ ��������� ������ �	� �
��� [x] = {x} �� Z ����
� �� x ��� ���	 x �= ∞� ��� �	� �
���

[∞] = Δ × {∞} �� ∞� *�� ���'�������� �� V ⊆ Z� �	� ��� V \ {∞} ��� �� '����� �� � ������

�� Z̄ ��� 	���� ���������� �������� ��� �� �'������ +� �������
��� �� ∞ /∈ V �	� ��� V ��� ��

���� ���	 �� � ������ �� Z ��� �� � ������ �� Z̄� +� ∞ ∈ V ⊆ Z� �	� ��� π−1(V ) ⊆ Z̄ �����������

�� V ���	 �	� �������� �� �

 ����� �� �	� ���� (a,∞)� *����

��

π−1(V ) =

⎧⎨
⎩V �� ∞ /∈ V

(V \ {∞}) ∪ (Δ× {∞}) �� ∞ ∈ V.

!	�� ��� �� �� ���� ��� V ⊆ Z �������� ∞� �	� ���� ��� π−1(V ) ⊆ Z̄ �������� �	� �	�
� ,
����

�
���- Δ × {∞}� !	� ��

����� 
���� ������
�� �� ��������� �������� �� ���	 ����� �	��	 ��



�� ���� �� �	� ������ ��
���

����	 ���� ��� U ⊆ Z̄ �� 
� ���� ��� 
� ��� ������� �������� �� Z̄ ���� ��
� Δ× {∞} ⊆ U �

����� ����� ��
��� T ≥ 1 ���� ��
� Δ× {T, T + 1, . . . ,∞} ⊆ U �

������ *�� ���	 a ∈ Δ� (a,∞) ∈ U � ����� U �� ����� �	��� �$��� U1(a) ���� �� Δ ��� U2(a)

���� �� {1, 2, . . . ,∞} ���	 �	�� (a,∞) ∈ U1(a)× U2(a) ⊆ U �

!	� ���� {U1(a) | a ∈ Δ} ���� �� ���� ��'�� �� Δ� ����� Δ ���	 �	� .��
����� ����
���

�� �������� �	��� �$���� � 
���� �����'��� ���� a1, . . . , am ∈ Δ ���	 �	�� U1(a1) ∪ U1(a2) ∪ . . . ∪
U1(am) = Δ� *�� ���	 j = 1, . . . ,m� �	� ��� U2(aj) �� ���� �� {1, 2, . . . ,∞} ��� �������� ∞�

/��� ���� �� �	� ����
��� �� �	�� ����� ��� �	��� �	��� ����
������ ��� ���	�� 
���� �� �������

∞� ����� �	� ������ ������ 	������ �� ��

��� �	�� ��� ���	 j = 1, 2, . . . ,m� �	��� �$���� tj ���	

00
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�

���� {tj , tj +1, . . . ,∞} ⊆ U2(aj)� ��� T = maxj=1,...,m tj � ����	 U1(aj)×{T, T +1, . . . ,∞} ⊆ U


�� �

 j ���	 ����� ��� ���� U1(aj) ����� Δ	 �� 
�

��� ���� Δ× {T, T + 1, . . . ,∞} ⊆ U � �

��� ��� ��	
� �� 
�	��

��� ����� �
 �
��� �� ����� ��

W =

( ∞⋃
T=1

W T

)
∪W∞

��� ��� ������� ��������� �� ���� �
�� ��� ���������� ������� �� ����� �� ϕ :W → Z ����

��� ϕ(w) =

⎧⎨
⎩
(
aT , T

)
�
 w =

(
at, bt

)T
t=1

∈W T , T <∞
∞ �
 w ∈W∞

������ �� �� ������� ����� ��� ����� W ���� ��� 
��� ����

 �� � ������
 ��

��������

����
���� �����
���	 �� ��

 ����� �� ���� �� �����������
 ����� �
 �� ������ 
��� �� ��
�����

����� �
 ������������� �������� ��� 
����� ��� �� ������� ���� � ������
 ��

�������� �������

����
���	 ��� ���� ������� ���� ���������� ����� ������ �� ����������� �� ����� �
 ��� �����

����	 ��� �����
 ����� �
 �
��� ��

 �� � ������ ������ �
 ��� ��� �
 �� ������� ���� ������ ��
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���� !� ���� ���	 ��� ��
����� ����
��� ���������� ��

��� �
���� ������� ��

 ������� � ��

�������� ����
��� 
�� ��� ����� �
 �
����

"#���� ��� ��� �
 �

�������� Δ ���� � ����� ������ ∗	 ������������ ���� �� ��������� ���

�������� �� ��� ����� ��$�����	 �#���� ��� ��� �
 ������ ����
�� B ���� � ����� ����
� ∗∗	
������������ ���� �� ������ �� ��

�� 
�� ������� ��� ���� ��� �
����� ������ ���� ��$� ��� ���

�
 ������������� ������ ����
�� ��

Ω = (Δ ∪ {∗})× (B ∪ {∗∗}) .

"���� Δ ���� ��� "��
����� ����
��� ��� Δ ∪ {∗} ���� � "��
�������#������ ����
��� �����

V ⊆ Δ∪ {∗} �� ���� �
 ��� ��
� �
 V ∩Δ �� ���� �� Δ� ���� ��	 ��� ����
��� �� Δ∪ {∗} ����
�

%�������& ��� ���������
 �����	 ��� ��� ����
���� {∗} �� ���
���� ����� ���� ����
��� ��$��

Δ ∪ {∗} ������� ��� '������(� ��� ����� ��� B ∪ {∗∗} �� ������� ���� ��� �������� ����
���	

����� �
 ������ ��$�� �� �
�� ������� ��� '������(� ��� ��� Ω = (Δ ∪ {∗}) × (B ∪ {∗∗}) ��
������� ���� ��� ������� ����
��� ��� ����� �� �� �
�� ������� ��� '������(� ���� ��������

��� ������� �������

Ω∞ = [(Δ ∪ {∗})× (B ∪ {∗∗})]∞

������� ���� ��� ������� ����
���� ���� ����� �� ������� ��� '������(	 ��� �� ��� �� ������


�������������� ���� ��� ����� �
 �
���� )�� ��������	 �� ������ ����� ���� a ∈ Δ �������

������
� �
��� �� ���������� �
 ∗ ������ �� � �
��� ��� 
�

����� ��������� ��������� ��� �� ������
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�

�� Ω∞ ���� ��� �� ����	
	���� �� 

����

���


�
�
 ���� � ��������
(
āt, b̄t

)∞
t=1

∈ Ω∞ �� � ���������� ��	
���� �� ��� ��

����� ����������

��
��

����� ā1 ∈ Δ�

����� āt = ∗ ⇔ b̄t = ∗∗� ��	 �

 t = 1, 2 . . .�

�����
(
āt, b̄t

) ∈ Δ×B ⇔ ψs
(
b̄s
)
= 0 ∀s = 1, . . . , t− 1 ��	 �

 t = 1, 2, . . .

��������� ����� ������ ���� ��	������� ������ ���� �� � �	� ����� ��!���� ���� ��!!�

�
����� �
���� ����	 �� ���� ���	������� �� ��� ������������� ������ 
	�"
�� ����� ���
�
����

���� ����	 	�#������� ��	������� ��������� ��� ����	 �� ����
����� �� ����� $�� W̄ ⊂ Ω∞ ������

��� ��� �� �

 ��	������� ����������

����	 ���� �
� ��� W̄ �� ������ �� Ω∞�

������ %� ��

 �� 
	�&�� ���� ��� ��!

�!��� Ω∞ \ W̄ �� W̄ �� �
�� ��� ��� 
	����� ��
�
��� ��

Ω∞� �� ������� ���� �� �������� �� �
�� �������	���� ��	 �

 ��� 
������ '�	� 
	�����
�� ��	 ���

�������� w̄ ∈ Ω∞ \ W̄ ��� �&�	� 
�����
� &��
����� �� ����(�� �� ��

 �)����� � ����� �
�� ��� U

���� �������� w̄ ��� �� ��������� �� Ω∞ \ W̄ �� $�� w̄ =
(
āt, b̄t

)∞
t=1

∈ Ω∞ \ W̄ � *��� w̄ &��
����

�� 
���� ��� �� ��� ���������� �	�! +�"������ ����

%� w̄ ���
� ������ ���� ā1 = ∗� ��,� U = ({∗} × (B ∪ {∗∗})) × Ω∞� %� w̄ &��
���� ������ ����

���	� �� t ≥ 2 ���� ���� �����	 āt = ∗ ��� b̄t ∈ B �	 āt ∈ Δ ��� b̄t = ∗∗� %� ��� "	�� ���� 
��

U = Ωt−1 × ({∗} ×B)× Ω∞� �� ��� ������ ���� 
�� U = Ωt−1 × (Δ× {∗∗})× Ω∞�

%� w̄ ���
� ��� -��.(
�	� �� ����� ���� āt ∈ Δ �	 ��� -��
� ��.(
�	�� ���� ���	� �� t ���� ����

�����	 ψs(b̄s) = 0 ��	 �

 s = 1, . . . , t− 1 ��� b̄t = ∗∗ �	 (āt, b̄t) ∈ Δ×B ��� ψs(b̄s) = 1 ��	 ��!�

s = 1, . . . , t− 1� /�	 ����� ����� 
�� U =
(×t

s=1

(
(Δ ∪ {∗})× {b̄s}))× Ω∞� /���

�� �� w̄ &��
����

��� -��.(
�	� �� ����� ���� āt = ∗� 
��

U =
(×t−1

s=1

(
(Δ ∪ {∗})× {b̄s}))× ({∗} × (B ∪ {∗∗}))× Ω∞.

����� �� �� ��� ��0��
� �� ����, ���� �

 ��� ���� U �	� ����� �
�� �������	����� �� w̄ ���������

�� Ω \ W̄ � ��� 
	��� �� ��!

���� �

����� W̄ �� �
���� �� Ω∞ ��� ��� 
����	 �
��� �� ��!
��� ��� 1�����	 ���� ��� 
	�����

��
�
���� ��� ��� W̄ �������	 ���� ��� 	�
���&� ��
�
��� ����	���� �	�! Ω∞ ��� � ����
���� ��

��!
��� ��� 1�����	 � �

 ���� 	�!���� �� �� ���� ���� ���	� �� � ����	�
 ��#������ ������� W̄

�� ����� ��� 	
� ���
��	 	������� ������	� �� 	
� ���
��	 ��	� ��� �
��
 ��� ��	 ���	��� ���� �� 	
� ���	��� ���

�����	���	�
� �� ���� ��	 ���� 	
�� ����� �� �����
 � ����� ���	 ��
�

�2
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� �
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� �	��	



�

��� ��� ���	� 
� ���
� W � ��� Λ :W → W̄ �� ����� �


Λ(w) =

⎧⎨
⎩
(
a1, b1, . . . , aT , bT , ∗, ∗∗, ∗, ∗∗, . . .) �� w =

(
at, bt

)T
t=1

∈W T , T <∞
w �� w ∈W∞.

���� ������� �� 
���
���
 ����	���� �
�� �
 
���� �
 ��
� ���� �� �����	���� �
��
�� ��� w̄ ∈ W̄ �

�� w̄ ∈ (Δ×B)∞� ���� w̄ ∈ W∞ ��� Λ(w̄) = w̄� �� w̄ =
(
āt, b̄t

)∞
t=1

/∈ (Δ×B)∞� �
 ����� �����
�� �
�� t ≥ 1 ��	� ���� āt = ∗� ��� t̄ = min

{
t
∣∣ āt = ∗}�  
 ����� ������ b̄s �= ∗∗� �
� ��� s < t̄�

 
 ���!� ��� ������ ψs(b̄s) = 0 �
� ��� s < t̄ − 1�  
 ����� ������ ψs(b̄t̄−1) = 1� �� �
��
�� ����(
āt, b̄t

)t̄−1

t=1
∈W t̄−1� "������� �
 ���!� ās = ∗ ��� b̄s = ∗∗ �
� ��� s ≥ t̄� ���	� Λ

((
āt, b̄t

)t̄−1

t=1

)
= w̄.

#��	�� Λ �� � ����	��
� ������� W ��� W̄ � "
�����
� ��� �
�
�
�
 
� W̄ ��$��� � 	
���	�

#����
�% �
�
�
�
 
� W �
 ��	������ U ⊆ W �
 �� 
��� �� ��� 
��
 �� Λ(U) �� 
��� �� W̄ �

�� ���	��	�� �� 	�� �����
 �������
 ��� ���	�� W ��� W̄ ��� ���
 
� ��� �
�
�
�
 
� W̄ � �


�	
�
��&� 
� �
����
�� �� ��� ��'��� �� ���� �
��
� ���� ����
�	� ��� �������
W ��� W̄ � �������

���� � ���
 w ∈ W 	�� ���
 �� ���� �� ��� 	
�����
����� ���������� ��'���	� �� ��� ����� 
�

(�$����
� )�*�

��� ��� ��	
��� 
������

#����� ���
��� ��� ���W 
� ���
� ��� ��� ��� Z 
� 
��	
��� ���� 	
���	� #����
�% �
�
�
�����

��� ��+� ���� �� �
 ��
� ���� ��� ������� ϕ ��
� �*�� �� � ������� ������� ����� �
�
�
��	��

���	��� �� 	
�����
���

����	 ���� ��� ������� �	

��
 ϕ :W → Z �� �����������

������ ��� V ⊆ Z �� �� 
��� ����  
 	
�����	��
� 
� ��� �
�
�
�
 
� Z� �� � '�
����� �
�
�
�


������� ��
� Z̄ = Δ × {1, 2, . . . ,∞}� ��� ������ π−1(V ) 
� Z̄ �� 
��� �� ��� ��
��	� �
�
�
�



� Z̄� �
 ��
�� ���� ϕ−1(V ) �� 
��� �� W � �� ���� �� ��
�� ���� ϕ−1(V ) 	
������ �� 
���

������
��

� �
� ��	� 
� ��� ��������� ��� w ∈ ϕ−1(V ) ��� ��� v = ϕ(w) ∈ V � ��
 	���� ����

�
 �� ��������������

"����� ����
�� ���� v �= ∞� �� ���� 	��� π−1(v) = {v}� ����� w ∈ W T ��� v =
(
aT , T

)
�
� �
�� $���� T ≥ 1 ��� aT ∈ Δ� (��
���� w =

(
ãt, b̃t

)T

t=1
� �� ���
 �
��
�� ���� ãT = aT ���

ψT (b̃T ) = 1� ���	� V �� 
��� �� Z̄ ��� v ∈ π−1(V )� ����� ��� U1 
��� �� Δ ��� U2 
��� ��

{1, 2, . . . ,∞} ��	� ���� v =
(
aT , T

) ∈ U1 × U2 ⊆ π−1(V )� ���� ��� ���

U = (Δ×B)T−1 ×
(
U1 × {b̃T }

)
× Ω∞.

�� �� 
��� ����	 ��� 
� ��� ��
��	� �
�
�
�
 
� Ω∞� #��	�� U ∩ W̄ �� �� 
��� ��� 
� W̄ ����

���
��� ��� ������$	���
� 
� ���� ��� ���� ��� ���	� 
� ���
�� 
� W � "
� ����
 w′ ∈ U ∩ W̄ � ���	�

!,
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�

ψT (b̃T ) = 1� �� ������� �	
� π−1(ϕ(w′)) = {ϕ(w′)} ⊆ U1 × {T} ⊆ U1 × U2 ⊆ π−1(V )� �	
�
���
�

w ∈ U ∩ W̄ ⊆ ϕ−1(V )�

������
 ��� �	
� v = ∞� �	
� ��� w �� 
 �
��
��
� ���
��

�
�� �
�	� �� �	�� �
�
� π−1(v) =

Δ×{∞} ⊆ π−1(V )� �� �
��
 ���� �	
�
 �� T ≥ 1 ���	 �	
� Δ×{T, T +1, . . . ,∞} ⊆ π−1(V )�

�	
� �	
 �
� U = (Δ×B)T × (Ω)∞ �� 
� ��
� �
��� �
� �� �	
 ������� �������� �� Ω∞� U ∩ W̄
�� 
� ��
� �
� �� W̄ � 
����� �	
 ��
�����
���� �� �	�� �
� ���	 �	
 ��
�
 �� ��
����� W �  ��


!
�� w′ ∈ U ∩ W̄ � 
��	
� 
��

�
�� ������ 
� 
 ����
 ���
 �
��
� �	
� �� 
"�
� �� T � �� �	��	

�
�
 π−1(ϕ(w′)) = {ϕ(w′)}� �� �	
�
 �� �
��
��
� ���
��

�
��� ϕ(w′) = ∞� �� ���	 �
�
��

π−1(ϕ(w′)) ⊆ Δ× {T, T + 1, . . . ,∞} ⊆ π−1(V )� #
��
 w ∈ U ∩ W̄ ⊆ ϕ−1(V )� �

� ��� ������	�	� ����

 �������� �	
 ������
� 
����
�	 �� !�� $
��
�� 
�� %���
���
�� &'())*� 
 ���
 �� 
� 
+�
���!


���� �
�
 �� ������ 
 ����
����� �� ������
�� ��
����
���� 
 ���
 �
� �
 �

� 
� �	
 �
� ��

������
� �	��	 
�
 ����� 
!
��
��
 �	
� 
 ��
�
� �
���
� 
� �	
� ���
� � ���
 ��
�
�
� 
���	
�

���
 �� 
�� ���� �� �	
 �
��
� ���
 �� ����
��� ����
��
� �� �	
 ����
�� �������!
��� �
�������

����
�� �������
 ������
� 
�� 	
��
 �
���
 �	
 ��,
 �� �	
 ���
�� �	�� 
����
�	 	
� �

�

�
!
���
� ��� 
�����
���� �
��
 
+�
���!
 ���� �
�
� &�

 ��-�. 
��
� 
�� /��,�
��
� �0'1
*�

�	����� 
��� �	
 �
�
���� ���	 �����
� 2��
�	��
� 
����
�	
�3 �	
�
 ��

� 
�
 !�
�
� 
� ��
�	�

�� 
����
�� ���
��  �� �	
 �
��
�� ������
���� �
�
 ��

�
� 	
�
� �	
 ����
����� �� ���
� &�	


2��

3* 
�� �	
 ��
����
���� �� �	��	 ��
�
� �� 
���!
 �	
� ����� ��
���
� �	
 �
�
� �
�
��
 �	


�	���
� �� ��
�
�� 
�
 ������ �� ���4 
� ���
��
�
 ����
���� �� 

�	 ��!
� ���
�

�	
 ���
� �� �	
 ��

 �� �	
 �
��
����� �
�
 
�
 
� �������� �� 

�	 ����� s = 1, 2, . . .

�	
�
 
�
 n 2����
��3 (s, 1) �� (s, n)� �	
�
 �	
 ������
� 
�� �	
 �
���� �� �
�� �
�����
� 
���

�
��
���!
��� �� ����
 (s, 1)� �	
 ��
�
� �
�
��
� 
� ������
� �� �	
� ����� &�	��	 ���	� !
��

�
�
����� �� ��
!���� !��
�* �
4
� 
� �5
��

�	
 ���
� 
� �	�� ����
 
�
 �� �	
 ����

xsi

((
āt, b̄t

)s−1

t=1

)
=

⋃
T∈{s,...,∞}

{(
at, bt

)T
t=1

∈W T
∣∣ at = āt, bt = b̄t ∀t ≤ s− 1

}

�	
�
 i = rs1(b̄
1, . . . , b̄s−1) �� �	
 ������
� &�	� 
��� 
� �	�� ���
*� ��� 

�	

(
āt, b̄t

)s−1

t=1
�
��������


 ��
!���� 	������ �� �
6
��
� �5
��� �	
� ��� ��������� ψ
(
b̄t
)
= 0 ��� 
�� t = 1, . . . , s − 1� &�	


������
+ �� �	
 ����� �
�������� �	
 ���
 xsi ���� ���� s �� ∞ 
��� �� �
������
�� T = ∞ ��


����
� ��� ���
����
� ���!
��
��
� �� �
����
 ��
�� ���	 �
��
��
� ���
��

�
���* #
��
� �	
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�

��� �� �������	
��� ��
�� �� ��
�� (s, 1) 
� �
��� ��

Xs
1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩xsi,1

((
āt, b̄t

)s−1

t=1

) ∣∣∣∣∣∣∣
(
āt, b̄t

) ∈ Δ×B ��


ψ
(
b̄t
)
= 0 ∀t ≤ s− 1

i = rs1(b̄
1, . . . , b̄s−1)

⎫⎪⎬
⎪⎭ .

�� ����
������ �� ��
�� (1, 1) ��� ��� X1
1 ����
��� �� ���� ��� ��
� ��
�� �����
�� ��� ����� �� ���

��	� ��
 
�� �� � ���� 

���
��� �
�� W���� ���� �� ��� ��	��

��� ����� k = 2, . . . , N � ��� ��
�� (s, k) ����
��� �� ��
�� �� ��� ���	

xsj,k

((
āt, b̄t

)s−1

t=1
, ās,

(
b̄s�
)k−1

�=2

)
=

⋃
T∈{s,...,∞}

{(
at, bt

)T
t=1

∈W T

∣∣∣∣∣ at = āt ∀t ≤ s, bt = b̄t ∀t ≤ s− 1,

bs� = b̄s� ∀� = 2, . . . , k − 1

}

������
�� � �������� �� �������
 ������ ����� j = rsk(b̄
1, . . . , b̄s−1) 
� ��� (k − 1)��� ������
���

��� ����� �� ��
� ��
� ��
 ����� 

���
�� 
����
� �� ����
��� ���
�� ����
�� ���� 
�� ��� ���

�� ��
�� �� ��
�� (s, k) �
�� k ≥ 2 
� �
��� ��

Xs
k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
xsj,k

((
āt, b̄t

)s−1

t=1
, ās,

(
b̄s�
)k−1

�=2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

āt ∈ Δ ∀t ≤ s,

b̄t ∈ B ∀t ≤ s− 1,

b̄s� ∈ {0, 1} ∀� = 2, . . . , k − 1,

ψ
(
b̄t
)
= 0 ∀t = 1, . . . , s− 1

j = rsk(b̄
1, . . . , b̄s−1)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

�
������ ��� ��� �� ���	
��� ��
�� ��
�
�� ����� ���������� �� ����� �� ����
 s� ��
�� ���	����

������ �� ��
�� (s + 1, 1)� 
� �
��� �� ��� �
�������� �� ��� ���������

��  �
�� ������ Es+1 =

{{w} | w ∈W s } ��� ���� s = 1, 2, . . .

������
�� ��� �����
�� 
� !�"�������� ��
 #
�$������ %&'()�* &'()�+� ��� ��
�� (s, k)� �
���


�� � �������
�� �� ��
��� 
� 
�����
 �� Ys,k� ����� Y1,1 = {W} ��
 Ys,1 = Xs
1 ∪Es ��� ���� s ≥ 1�

,
��� ���	
��� ��
�� ���� ����� ����� ��� ����� ���� ���� ����� ���� Ys,k = Xs
k ��� ���� k ≥ 2�

��� ������	
�� �� 	
� �����
�
�� ����

�� ���� �����	� �� �� ��	
� ���� ��� ��
������� �
�� ������ ��	�� �������� ��� ���	������ �	
 ���

��������� ���	
�� 	� �������

�
 ��� ������
��
 �� !"�# $��	
�� !% � !"�# $��	
�� &'()'

��� ��������	
��

$�� �
�� �	�����	� ����*����� ���� ��� ���� �� +
�����������', $��� �	�����	� ��� �
	 ��
��' $��

�
�� �� ���� ��� �
���
����� 	� ��� �����
� �
� �	����*	*� 
��� 
������ �	 ��� �	�	�	�� 	� ��� �����

�&
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�

�� ������ 	�
���
� ��
� ��� ����� ��������� �
� ������ �� ��
������� ��������� ui : Z → R� ��

�
��
 �� ����� ��� ��������� ����
��� 
� ���� �� �������
 ������ ������ �� ��� ���� ��� �� ������

����� �
� ������ ���� �������� �� ��� �������� ϕ : W → Z� ��� ����� ������ �
�� ����� �
�

����� �� ��� ������������ ui◦ϕ :W → R� ��
 ���� i ∈ I� ����� ϕ �� ���������� �� �����  �!� ��

�����
� ���� ��� ����������� ui◦ϕ �� ���� ����������� �
������ ���� ui : Z → R �� ����������� "��

�����
 ������� �� ���������� 
��� 
������ ��� �������� �� Z = (Δ× {1, 2, . . .})∪{∞} ��
���� ��
��� ������������� �������� �� Δ × {1, 2, . . . ,∞} 
��� 
������ �� Δ × {∞}� "�� �����
��� 
�����
���
� ���� ��
 ���������� ����������� �� ui �
� ������� �#�������� �� ���������� 
��� 
������ ��

���� ��������� $��� ���� %��& ����
 ������� �� '���������� �� ��������(

������
�
�
 ���� ��� �����	
� ui : Z → R 	� �
��	��
�� 	� ��
 
��� 	� ��� �
��
�	�� ��


�
�
	�	
�� �
�
�

�	� �
� ���� t = 1, 2, . . .� ��� �����	
� uti : Δ → R �	��� �� uti(a) = ui(a, t) �
� ���� a ∈ Δ 	�

�
��	��
�� ��	�� ������� �
 ��� ����	
��� �
�
�
�	�� 
� Δ ��
 R��

�		� �
� ���� ε > 0 ����� ��	��� T ∈ {1, 2, . . .} ���� ���� |ui(a, t)− ui(∞)| < ε �
� ��� a ∈ Δ

��
 ��� t ≥ T �

��

�� '��)( ������� ���� %�& ��� %��& ����� "� ��� ���� ui �� ����������� ��� V ⊆ R �� �� ����

��� �� 
��� �����
�� "� �
��� ���� u−1
i (V ) �� ���� �� Z� 
� 
��� ���
 ���� u−1

i (V ) �������� ��

���� �������
���� ��
 ���� ��
 ��� ��������� "� ��� ����� ��� z ∈ u−1
i (V ) ��� ����������� �
�

������

*�
��� ������� z �= ∞� "���� z = (a, t) ��
 ���� a ∈ Δ ��� t ∈ {1, 2, . . .}� "��
���
��
uti(a) = ui(a, z) ∈ V ���� �� ���������� �� uti�

(
uti
)−1

(V ) �� ���� �� Z� +� �����
������ ��

��� �������� �� Z�
(
uti
)−1

(V ) × {t} �� �� ���� ������ �� Z ���� ���� z ∈ (
uti
)−1

(V ) × {t} ⊆
u−1
i (V )� ������� ������� z = ∞� ����� V �� ���� ��� ui(∞) ∈ V � ���
� ������ ε > 0 ����

���� (ui(∞)− ε, ui(∞) + ε) ⊆ V � +� ��������� %��&� ���
� ������ T ∈ {1, 2, . . .} ���� ���� ��

���� a ∈ Δ ��� ���� t ≥ T � |ui(a, t)− ui(∞)| < ε� �� �����
� ���� {∞} ∪ (Δ× {1, 2, . . .}) ⊆
u−1
i ((ui(∞)− ε, ui(∞) + ε)) ⊆ u−1

i (V )� ����� {∞} ∪ (Δ× {1, 2, . . .}) = π(Δ × {1, 2, . . . ,∞})�
���� ��� �� �� ���� �������
���� �� ∞ �� Z�

'���� ��)( ��� ui : Z → R �� ����������� "� ��� %�&� �� t ∈ {1, 2, . . .} ��� ��� V ⊆ R �� ��

���� ��� �� 
��� �����
�� "����

(
uti
)−1

(V ) = {a ∈ Δ | ui(a, t) ∈ V } = u−1
i (V ) ∩ (Δ× {t}) .

"�� ��� u−1
i (V ) �� ���� �� Z ������� ui �� ����������� ��� ��� ��� Δ×{t} �� ���� �� �����
������

�� ��� �������� �� Z� ����� π−1(Δ × {t}) = Δ × {t}� 	����� (uti)−1
(V ) �� ���� �� Z� ����� V


�� �
���
�
�� uti �� �����������

"� ��� %��&� ��� ε > 0� �����∞ ∈ Z� ui(∞) ∈ R ��� ��� ����
��� �� 
��� �����
� (ui(∞)− ε, ui(∞) + ε)

�� ���� �� R� +� ���������� �� ui� u
−1
i ((ui(∞)− ε, ui(∞) + ε)) �� �� ���� ��� �� Z ����������

,-



����������� 	
� �
�������� ����
��	���	� ���	���
� �	��	



�

∞� �� ����� ��	
 ���
� ������ T ≥ 1 ���� ����

Δ× {T, T + 1, . . . ,∞} ⊆ π−1
(
u−1
i ((ui(∞)− ε, ui(∞) + ε))

)
.

�����
 ��
 ��� t ≥ T ��� ��� a ∈ Δ
 (a, t) = π−1(a, t) ������� ui(a, t) ∈ (ui(∞)− ε, ui(∞) + ε)


������������ ����� �

��� ������ ��
� ��  ���!����"������ ������� ���� ��� ���!��
����� ����� �� ���� ����� Ys,k

�
� ��
�������� ���� ������� ���� �����
 ���� ��  ���� �������� �� �������� ������ �� � ������ �����



���� ���� ��� ��� �� ����� ������� ��
���� ���� ���� �� ������ 
�����"� �� ��� ����� ������� ��
����

��� ����� ���� ��� W (Ys,k) �� �������

�����  ��� ����� Ys,1 ��
 ���� s ≥ 1� #� ����
 ��
 s = 1 ��� ��������� �� �
�"����� �
��
 �������

�� ��� 
��� � ������ �����
 ��"��� $�
 s > 1 ��� � ��"�� �����
 i ∈ I  �� ��� ��%� �� �&�


�� ����� (s, 1)
 ������ � ���� w̄ =
(
āt, b̄t

)T
t=1

∈ W (Ys,1) � ��
� T ��� �� ∞�
  ���� ���� ���

���� ��
���� ��� �������� ����� �� i �� Ys,1� ���� ��� ��� U = ×s−1
t=1

(
Δ× {b̄t})× Ω∞ �� � �����

���� ��� �� Ω∞
 ����� ���� �� W̄ ���
 �� ��� ������������� �� �����  ��� ��
������� ��'������


���� �� W � (���
��
 U �������� w̄� $�
���

 �� ���� �� U ��� ���� ��
���� � �������� ����� �� i

�� Ys,1
 ������� �� ��  ����
 ���� 
����)� "����� �
���� b̄
s−1  ���� ��"� ��"�� ��
 ��� ��"� ����

����� w̄� ���
���
�
 U ∩W (Ys,1) �� 
�����"��� ���� �� W (Ys,1)
 �������� w̄
 ��� �� ��������� ��

��� ���������� �� i)� �������� ������ �� Ys,1� *���� w̄ ∈W (Ys,1)  �� �
���
�
�
 i)� ���� �� Ys,1 ��

������ �� � ��� �� �����
 �� ����
���

+���
 ��
 s ≥ 1 ��� k > 1 �� ����� Ys,k ��� � ��"�� �����
 i ∈ I
  �� ��� � ��"� �� Ys,k


������ � ���� w̄ =
(
āt, b̄t

)T
t=1

∈W (Ys,k) � ��
� ����� T ��� ��∞�
  ���� ���� ��� ���� ��
����
��� �������� ����� �� i �� Ys,k� ���� ��� ��� U = ×s

t=1

(
Δ× {b̄t}) × Ω∞ �� � ����� ���� ��� ��

Ω∞
 ����� ���� �� W̄ ���
 �� ��� ������������� �� ����� ��� ��
������� ��'������
 ���� �� W �

*���� U �������� w̄ ��� i ���� ��� ��"� �� Ys,k ����� ��� �����
 �� U 
 ��� 
�����"��� ���� ���

U ∩W (Ys,k) �� ��������� �� ��� ���������� �� i)� �������� ������ �� Ys,k ��� ��
�� � 
�����"�

�������
���� �� w̄� ���
���
�
 i)� ���� �� Ys,k �� �������

,������ ��� ����� ���"� �������
 ��������� ��� "�
�������� ���� ��� �
�� �������
� ���������

������ ���� ��
 ��� ��
������� ���� �� ������  ���!����"���

��� �����	 
�	��

��� ������ ��������� �� ���� ��� �����
 "�� �� �� ���� �� �����
 �
� ������ ���� �� ��� ��������

�� ��� ��� �� ����� W �

������
�
�
 ���� ��� ����� �	 �
� ��
������� �
�� �
� ������ ���� �� �
� �������� �� ������

�
��	� *���� ��� ����� �� ����� �� ������
&
 ��� ��������� ���� � ���� �
� �
������� ��� ��
�����

������ �
� ������� (������
 ��� ����� �� � �
�����
 i �� �� �
���
�
� ����� s
 ���� ��
 ��� ����� ��

	-



����������� 	
� �
�������� ����
��	���	� ���	���
� �	��	



�

��� ��� Xs
1 ����� ��	
�� i �	��� ��� ��
�
�	�� ��� x = xsi

((
āt, b̄t

)s−1

t=1

)
�� 
�� ���� �
��� �� ����

�� ��
�� ��	� W \ x �� 
���� �
 ��� ����� ��� w =
(
at, bt

)∞
t=1

∈ W \ x ������� 	� 	 �	��	�����

���������� ����� ������ �
�� t̂ ∈ {1, . . . , s− 1} ���� ��	� ������ at̂ �= āt̂ 
� bt̂ �= b̄t̂� ����
�� ���

 ��� �
��� ���� ��

! !
� ��� ���
�� �	�� �� 	�	�
�
���� �! at̂ �= ∗� ����� ��� ��	�� 
! 	��
�	��
��
Δ �� "	���
�#� ����� ������ 	� 
��� ��� V 
! Δ ���� ��	� at̂ ∈ V ��� āt̂ /∈ V � �! at̂ = ∗� ���
V = {∗}� ��� ��� U = (Ω)t̂−1 × (V ×B) × (Ω)∞ �� 	� 
��� �	��� ��� 
! Ω∞� ����� U ∩ W̄ ��


��� �� W̄ �	�� W �� $���
���
� w ∈ U ∩W̄ ⊆W \x� ��� ��

! !
� ����
�����% �
��� 	� 	 �����
����� �� 	�	�
�
��� �

��� ���� �	�
�����
	�

��� �	�� �
�����
�� �	���� ��� &
��� ���������
�� �
�����
��' �������� ��	� ��� ���������
� �	�(

���� �� 
���� ����� �	��
� ��� �
�����
� �� ��	�� !
� ����
 ����� Ys,k 	�� ����
 ��� 
! �
���

V ⊆ Ys,k� �! ��� ��� 
! ��	
� W (V ) �� 
��� �� ��� ���	���� �
�
�
�
 
� W (Ys,k)� ���� ��� ��� 
!

��	
� �	����� ���
��� ��� ���������
�� 
! �
��� �� V � W (p(V ))� �� 
��� �� ��� ���	���� �
�
�
�



! ��� �������� ������ ��	� ��� 
� ��� ��� W (Ys,k−1) �! k ≥ 2 
� 
� ��� ��� W (Ys−1,N ) �! k = 1�

������
�
�
 ���� 	
� ���
�����
 ���� ������� �
� ���� ������������ ����������

������ ��� V ⊆ Ys,k �� ���� ��	� ��� ��� 
! ��	
� W (V ) �� 
��� �� ��� ���	���� �
�
�
�
 
�

W (Ys,k)� ����� 	�� ����� �	��� �
 �� ��������������

�	�� �� )�
� Ys,k �
 Ys,k−1 �k ≥ 3��

�� ���� �	�� W (Ys,k) = W (Ys,k−1)� ��� w =
(
at, bt

)∞
t=1

�� 	 ��	
 ������� 	� 	 �	��	�����

��������� ���� w ∈ W (p(V )) ⊆ W (Ys,k−1)� ����� ������ 	 �
�� x ∈ V ���� ��	� w ∈ p(x) =

xsi,k−1

((
at, bt

)s−1

t=1
, as, (bs�)

k−1
�=2

)
� ����� i �� ��� ��	
�� 	����� 	� p(x)� �� !	��� �� ���� �	�� x =

xsj,k

((
at, bt

)s−1

t=1
, as, (bs�)

k
�=2

)
!
� �
�� ��	
�� j� ��� w̄ ∈ x ⊆ W (V )� ���� ���  ��� �

����	���


! w̄ 	���� ����
((
at, bt

)s−1

t=1
, as, (bs�)

k
�=2

)
� ����� W (V ) �� 
���� �� !
��
�� ��	� ����� 	�� 
��� ����


! Ω� U t × Ct� t = 1, . . . , s� ���� ��	�

w̄ ∈ [×s−1
t=1

(
U t × Ct

)× (
U s × {

b̄ ∈ B
∣∣ b̄s� = bs� ∀� = 2, . . . , k

})× Ω∞] ∩ W̄
	�� ��� �	���� ��� �� �
��	���� ��W (V )� *
�� ��	� �
�� w 	�� w̄ 	���� ����

((
at, bt

)s−1

t=1
, as, (bs�)

k−1
�=2

)
�

+
������ ��� 
��� �	��� ��� 
! Ω∞ ����� �


U =
[×s−1

t=1

(
U t × Ct

)× (
U s × {

b̄ ∈ B
∣∣ b̄s� = bs� ∀� = 2, . . . , k − 1

})× (Ω)∞
]

���� U ∩ W̄ �� 
��� �� W̄ � ����� �� W � ���� w ∈ U ∩ W̄ ⊆ W (p(V ))� ���
����	���� ��	� ���

�	���� ��� �� 
����

�	��  � )�
� Ys,2 �
 Ys,1 �k = 2��

,-
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�

�� ���� ���	 W (Ys,2) = W (Ys,1)
 �	� w =
(
at, bt

)∞
t=1

�	 � 
��� ���	�	� �� � ����������

�	��	��	� ���� w ∈ W (p(V )) ⊆ W (Ys,1)
 ��	�	 	����� � ���	 x ∈ V ���� ���� w ∈ p(x) =

xsi,1

((
at, bt

)s−1

t=1

)
� ��	�	 i �� ��	 
��
��	� �����	 �� p(x)
 ��������� �	 ��	� ���	 ���� x =

xsj,2

((
at, bt

)s−1

t=1
, as

)
� ��	�	 j �� ��	 ���� �	�
���	� ���	� ��	 ���	 x


�	� w̄ ∈ x ⊆ W (V )
 �� ������� ���� ��	 ���� ���������	� �� w̄ ���		 ����
((
at, bt

)s−1

t=1
, as

)



 ���	 W (V ) �� �
	�� ��	�	 ��	 �
	� �	�� �� Ω� U t × Ct� t = 1, . . . , s� ���� ����

w̄ ∈ [×s−1
t=1

(
U t × Ct

)× (U s ×B)× (Ω)∞
] ∩ W̄ ⊆W (V ).

!��� w ��� w̄ ���		 ����
((
at, bt

)s−1

t=1

)

 "�����	� ��	 �
	� ����� �	� �� Ω∞ ���	� �� U =[×s−1

t=1

(
U t × Ct

)× (Ω)∞
]

 �� ������� ���� U ∩ W̄ �� �
	� �� W̄ � �	��	 �� W � ���� w ∈ U ∩ W̄ ⊆

W (p(V ))� 
������ ���� ��	 ����	� �	� �� �
	�


�	�� �� #��$ Ys,1 �� Ys−1,N �k = 1�


�� ���� ���	� W (Ys,1) =W (Ys−1,N ) ∪Es−1
 �	� w ∈W (p(V ))
 ��	�	 	����� x ∈ V ���� ����

w ∈ p(x)
 �� x �� � �	�$���� ���	� ��	� ��	�	 	����� � 
��� w̄ ���� ���� x = {w̄} ���� w̄ ∈W s−1


�� x �� ��� �	�$����� �����	 ��� w̄ ∈ x
 %��	 ���� w ��� w̄ �������	 �
 �� ���������� ����� s−1


 ���	 W (V ) �� �
	�� ��	�	 ��	 �
	� �	�� �� Ω� U t × Ct� t = 1, . . . , s� ���� ����

w̄ ∈ [×s
t=1

(
U t × Ct

)× (Ω)∞
] ∩ W̄ ⊆W (V ).

"�����	� ��	 �
	� ����� �	� �� Ω∞ ���	� �� U =
[×s−1

t=1

(
U t × Ct

)× (Ω)∞
]

 �� ������� ���� U∩W̄

�� �
	� �� W̄ � �	��	 �� W � ���� w ∈ U ∩ W̄ ⊆ W (p(V ))� �	$���������� ���� ��	 ����	� �	� ��

�
	�
 �

���� ��$
�	�	� ��	 �	��������� ���� ��	 ���������� ��$	� ������� ��	 ��
���	�	� �� ��	 	���&

�	��	 ��	��	$ �� ��'�&#	��	� ��� (��)�	��	� �*+,-�� ��	��	$ ,. *+,-�� ��	��	$ /
0�
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�����
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