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1. Einleitung

In den letzten Jahren kommen in &konometrischen Modellen
hdufig nicht nur solche Gleichungen vor, die Vapriable
enthalten, die keine, eine oder zwei Perioden verzdgert
auftreten, sondern auch Gleichungen, in denen eine abhin-
gige Variable durch die Summe der gewichteten Werte der

unabhédngigen Variablen Xt’ tat1? Ko

gangenen Perioden erkldrt wird. Gleichungen dieses Typs

X v aller ver-

nennt man "distributed lag"-Modelle. (Lit. 1)
In einer Formel ausgedrﬁckt heiBt das:

o0
v, = o(+ﬁ§: f\,i:.X_t_?: tEL (1)
Lo

O<,/3 sind reelle Zahlen, 6t bedeutet eine StdrgrdBe, die

auf zwei verschiedene Arten interpretiert werden kann:

a) Die Gleichung (1) ist eine Strukturgleichung, d.h.
Xt und Yt sind exakt beobachtbare Gréfen, die exakte *imeare
Beziehung zwischen X und Y unterliegt aber einer St8rung,

die durch das additive Glied € ausgedriickt wird.

b) Die Gleichung (1) stellt eine funktionale Beziehung
dar, die immer exakt gilt. Allerdings ist Y. nicht der wahre

Wert der Variablen Y, sondern Et =Y - £ Daher kann man

t t*

(1) auch schreiben:

oo .
E, = +j5 :E: A X o (2)
T t-1
T =0

Bei der Messung von Y begeht man also einen Tshler €t=Yt—Et.
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2. Eine Spezialisierung des Modelles, Koyck-Trans ormation

Wahlt man in (1) oder (2) die Atso, daB A.’Zf' = ;‘t’ wird,

stellen die Az’also eine geometrische Folge dar, kann dieser

Sonderfall besonders einfach behandelt werden.

o0
Y:c{+/}\ / ﬂtx~+g' (3)
t v e t-L t

T=0

oG —~
ol

p - &
2 A
T=0

deutung hat, wenn sie konvergiert, muR man neben der Be-

Da_die Reihe Xt_?snur dann &konomisch sinnvolle Be-

schrdnktheit der Werte von X verlangen, daB!A’<3”

Zur einfacheren Schreibweise wird nun ein Operator L, der
sogenannte "lag"-Operator, eingefiihrt. Der Operator besitzt
die Eigenschaft der Linearitit
1 2 1 2
+ = + L

L(Xt Xt) LX_t XJC
und stellt eine Vorschrift dar, die eine Variable, auf die er
angewandt wird, um eine Periode in die Vergangenheit ver-
schiebt.

Gleichung (3) erhilt nun folgendes Aussehen:

>

S AT T _ . | T :
- & — 5 -
£ of + [5 = A i X‘t + S —-Gﬁ'l'ﬁ Z(A ) X't + £

[ad
]

t

1
“+ B Xe * &y
Multiplikation mit (1 - A L) ergibt:
(1—/]L)Yt=(1mAL)o<+/?>xt+(1-AL)gt ()
oder

T =AY, 8%+ @ -Adotr g - NE (5)

t-1
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Zer Ubergang von Gleichung (3) auf (4) heiB+t Koyck-Trans-
formation (Lit. 2). Die Koeffizienten in (3) sind nicht
schdtzbar, da in der Praxis keine beliebig langen Zeitreihen
flr das Wirtschaftsgeschehen existieren. Durch die Koyck~-
Transformation wurde Gleichung (3) in eine Form gebracht, die
sogar mit Ordinary Least Squares (OLS) behandelt werden kann,

wenn die St8rgrdfe Et einem einfachen autoregressiven

Schema
€ = A€ g+ N+t
2 -
- E ( ) = }%y fiir k = 0
E ( ) =0 127t—k {
T+ 1 0 Fiir k # 0

gehorcht. Flir diesen allerdings sehr speziellen Fall liefert
OLS erwartungstreue Schidtzwerte fiir die Parameter.

3. Okonomische Interpretation

Die bisherigen, eher formalen Uberlegungen bediirfen natiirlich
einer Entsprechung in der Skonomischen Wirklichkeit.

Das Problem stellt sich zunichst so: welche Verhaltensformen
fthren Uberhaupt zu Gleichungen der Gestalt (4) 2

Ich gebe hier zwei mdgliche Interpretationen wieder, die beide
mit dem Begriff des erwarteten Wertes einer 8konomischen

Variablen operieren.

a) "Adaptive Expectations"-Modell (Lit. 3)

Eirnstweilen werden nur Annahmen {iber die erwarteten und tat-
sdchlichen Werte der unabhdngigen Variablen getroffen:
die unabhdngige Variable X unterliege folgender Gleichung

+ .+ - _
X X =P (X, X

: Fa ) (5)

+
t-1

wobei X+ den erwarteten Wert zur Zeit T bedeutet X den
tatsachllchen Wert, ? ist der Koeffizient der Erwartung@n.




Er drtickt den permanenten Anteil des Irrtums in der Er-

wartung zur Zeit (t-1) aus, der die Differenz der erwarteten
Werte zweier aufeinanderfolgender Zeitpunkte erkldrt. War

z.B. der erwartete Umsatz einer Firma im Vorjahr kleiner als

der tatsdchliche, so wird heuer ein groBerer Umsatz erwartet

als im Vorijahr. ? ist ein MaB daflir, einen um wieviel gréReren

Umsatz man erwartet.

Im zweiten Schritt wird eine Beziehung zwischen der abhdngigen
Variablen Y und den erwarteten Werten von X postuliert.

N

+
Ytzo&+{5 X} (7)

Wird X; aus (6) errechnet und in (7) eingesetzt, ferner

+ . .
Xt~1 aus (7) errechnet, so erhilt man mit elnem Fehlerterm Vi

Tp 7Y @G-80 +x . ¢f3 +§0<+vt (8)

Gleichung (8) stimmt bis auf die andere Nomenklatur mit (5)
Uberein. Uber die Fehlerelemente in den Gleichungen wird
weiter unten diskutiert.

b) "Partial Adjustment" Modell

Dieses Modell fithrt ebenfalls zur Gleichung (8).
Hier werden Annahmen #ber die abhdngige Variable Y getroffen.

+
Yo = Yoq = O, - Y ) 0< pa1; (9)

d.h. die Differenz der aufeinanderfolgenden tatsichlichen

Werte der abhdngigen Variablen in 2 Perioden wird durch einen
Anteil des Fehlers in den Erwartungen erklért. }° > der An-
passungskoeffizient, stellt ein MaB fir die Anpassung, z.B. der
Produktionsmengen bei vorhandenen technischen M&glichkeiten und
institutionellen Gegebenheiten dar.




AuBerdem sei der erwartete Wert von Y durch irgendeine andere
Variable X bestimmt:

+ oz &
Yt bXt + (10)
(97, (10) und ein Fehlerterm v, ergeben
Y, = (1 - }r»-) Y4 TRPXig Rt vy (11

Die beiden Modelle (8) und (11) k&nnen statistisch nicht
voneinander unterschieden werden. (Lit. 3)

4. Fehlermodelle

Identitdt der Gleichungen (5), (8) und (11) erreicht man erst,
wenn die Fehlermodelle angegeben werden, denen die Gleichungen
(6), (7) bzw. (9), (10) unterliegen. Wie leicht nachgepriift

+ den Ausdruck Et - Et-l’

wenn (6) exakt gilt, zu rechten Seite von (7) aber der

werden kann; erhdlt man filir v
Fehlerterm Qt addiert wird.

Im "Partial Adjustment" Modell bleibt (1C) unverdndert, aber
Gleichung (9) gilt exakt fiir die wahren Werte von Y, also fiir
Et (siehe auch Abschnitt 1.b)

+
Ey = Eiq = fb(¥f~1 - Efq) (12)

Die wahren “erte von Y sind der Messung nicht zuginglich,
kommen also auch in der Gleichung (11),die geschitzt werden
soll, nicht vor.




5. Verallgemeinerung des KLEIN'schen Schitzverfahrens
fir Distributed Lag Modelle’

Flir den Fall einer einzigen unabhidngigen Variablen hat
KLEIN (Lit. 4) ein einfaches und elegantes Schitzverfahren
angegeben, das fiir den Fall ~ von nicht autokorrelierten
Residuen der Gleichung (3) konsistent, fiir den Fall auto-~
korrelierter Residuen zwar nicht konsistent, aber noch
brauchbar ist (Lit. 5).

Es handelt sich bei diesem Schitzverfahren um einen Maximum

likelyhoodestimator, der identisch mit dem Problem ist,

N 2 N 2

S ov Y bezliglich & A inimi
glich 3,7 und E, zu minimieren.

&b b /P t

Die Varianz der Residuen wird bei diesem Verfahren nicht
konsistent geschdtzt, die Schitzgrdfe 13BRt sich aber leicht

durch einen Faktor in eine konsistente verwandeln (Lit. 6).

Die asymptotischen Eigenschaften der Varianz-Kovarianz-Matrix

der Koeffizienten werden in Lit. 7 angegeben.

Nimmt man nun als Arbeitshypothese an, die abhingige Variable
Y wdre nur mit einem Fehler meBbar, der einer GauBR-Verteilung
gehorcht, die wahren Werte Et sind daher unbekannt, und die
abhdngige Variable v werde durch eine Linearkombination von
mehreren Variablen erkldrt (siehe Gleichung (12) und (10),
Verallgemeinerung des Partial Adjustment Modells), so wlirde
die Schdtzung einer solchen Gleichung mit OLS verzerrte
Ergebnisse liefern (Lit. 8), da die Residuen nicht von allen

Regressoren unabhdngig sind.

Erweitert man aber das oben angefiihrte Klein'sche Verfahren,
so ist eine konsistente Schitzung der Parameter mdglich.

Die verallgeme%?erte Gleichung lautet nun:

v = 2. 3 1

Ty = AY g+ £ Rie-1 T2 H Yy

v o= - A _ _ (13)
e =€ - AT By =Y - €&




Dieselbe Gleichung erh#lt man, wenn im Partial Adjustment
Modell anstelle von (6) ein Gleichungssystem von verschiedenen
unabhdngigen Variablen mit dem gleichen ? tritt und Gleichung
(7) auf eine Linearkombination der erwarteten Werte der
unabhingigen Variablen erweitert wird. Als Fehlermodell kann
das gleiche wie beim Adaptive Expectations Modell dienen.

+ + - . + .
it ™ i1 T 0Ky g <Xy o) L= 1,200 gy
_ Z + 1
Yt =X+ ﬁ’ixi,t * Et (7'

6. Berechnung der Schétzgrdfen der Parameter im verall-

gemeinerten Modell

Zur leichteren Rechnung gehen wir von den Originaldaten zu
Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert ilber.

Aus Gleichung (13) wird mit

1 N
%, = N1 4&2-::2 X 4 ><zi,,t=?i+><i;c iz 1,2...M
- 1 ZN:
Y=y &2 Y Y=Y 4y,

el
Y =81 4o, v, Yeer = Y0 ¥ Y4 40q

y_t: Ay—l,t—i +Zi ﬁ X. + v

i 7i,t t (14).

Im allgemeinen ist Vit # Vo1 t-q> 92 die Mittelwerte
2

T 4 T,

Flir das konstante Glied gilt:

M
A= Y-A7, - = X
A= T -AY o= B, (15)




Die Abweichungen vom Mittelwert kodnner natiirlich auch in
Matrixschreibweise dargestellt werden. Die Zihlung und
Indizierung der Komponenten soll mit 1 in jedem Vektor be-
gonnen werden, obwohl dann einander zeitlich entsprechende
Beobachtungen nicht denselben Index erhalten. Die Rechnung
wird jedoch wesentlich vereinfacht.

— - ™ - Y ] s
Y1 Yo1,1 %11 Vel f1
y = » Y_q F % = B-
IN-1 Y1 ,N-1 ] *1,N-1 *M,N-1 Ly
[(N=-1)xM]
Gleichung (5) lautet nun in Abweichungsform und Matrix-
schreibweise:
y = 7\y_1 + x/-lv + v
ve=E€ - AE, (17)
I . - w 7 P -
I & €-1,1
. €= £14 % |,
| VN-1_ _fN-i__ -1, N-1
Zu minimieren ist die Summe (Lit.4)
[)
£E+ 511 §_4 ==> Minimum bezliglich ﬁ)»‘-y'_l,‘/\
wobei N_4 ='y_1 - 5_1.
€< v M, -xf
e S (18)

(16)




Die Abweichungen vom Mittelwert kénner natfirlich auch in
Matrixschreibweise dargestellt werden. Die Zihlung und
Indizierung der Komponenten soll mit 1 in jedem Vektor be-
gonnen werden, obwohl dann einander zeitlich entsprechende
Beobachtungen nicht denselben Index erhalten. Die Rechnung
wird jedoch wesentlich vereinfacht.

IR Vo110 %41 Ky | 1|
vl P x = p- (16)
YN-1 | Y1 ,N-1 *1,N-1 *M,N-1 Ly
[(N-1)xM]

Gleichung (5) lautet nun in Abweichungsform und Matrix-
schreibweise:

y = Ay_i + xﬁ + v
€ _ 7\91 (17)

Vq & €-1,1
s £_1 - ¢

v

N-1 €1 ,N-1]

Zu minimieren ist die Summe (Lit.4)
E,E + ‘(::1 E.,j. == Minimum beziiglich ﬂ"’?-i'/\

wobei 1?_1 =y_q - 5_1.
€=y - 7"7-.1~X/~”

(18)




Die Minimierung erfolgt durch Nullsetzen der Ableitungen
nach den Komponenten von /3 und 0}-1 und durch Ableitung
nach A .

i i rgibt:
Die Ableitung nach 47“1’t ergi
. _
= ———s(y ., + Ay - AxfH) (19)
M1 =757 W P |
Einsetzen von (49) in (18) fihrt zZu
‘ 1
1 4

675 + £-’_1 £—1 = -——-—---1 +;‘2 [y —Zy_i - Xﬁ] [y —ay__l - xﬂ] (20)
Partielle Ableitung nach p' ergibt

-x'y + /\x'y__:L + x’xﬂ = 0 (21)
oder, wenn (x'x) reguldr ist

fB= (x'x)~ 1 (x'y - Ax! y_4) (22)

1

Partielle Ableitung von (20) nach A ftihrt zur Zweiten
Gleichung zur Bestimmung von /3 und A

A 'y, -Px'y_ ]+
+ A [ P'x'y - y'y = Br'x'xfp + Y. y_i-J +

Y1 yly g f prxty ] =0 (23)

Wird (22) in (23) eingesetzt, erhilt man eine quadratische
Gleichung in A (die Glieder dritten Grades verschwinden),
mit folgendem Aussechen:
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Az [y' (1 - = (x'x)—lx)y_ll +

+ A Ey_i (T - x'(x'x)"lx)y_1 - y' (I - x'(x'x)—lx) y] +

+ 1 0-y" (1 - x'x') 1x) vyl =0 (2y4)
oder wenn A=T - x'"(x'x) 1
? .
A (y'Ay_i)-+ A(y;i Ay_1 - y'Ay) = y'Ay_1 = 0 (25)

Diese Gleichung besitzt 2 zueinander negativ reziproke
Ldsungen in A .

Die &konomische Praxis beschrédnkt uns im allgemeinen auf
die LSsung ]ﬂll < 1, sonst wiirde sich eine tkonomische
Variable jetzt umso stirker auswirken, je weiter sie von
der Gegenwart entfernt ist, n
Der Schétawert A wird in (22) eingesetzt und ergibt fo.

A A
p und 4 , in (19) eingesetzt, haben " _4 als Ergebnis.
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