,H %

STATIONARE ZUFALLSFOLGEN

(Zusammenstellung der wichtigsten 5&tze
und Betrachtung eines Sch&tzverfahrens
fiir Spektraldichten)

Manfred DEISTLER
Horst WEGSCHEIDER

<” Forschungsbericht No.30
"November 1969

‘g(/’\




INHALT

Seite

Vorbemerkung e e e e e e e e e e e e e e e e s i
1. Stationare Zufallsfolgen und ihre

Kovarianzfunktion e e e e e e e e e e e e 1
2. Spektraldarstellung der Kovarianzfunktion

stationsrer Zufallsfolgen .« « « « « « « & « o 12
3. Spektraldarstellung stationdrer Zufalls-

folgen O &
4, Ergodensatze 16
5. Anwendung linearer Operatoren auf statio-

nare Zufallsfolgen O 1

6, Beispiel eines Schatzverfahrens fir
Spektraldichten . . + « o o « o o o o o o o 39

Literatur e e e e e e e e e e e e e e e s e e B2

Zeichenerklé&rung <




RN

VORBEMERKLUNRG

Kapitel 1 bis 5 der vorliegenden Arbeit haben den
Zweck, die Theorie 2. Ordnung (also im wesentlichen
die der Kovarianzfunktion) der stationiren Zufalls-
folgen in ihren wichtigsten S&tzen zu skizzieren,

Die Absicht war dabei, flr prospektive Anwender einen
einigermalBen konzisen Uberblick zu geben, der von mal-
theoretischen Begriffen m@glichst unbelastet sein
sollte. Es wird in diesem Sinne eine Anzahl von Satzen
ohne Beweis zitiert. Das 6. Kapitel liefert den
Konsistenzbeweis fir ein spezielles Schétzverfahren
flir Spektraldichten und kann als Illustrationsbeispiel

flir das Vorhergehende dienen.




1. STATIONARE ZUFALLSFOLGEN UND THRE KOVARIANZFUNKTIONEN

1.1 Grundlegende Definitionen

Def.]1 Eine Zufallsfolge ist eine Familie <Xt)t€ -
von komplexwertigen Zufallsvariablen Xt’ deren Indexmenge T

die Menge der ganzen Zahlen G ist.

Bem. Wir werden jedes Element + e€G immer als einen

Zeitpunkt interpretieren.

Die Zufallsvariablen XJC sind auf dem Merkmalsraum

definiert. Analog zurelementaren Wahrscheinlichkeitstheorie

gilt:

Def.2 Eine Realisierung (Xt( w))t .g einer Zufallsfolge
. . . Ly

(xt)ta g ist eine Familie von Funktionswerten Xt(w ) der

Zufallsvariablen Xt der Zufallsfolge fiir festes weQ ,

wobel die Indexmenge wieder G ist.

Bem, Eine Realisierung einer Zufallsfolge ist also

eine komplexwertige Zeitfunktion (Xt(w ))JCE g * G >C

Wir werden jede Realisierung als einen (diskreten) Ablauf
eines bestimmten Skonomischen Geschehens interpretieren,

z.B. als monatliche Preisentwicklung eines speziellen Gutes.

Da die harmonische Analyse komplexwertiger Funktionen
einfacher ist, beschaftigen wir uns mit Familien komplex-
wertiger Zufallsvariable wund gewinnen den reellen Fall

als Sonderfall.

Def.3 Eine Zufallsfolge (X, ) heiBt stationdr (im

t'te G
weiteren Sinne) wenn gilt:




(1) E {th}= m = const wt el

2 o
(2) E{lXt]}<°° 7t eh

(3) E {xt+8xt} = K(s) YteG; d.h. E {xt+sxt} ist.

nur eine Funktion der Differenz s der Indexwerte.
K ¢+ G > C wird als Kovarianzfunktion der Zufallsfolge be-

zeichnet,

Bem.{1) Wir werden in Zukunft das Wort station&r immer

flr stationdr im weiteren Sinne gebrauchen.

( Bem.(2) Mittelwert und Kovarianzfunktion einer stationdren
Zufallsfolge kennzeichnen diese in ihren wichtigsten Eigen-

schaften, legen aber nicht die Zufallsfolge eindeutig fest.,

Bem.(3) Bed.(2) garantiert die Endlichkeit der Kovarianz-

funktion.

Man kann sich ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nur mit
stationdren Folgen (Xt)ts G begniigen, fir die E {Xt} =0
gilt, da man jede beliebige station&re Folge sofort in
eine zentrierte verwandeln kann: E { (XJC - m)} = 0.

iu Wir behandeln also ab jetzt, wenn nicht eigens erwidhnt,
nur Folgen mit E{ Xt} =0 . dadurch wird auch die

Bezeichnung Kovarianzfunktion fir K sinnvoll,

Analog zu den mehrdimensionalen Zufallsvariablen

X = (X(1).,.X(n)) definiert man:

Def.4 Eine mehrdimensionale Zufallsfolge ist eine Familie

(1) (n)
(Xt .o Xt )te T

Zufallsvariablen

vaon mehrdimensicnalen, komplexwertigen

) )y

£ cre Ry deren Indexmenge G ist.

Def.5 Die Kovarianzmatrix || K.. || besitzt Elemente der

1]

folgenden Bauart:




K., (t,s) = E (x (3 %y (5)

Wir unterscheiden die Autokovarianzfunktion Kii und die

Kreuzkovarianzfunktion Kij s ik g
. . . (1) (n)
Def,6 Eine mehrdimensionale Zufallsfolge (Xt "'Xt )JCE C
heiBt stationidr (im weiteren Sinne) wenn gilt:
E {Xil)} =03 i =1...n; %t el (6)
(Wir betrachten wieder nur zentrierte Folgen)
sy 2
E{Ixél)l } <o 3 i=1.0.n; wite G (7)
K,.(t+s,t) = K,.(s); i,j = 1...n; ¥ teG (8)
1] N

hangt nur von der Differenz s.ab, nicht von t

Bem.(1) Bed.(7) sichert wieder die Endlichkeit s#mtlicher

Werte der Kovarianz.

Beispiele stationdrer Zufallsfolgen

Beisp,1 (Xt)JC G sei eine stationdre Folge unkorrelier-
ter Zufallsvariablen. Eine derartige Zufallsfolge bezeichnet

man als weifes Rauschen. Fir die Kovarianzfunktion gilt

dann:

;o fir s = D
K(s) = 4 (8%)
ﬁ 0 sonst




Bild 1 Kovarianzfunktion von weiBem Rauschen
5 K(s)
e g . ,S
Beisp., 2 (YJt)JCE ; sei die in Beisp. 1 erwihnte Folge

unkorrelierter ZufallsgrdBen. Dann bezeichnen wir die
Zufallsfolgen folgender Bauart, wobei a,; gine beliebige

komplexe Zahl ist

n
Xg= L oay Yy (9a)
i=m
0 o« 2 }
Xt = Z a; Yt—i , Z } ail < o (9b)§ Der hier verwen-
i=0 i=0 ! dete Konvergenz-
;begriff ist der
* o Foo 2 { der Konvergenz im
XJC = _Z a, Yy i o .Z | ail < o (9c) Mittels
TR =
X,- Lay¥, 1"
lim E} X, - 2a.Y, .| =
0 o t i=—§ t-1

als Folgen gleitender Mittelwerte von weiBem Rauschen

Diese Folgen gleitender Mittelwerte sind stationdr: fir

die Mittelwerte ist dies evident.

o
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Die Kovarianzfunktionen lauten hiers

fiir (9a):
K(s) = EX, X }=E {§ a ¥y o s z aYy_5t=
- 2 )
- .2 i+s lc (10a)
m<i+s<n
mIizn unab-
fiir (9b): , hdngig
v - t
K(s) = E{X } ) . a.0 (10p) »VvOI
t+s t i4s>0 i+s i
i>0
fiir (9c)s
- T _ 2 ;
K(s) = E{Xt+sxt} = i§~w 148910 (10c),
2
Die Bedingung ZIail < o stellt die Existenz der Varianz

und damit auch der Kovarianzfunktionen der station&dren Folgen

gleitender Mittelwerte sicher.

Wir betrachten nun noch den folgenden Sonderfall van (9a)

ndher: a, = ; 1= -m, +.. +m ¢

m
DY (11)
i=-m
2
wobei E{[Ytl } =1 gilt

dann erhalt man als Kovarianzfunktion von (X,)

t' te G
2m+1-|s |

2m+1
K(s) =i

.

fir |s| < 2m+1

e
Ll
-
N
~—

0 sonst.




Bild 2 Kovarianzfunktion von Folge (11)
'J\\ K ( S )
1
e : } + e S
s = =(2m+1) s = 2m+1

Beisp., 3 Wir betrachten eine stationdre Zufallsfolge
folgendexr Bauart: Xt =Y , f(t) ; wobei Y eine Zufalls-
variable und f(t) eine Zeitfunktion f ¢ G > C ist.

Da wir immer E {Xt} =0 vt fordern, muB E{Y}=0D

gelten. Weiters muB, damit X, stationdr ist, die Funktion

t
X 3 2 X3 . -
E {Xt+sxt} = ft+s) . f(t) . E[Y] von t unabh&ngig sein,

doh. flt+s) f (t) darf nicht von t abhangen.

Fir s = 0 ergibt sich: |f(t)|® = r° = const.
Man setzt nun: f(t) = r e wobei re R und ¢ tG -+ R gilt,

2 1 -
Durch Einsetzen in f(t+s) f (t) erhilt man: r el¢(t+5)e i¢(t)

d.h. die Differenz ¢ (t+s) - ¢ (t) muB von t unabhingig sein.

Die Funktion ¢ (t) = wt +© genligt dieser Bedingung
sicher: Man setzt daher: +(t) = r el(w t+ 0)
Den konstanten Faktor =« ele nimmt man in die Zufalls-—

gréBe Y hinein. Daher lautet die endgliltige Form fir die




stationdre Zufallsfolge:

iwt
Xt =Y e (11)

wobei Y eine komplexe Zufallsvariable ist mit

2
E{Y}y =0 E {|Y]| }< = ; te G,w : reelle Konstante.
i( w+27k
Da t nur ganze Werte annimmt und bei ganzem k,el( ¥amk)t =
= el( wt) Yt elh gilt, ist @ nur bis auf einen Summanden
bestimmt, der ein Vielfaches von 27 ist. Daher kann man

w auf das Intervall (- 7,7 ) beschrinken.

Die Zufallsfolge (11) beschreibt offenbar eine periodische
Schwingung der Kreisfrequenz mit zuf&lliger Amplitude
und Phase. Der Realteil jeder Realisierung stellt also
die Folge der Form Xz = a cosl{wt+éy ),

t = {¢e.=2,=-1,0,15 2...1} dar, wobei sich a und ¢ , von

Realisierung zu Realisierung &ndern.

Die Kovarianzfuhktion hat die Gestalt:

- — - » 3 2 .
K(s) = E (v gt® (b¥s)y ziut  _ dws oy 3, iws | (12)

Wobei b der Erwartungswert des Amplitudenquadrates ist.

Beisp. 4
. _ iwgt luwot |
Es sei X, = Y.e tYseT T ey g w5
2 2
und E (Y, 3= E{Y,}=0; E[Y [ <= E IYZI < w (13)
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so folgt E {Xt} =0 ot
vl _ iwy (t+T) iwz (t+T) T -iwt, v ~iwptyy
E {Xt+Txt} = E {(Y1e + Yze ) (Y1e + YZe )}
_ 2 . . -
elw.lT E{|Y1 I T+ e (wl(t+T)—w2')E { Y1Y2} +

i{wy(t+T)-wit)

- iw,T l2
+ e E {Y2Y1} + et 2 E{] YZl } .

Damit der ProzeB (13) stationidr wird, muB der obige Ausdruck
von t unabh&ngig sein. Auf Grund der linearen Unabhangigkeit
der Funktionen el(kl_ﬁz >t, e_l(kl-“}\2 )t und 1  ist der

Ausdruck genau dann von t unabh&ngig, wenn

E {Y1Y2} = E {Y1Y2} = {i (14)

gilt.

In diesem Falle beschreibt Xt die Uberlagerung zweier nicht-
korrelierter Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen und

zufdlligen Amplituden und Phasen.

Flr die Kovarianzfunktion gilts

iwls |2
1

K(s) = e E{] Y b+ giv2s E{] Y } =

5|

10 iwo s
= b, e™l® 4 p eth2® © (b

1 5 | > 0, b,> 0) (15)

2

Wobei b1 und b2 die Erwartungswerte der Amplitudenquadrate

der jeweiligen Schwingungen sind. K(s) h&angt nicht von

den Phasen der Schwingungen ab.




-

Wihrend Zufallsfolgen von Bauart (11) immer komplex sind,
ktnnen die vom Typ (13) auch reell sein. Und zwar dann,
wenn

Yy =Y Py = mes

In diesem Falle kann man die Folge anschreiben als:

X, = Z, cos wt + Z, sin vt (16)
wobei gilt
1 S 1 -
Y1 =3 (Z1 + 122) ; Y2 =3 (Z1 - 122)
Z1, 22 sind reellwertige Zufallsvariable
(15) wird zu
K(s) = c.cos( ws) (17)
tz,” (2, 12,21 |
E Z1 } = E 22 = Cc ; E 2122 =0
Beisp. 5 Wir betrachten nun Zufallsfolgen, die eine

Ubérlagerung von n zuf&dlligen pericdischen Schwingungen

mit verschiedenen Frequenzen darstellen:

o iwgt
E {Y ,} =0 k = 1...n (18)
E {v, ¥} =0 ok o401
E {‘Yk‘ } < @ k = 1...[’1
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Flir die Kovarianzfunktion gilt

n 2 . : n .
K(s) = 1 E {]v, |y e*™® 7 obeetkE s (19)
k:1 k=1
bk > D, k = 1...”
Damit die Folge (18) reellwird, muB n = 2m gerade sein

und die 2m Summanden missen in m Paare konjugiert komplexer
Summanden zerfallen. Man kommt daraufhin zu folgender Dar-

stellung:

m
Xt = igq Z1i cos wit + Z2i sin wit
E {z11 sz} =0 s i, = 1...m (20)
{e. flir i = j
E{Z,, 7,3 =4 * 1 =1,2
J 0 fir i 4 j
m
K(s) = ) C., COS u.s (21)
i=1

Nun betrachten wir die zu (18) gehtrige Grenzfolge fiir

n-+ o , Die Endlichkeit der Varianz wird durch

]

E gl | T b
17y = < w
k k koq K

1

sichergestellt., Diese Bedingung aber garantiert gleichzeitig

die Konvergenz im Mittel von

ps i wt
X, = k§1 Y, e k (22)




i

A

Die Kovarianzfunktion von (22) lautet

K(s) = ] b, e “° (23)
k=1
Beisp. 6 Zum AbschluB3 betrachten wir eine zweidimensional

(1) x(z))

. .. Z :
stationdre Zufallsfolge (Xt » Ky t <G

wobei gilt:
. n . .
x(l) = Z Yk(l) elwkt i - 1,2 (24)

1
7§J)} =0 fir 1 $ jAKk,1 = 1...n,
bzw. fir i = j/ Ak 4 1.

. 2
E {|Yél)l } < i=1,2 3 k = 1...n

Fir die Kovarianzfunktion gilt dann

(
k

K, .(s) = E {
k =1 1

. . n . .
plilgdok (tes) 5 gli) =1 0ty (25)

il ~ 3

n . SN g
= J et kg {Yél) vy 2
k =1
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2 SPEKTRALDARSTELLUNG DER KOVARIANZFUNKTION STATIONARER
ZUFALLSFOLGEN

2.1 Einfihxrung

Wir betrachten nochmals Zufallsfolgen der Bauart (22) wvon
Beispiel 1.5 und die zugehorigen Kovarianzfunktionen (23).
Diese Folgen bezeichnet man als Folgen mit diskretem
Spektrum. Als Spektrum bezeichnet man die Menge aller in

(22) vorkommenden Winkelfrequenzen: {wi,wp.--}< (—m, )

Im Folgenden wird nun - zuerst fir eindimensionale Zufalls-
folgen - eine wichtige Verallgemeinerung der Darstellung (23)
vorgenammen: Sie besagt, daB die Kovarianzfunktion jeder
stationdren Zufallsfolge in der Form

K(s) = f ei ws dF (w )

angeschrieben werden kann,

Diese Darstellung wird als Spektraldarstellung der Kovarianz-
funktion bezeichnet. Sie wird im vorliegenden Abschnitt

mit Ausnahme des Satzes von Herglotz bewiesen.

2.2 Eigenschaften der Kovarianzfunktionen; ihre Spektral-

darstellung
Def.1 Eine Funktion f ¢ G »C heiBt positiv definit
wenn gilt ,

n n ) {ﬁeN

é ) f(ti-tj)zizj 20 Wit ...t €6 (1)

1 §=1

SR

i
z e C

[ Z,eeeZ
v n




Satz 1

Jede Kovarianzfunktion einer stationdren Zufallsfolge
ist positiv definit und umgekehrt ist jede Definition 1
erfillende Funktion Kovarianzfunktion einer stationiren
Zufallsfolge, die als reell angenommen werden kann, wenn

die Kovarianzfunktion reell ist.

Bew. ' K(s) dist Kovarianzfunktion giner stationiren

Zufallsfolge. Beh.{1) : K(s) ist positiv definit.

Bew.(1) Sei neN, s,...5 €G, z,...2 €C
——— 1 n n

1

s. s, 1]

n n
( dann gilt ) } K(s.-s,)z.Z2., = ] YOEAX XY z2.Z.=
i=1 j=1 A T T i%j

n n _ _ n ooon
=E{) J X X z.z.}=sE() X z. } X 3.}
i=1 j= i%; i=1 %3t iz

il
m
g

B~
>
N
et

Y
o

Beh.(2) Jede Funktion f : G~ C die positiv definit ist,

(» ist Kovarianzfunktion einer station&dren Zufallsfolge.

Bew.(2) f ¢ G > C ist positiv definit === =1 GauBprozeB
(><t)JCE g ¢ E{ xt} =0 vt eG
f(s) =E{Xt+sxt} WV t ek
Ist f(s) reell, dann kann der GauBprozeB als reell ange-

nommen werden (s. /2/ 5.72)
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Satz 2
Fir alle Kovarianzfunktionen K ¢ &G - C gilts

{a) K(s) >0 ; Weiters gilt K(O) >0 genau dann,

wenn Xt nicht mit Wahrscheinlichkeit % gleich Null ist.

Bew Satz 1 / Def (1) ==
a) n =1, s, =0, z, =1 == K(0) >0
2
Der Zusatz folgt aus: K(0) = [ lth dP
b) n = 2; 5, = o, S, =5 3 Z,, Z, beliebig A Def (1)
N | 2 - = I 2
> K(D)|z1! + K(~s)z122 + K(5)2122 + K(0) 221 =
2 lZ _ - 5
= K@ Clzy | +1 2, ) + K(=s)z,2, + K(s)Z,;z, 2 0 ... (1)
>0
(1) == K(=s)z,z, + K(s)z,z, ¢R veeea(2)
Wir setzen nun: o+ iB= 212 o- iB = 2122
C + id = K(S) e + if\ = K("'S) e 0 e -(3)

«, B8, c, d, 8, f e R

|
/

(2) N\ (3) ==> (e + if)( o+ iB ) + (c + id)(a - iB)e R

__€> af +Be -~Bc +ad =a(d+f)+ B(e-c) =0 WVe,8 R =—>
e -c, f=-d cee..(4)




PN
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c) Annahme: |K(s)]| 4 0 ; zy = K(s); z, = - | K(s)] ...(5)

(5) A\ Def. 1 === 2K(0) |K(s)| + K(s). K(s).
. (= [K(s) P+ K(s)K(s) . (- |K(s)]) >0

2 k(D[ K(s)] = 2 [K(s)| > 0 ==>|K(s)|< K(0D)

Satz 3
Eine Funktion K 3 G+ C ist genau dann positiv definit,

wenn sie in der Form

+T .
K(s) = [ e YdF( w) (2)
-

mit einer moncton nicht fallenden Funktion F (-W,W) + R
dargestellt werden kann,
F ist bei geeigneter Normierung eineindeutig durch K be-

stimmt. Die Normierung von F wird wie folgt vorgenommen:

a) Man setzt F{(-1m) 0

b) Wir fordexzn F( w+4) Flw) Y we (‘“’“) ; d.h,., die

il

Rechtsstetigkeit der Funktion

c) Hat F an der Stelle -7 einen Sprung, so wird dieser an

die Stelle + 7 verlegt.

Bew. Satz 3 wird als Satz von Hergletz bezeichnet. Auf den

Beweis wird wegen seines Umfanges verzichtet. Es sei auf

die Literatur verwiesen ( /2/ S.474, 475, /1/ S.207).




- 16 -

Bem.1 Aus Satz 1 und Satz 3 folgt unmittelbar, daB jede
Kovarianzfunktion eine Darstellung der Form (2) besitzt. Die
der Kovarianzfunktion K eineindeutig (immer geeigrete
Normierung vorausgesetzt) zugeordnete Funktion F hat folgen-

de Eigenschaften:
(a) Fl»r) =0 F(rn) = K(0) (folgt aus (2) )
(b) F( w+) = F( (D)

(c) F monoton nicht fallend

Im Falle K(0) = 1 sind dies genau die Eigenschaften einer
Verteilungsfunktion. Man bezeichnet F : (-7 7) - R deshalb
als die gpektrale Verteilungsfunktion der Zufallsfolge

(X)) ¢ g

Bem.Z? F kann als monotone beschrinkte Funktion nur eine
einzige Art von Unstetigkeitsstellen aufweisen: né&mlich

htchstens abz&hlbar viele Sprungstellen.

Bem, 3 Ist K reellwertig, dann gilt: K(-s) = K(s) “fse G;
Da aus (2) ersichtlich ist, daB, wenn man F(® ) durch
-F(-®) ersetzt, die linke Seite zu K(-s) wird, folgt aus

der Eindeutigkeit von F:

F(CDZ) - F(<ﬂ1-) = F(- w1) - F(- wz—); T < wy < wy < T
Definieren wir nun eine neue Funktion G : (D,ﬂ) > R durch:
Glw) = 2F(w )= F(O+) } + F(O+)- F(O~) ¥ w e(0,n)

Glw) =0 w= 0

dann kann man K darstellen durch:

T
K(s) = [ cos ws d G(s)
0
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Def,2 Kann man die spektrale Verteilungsfunktion F in

der Form

darstellen, dann sagt man, fir die Folge (X, ) existiere

t'te G
die spektrale Dichtefunktion f. Eine spektrale Verteilungs-
funktion F, die sich in der Form (3) darstellen 1&83t,

heiBt absoclut stetig.

Satz 4

‘F ist absolut stetig genau dann, wenn es zu jedem € >0

ein § > 0 gibt, sodaB fir jede beliebige Menge von

disjunkten Intervallen aus (‘W;W} gilt:

n N
k}zﬂ b, - a, <8 /z | Flb )= Fla )| <

ohne Beweis.

Satz §
Aus

IK(s)] < = (4)

S=- ®

folgt: (a) F ist absclut stetig
(b) F' = f ist stetig

ohne Beweis.
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Bem. (1) Fir den in der Praxis sehr h&ufigen Fall

+
y IK(s) |< = ist also die Existenz der spektralen Dichte-

S=- ®
funktion sichergestellt., Im Falle der Existenz kann die
Spektraldarstellung der Kovarianzfunktion (2) angeschrieben

werden als:

Aus (5) erkennt man die Gr&Ben El* K(s) als Fourier-
T

koeffizienten der Funktion f. Daher gilt:

1 + .
) e tY® K(s) Yo e (~ﬂ§ﬂ) (6)

Bem,. (2) Existiert eine stetige spektrale Dichtefunktion f

so folgt aus der Monotonie “von F:@

£ > 0

Da jede in der Form (2) darstellbare Funktion K ¢ G > C
Kovarianzfunktion einer stationdren Zufallsfolge ist, wenn

F nur monoton ist, hat man eine einfache Methode um zu
prifen, ob eine beliebige, gegebene Zeitfunktion K ¢ G >~ C
Kovarianzfunktion einer station&dren Zufallsfolge ist,
Exrflillt sie Bedingung {(4), so priift man die Nichtnegativit&t

des aus (6) berechneten f.

Bem. (3) Aus (5) folgt fir s = 0O

Daher kann man f( w)d w als jernen Anteil der Gesamtvarianz

. {
deuten, der auf das Intervall (Frequenzband) ( —'gg",w + Q%L)

fallt.
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2.3 Beispiele flir spektrale Verteilungs- und Dichtefunktionen

Beispiel 1 Wir betrachten das weiBe Rauschen vom 1.Beispiel

des 1.Abschnittes.

Die Kovarianzfunktion K(s) =

erfillt wegen der Annahme o <  die Bedingung (4).

Daher ist die Existenz der Spektraldichte sichergestellt,

. 1 2
(6) ergibt: f(w ) = > o (7)
aus (3) erhslt man:
2
w .
1 2 w 4 o}
WYy - i _ S
F()—-£2“ cdr =30 o+ (8)

durch geeignete Normierung.
WeiBes Rauschen ist also durch iiber das ganze :Intervall

(~ﬂ)ﬂ) konstantes Spektrum btharakterisiert,.

Abb. 1 f(w ), F(w ) fir weiBes Rauschen mit 0 =1
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Beispiel 2 (X)) sei ein gleitender Mittelwert von

t'te G
weiBem Rauschen (Yf)t €G der Bauart:
X, o= = Eﬁ Yo . Kyo(D) =1 (9)
t 2m+1 i t-i 7 YY

Aus Beispiel 1.2 kennen wir die Kovarianzfunktion

s

%2m+1— =

| o fir | s | < 2m+1 (1, 12)

g 0 sonst

a}\

Bedingung (4) ist wegen der Endlichkeit von m erfillt;

damit ist wiederum die Existenz der Spektraldichte f sicher-

gestellt. (6) ergibts

2m
2w 2m+1
s=-(2m)
m m
N -iws ~iw r _
=21 2m+l ) I e & =

sowf) T=-m

|

m 2
_ __1_. 1 Z Ei ws 1 . 1 .
- 7 2m+1 To2m 2m+1

2
s=-m
. 2 . 2m+1 )2
sinw
ium goetteleme )y
* +1 w T 2w 2m+1[ . W
1-e sin—5~
2
Beispiel 3 Wir betrachten nun wieder eine Folge von

gleitenden Mittelwerten von weiBem Rauschen,und zwar von

folgender Bauart:
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X, = [ a"Y__., wobei K, (0) =1, acR und [a[< (11)

gilt.

Die Bedingung . QI at 1< ® igt offenbar erfiillt, (11)
i=
definiert daher eine stationdre Zufallsfolge.

Die Kovarianzfunktion wird fir s> 0 durch

[o0] R . (o o] o S
K(s) = z algi=s _ Z alal+s - Z a21+s _ T%—E
i=s 1=0 1=0 1-a
und fir s < 0 durch K(-s) = K(s) bestimmt, sodaB allgemein
" s |
K(s) = a ' (12)
2
1-a

gilt.
Bedingung (4) ist wieder erfiillt. Aus (6) folgt daher:

- o0
A -is w _ 1
f{ w = T SE_mK(S) e = 5 1=ad) * (13)
“21 Kk —ikw @k —ike
. a + Z =
K @ k=0
— 1

‘. 2
27 {(1+a"~2a cos w )




g
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Beispiel 4 (Xt)t e sei eine Zufallsfolge mit diskretem

Spektrum,und zwar speziell die Folge (1.16)von Beispiel 1.4
mit E {Zf }=¢c =1

Fiir die Kovarianzfuhktion (1.17) schreiben wir die Spektral-

darstellung (2)

_'4”
K(s) = cosws = [ cos As dF(}) = %cos(s(—x ) )+ %cos s A
-
daher ist:
{ 0 flir -7 < X < -
F(}\)=»~{_'12- fir -w < A < W
|
- flir w < A < ®
\
Abb, 2 Spektrale Verteilungsfunktion F der Folge
Xt = z,c08 wt + z,8in wt
E{z2}=1, Elz,z, }= 0
1 ’ 172
Flw)
i [
1 ,
2
- - —

Aus (14) sieht man, daB fir F keine Darstellung der Form (3),
also keine spektrale Dichtefunktion f existiert; das gilt

allgemein fir Folgen mit diskretem Spektrum.
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2.4 Spektraldarstellung der Kovarianzmatrix

Satz 6

Fiir die Elemente der Kovarianzmatrix gilt Kij(s) = E;ZT:ET.
Weiters besitzt jedes Element, falls die mehrdimansionale
Zufallsfolge stationdr ist, eine Spektraldarstellung der
Form

4T .
K..(s) = [ et S dF. () (15)
ij g

:[mﬂ,ﬂ} + C sind komplexwertige Funktionen beschrankter

1]
Variation, Wir bezeichnen sie als Kreuzspektralfunktion und
die Matrix |[] Fij]] als Spektralmatrix. Es gilt
F,. =F,,
ij ji

ohne Beweis,

Satz T

Fir beliebige w und A w > 0 ist die Matrix

Il aF.. ()|} =11F. ., (w+2 w) - F, (0 )] hermitesch und
1] 1] 1]

nichtnegativ, d.h. fir ihre Elemente gilt

n

n
A Fij( w) = AFji( w) z ZAFij(w )Zizj > U,\7’Z1

umgekehrt ist jede Matrix !]Fij ||, die der obigen Bedingung
genlgt, Spektralmatrix einer station&ren Zufallsfolge

(Xi1)...Xin))t G ohne Beweis.
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Def.6 VBllig analog zum eindimensionalen Fall gilt wieder:

Kann man jedes Element der Spektralmatrix in der Form

darstellen, so spricht man von der Existenz einer spektralen

Dichtefunktion fij R

Bem., Fiir die Matrix der Spektraldichten einer mehrdimen-

sionalen Zufallsfolge gilt immer:

fij(u)) = fji(w ) s Z z fij( w)zizj >0
i=1 j=1
N ow o€ (wﬂjﬂ] N/ Zyeez € C
Beispiel 5 Nun betrachten wir die zweidimensionale Zufalls-

folge (1,24) von Beispiel 1.6

Aus dem Vergleich der Kovarianzfunktionen (1,25) mit ihren
spektralen Darstellungen (15) erhalten wir wieder die

spektralen Verteilungsfunktionen.

D dups oo, (1)2 T oius
Kygls) = 1 e ECix, Ty = Je dF,, (v
k=1 "
1 2
Foalw) = 1 > ) E{lxé )1}

f E{Ixé1)lz} ke w <w
k=1
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analog:
1 2) 2
Fo(w) == - ) el %22}
y E{lXéZ)l p ki gl
k=1




Def.l Eine Familie (Zt)
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3. SPEKTRALDARSTELLUNG STATIONARER ZUFALLSFOLGEN

e T’ T C R von Zufallsvariablen

Zt ¢ 9 > C bezeichnen wir als ZufallsprozeB3,
Bem, Eine Zufallsfolge ist also ein spezieller Zufalls-

prozeB mit T = G

Def.2 Ein Zufallsprozel (Zt)JC e T heiBt ProzeB mit ortho-

gonalen Zuwichsen, wenn gilt:

2
(a) E{] Z.-Z | } <= Vos, teT
t s !

(b) 51,t1,82,t2€ T .,-"’\s1 <t, < s, <t, ==> E{(Z —ZS 1z, ~Z

Satz 1

Ist (.Zt)t e T

existiert eine Funktion F ¢ T > R, sodaB

gin ProzeB mit orthogonalen Zuwdchsen, dann

<t (1)

]

E {[ZJc - ZS|2} = F(t) - F(s)

gilt. F ist monoton nicht fallend und bis auf eine additive

Konstante bestimmt.

Bew. Aus Def.2(b) und s,< t, =

2
N B I A 4 I 11 e

=E {|z, -Z
to 1 59

1!

_ 2
=== F(t) - F(s) = E{| Zt-ZS{ }

Die Eindeutigkeit bis auf eine additive Konstante folgt aus

Def.2(a), die Monotonit&t folgt unmittelbar aus (1).
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Nun werden wir ein Integral der Form

b
Y = [ Ff(t) dZ

t
a
definieren, wobei Y eine Zufallsvariable und (Zt)te - ein
ZufallsprozeB icst.
Def.3 Es sei (Zt)t . T ein ZufallsprozeB mit orthogonalen

Zuwdchsen, dessen Indexmenge T ein endliches, abgeschlosse-
nes Intervall (a,b }C R ist: und es sei die Funktion
f o (a,b ) -+ C in (a,b ) stetig.

Weiters sei

Zer) (a,b) ={a =t

17727 n+1
=b 3 t,<t, At. <t <t .5 j=1...nk
NN L B N j+
eine Zerlegung des Intervalles und 6 = Me.:x(tj+1 - tj),
sodafB die Punkte +t., j= 2...n Stetigkei%spunkte von

J 2
F:‘@,b) +~R ¢« F(t) = E {]Zt—Zal } sind, und socdaB, wenn

a oder b Sprungstellen von F sind, Za durch Za und Z

- b

durch Zb+ ersetzt wird.
Dann definieren wir das stochastische Integral als:

b b n-1 _ N

e - 3 1 N —
[ flE) dZ, = [ f(t) dZ(t): = éim Zf(tjﬂztﬂ ZyJ
0 .
a a j=0

Dieser Grenzwert ist unabhdngig von der speziellen Wahl der

Zerlegung.,
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Fir bel. a; e C gilt fir das stochastische Integral

n n
y a, / fi(t) dz(t) = [ ¥ aifi(t) dZ(t)

i=1 i=1

ohne Beweis.

Satz 3

Fir das stochastische Integral gilt

b ) b
[iifle) = F (8) |7 dF(x) = E{[[ f(¢) dZ(%) -

a a

daher konvergiert die Folge stochastischer Integrale

b b ‘

/ fn(t) dZ(t) im Mittel gegen f f(t) dZ(t) genau dann,
a a
wenn die Integranden im Mittel gegen f(t) (mit dF(t) ge-
wichtet) konvergieren.

Weiters gilts

b
aus X, = [ f.(%) dZ(%) i=1,2
1 a 1

b -
folgt E X, X, = [ f.(t) f.(t) dF(t)
a

Satz 4
(Satz van der spektralen Darstellung einer stationiren
Zufallsfolge). Jede stationidre Zufallsfolge (X ) hat

t't el
eine spektrale Darstellung der Form:
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+7 . £
X = [ et " dz(w) t e (2)
t -7
wobei (Z )we(mn ) = (Z( w))ws(.ﬂ v) gin FrazeB mit
3 Ty

orthogonalen Zuwdchsen ist,

Satz 5

Erweitert man das stochastische Integral auf mehrdimensionale
Zufallsvariable, so gilt analog zu Satz 4: Jede mehr-
dimensionale stationdre Zufallsfolge (X(1) . X(n))

t t te G
hat eine Spektraldarstellung der Form

Il
©
a.
.
.
.
.
.
.

M

Wobei (2(1)( w ),...,Z(n)( w)) ein ProzeB mit

ws(»ﬂ,ﬁ)
orthogonalen Zuwichsen ist (dieser ist genau so wie im

eindimensionalen Fall definiert).

Aus der Stationaritdtsbedingung folgt:

Wy < Wy S w3 < oW == E {( Z(i)(uyz) - Z(i)( w1)) .
e ey - 29w )y <0
1, = 152,64.n
F.. ergibt sich aus
1]
Foolow+ 80 ) = F, (w) =E{(Z,(e+b w) -Z (w)) .
1] 1] i i
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4, ERGODENSATZE

In vielen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat
man es mit Versuchen zu tun, die oft wiederholt werden.

Als Schitzwert z.B. fiir den Mittelwert dient dann das
arithmetische Mittel der Realisierungen., Bei Zufallsfolgen
hat man aber oft, z.B. bei Gkonomischen Anwendungen, nur
gine Realisierung zur Verfiigung. Dadurch wird der Erwartungs-
wert eine nicht operationale Definition, Es ist intuitiv
plausibel, dass man im Falle der Stationaritdt die Mittelung
iiber den Merkmalsraum durch die Mittelung lber die Zeit er-
setzen kann. Die Ergodensétze geben num die genauen Voraus-
setzungen an, unter denen dies zuldssig ist. Wir behandeln
zwei Ergodensidtze: Einer bezieht sich auf den Mittelwert

der Folge, der andere auf die Kovarianzfunktion.

In diesem Abschnitt gehen wir von der Voraussetzung E{Xt} =0
ab. Es ist unmittelbar einsichtig, daB dadurch die Spektral-
darstellung (3.2)

M i wt
Xt - ¥ = f gt v dZu(w ) (1a)
.
zu o -
Xt = f et dZ(w ) (1)
-

wird, sonst aber alles gleich bleibt.
Dabei gilt:
' L Z(w ) flir @ < O

{Z(w)—u flir w > O

also (Zﬂ(w ))ws(wn,n) und (Z( w >%s( unterscheiden

- Ty ’ﬂ']
sich nur um einen Sprung von der GrdBe ¥ bei w = 0.




Satz 1

Es sei (Xt)
darstellung

t

€
(1

G
)

E (]dz (o) )

dann gilt:

leoiem

n=m*®
und

lim

Ne=m ->%°

N=m-+1

und analog

n-=-m+1

~>13
x

[t
Il
3

und mit
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eine stationdre Zufallsfolge mit Spektral=

= dF(w) 5, EC]dZ (w)]} = dF (6 )
Lol H

!

Bew, Durch Einsetzen

xt = Z2(0)-2(0-=) (2)
2
K(s) = E {|z(0)-2(0-)| } = (3)
= F(0)=-F(0=)
in (1) erhslt man.

1 E }-“ iwtdz( ) =
nem-+1 ‘a e w -
t=m
+T n
1 iw t
fﬂ n-m+1 Z 8 dZ(w ) =
- t=m
+T iw m ‘- iw (n=m+1)
{W n—-m+1 {ogt? dz(w)
7ﬂ grom o dw (n=m+1) Flu)
n-m+1 iw
~- T 1-e
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fir den Integranden gilt:

iw iw L(n-m+1), -iw F(n-m+1)- _ie 3 (n-m+1)

J e . B (e - B )
= s L a1 1
A n-m-+1 e1 2(m(e igw_ 81 aw)
iw -%(n+m) sin w n-g+1
n=m+1 sin %w
ain ~m+1

1 _ 1 o 2 <
‘Jn—m+1( | n—m+1 | sin 3 W =

und weiters:

lim | J (w |
n—=m -+

1l

I T

O

sonst

)/—

Da hier beschrinkte Konvergenz vorliegt, kann man Limes

und Integral vertauschen., Aus Satz 3,3 und Jn—m+1 > K
folgt:
1 n +T
lLiiwm =——= ]} (X ,-u) = _fﬂ « (w) dZ(w) = z(0)-Z(0-)
Nem > +tem

1 n + 1
—— ] K(s) = [ «(u) df(w) =F(3)-F(0-)

nN—=-Mm ->w S=m

lim




N
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Bem. (1) Satz 1 kann man verbal wie folgt formulieren:

Ist (Xt)te G eine stationdre Zufallsfolge, so konvergiert
das Zeitmittel im Mittel gegen die Summe aus E {Xt} = W
und einer Zufallsvariablen Z(0) - Z(0-), die die Varianz

Fu(D) - FU(D_) besitzt.

Ist also ZU(D> - ZM(D—) = 0, was genau dann der Fall ist,
wenn Fu an der Stelle 0 stetig ist, dann konvergiert das

Zeitmittel gegen den Mittelwert n.

Bem.(2) Aus Satz 1 und Bem.(1) sehen wir, wenn (Xt~m) die

zentrierte Folge ist,

M u ~ H B
n
) 1 2. . . (4)
J==" (. 1im —— ) Kf{s) = n°) <==
Ne=m o
S =m
1 n
=== l.i.m — Z Xt =pu (mit Wahrschelnl%ch—
N-=m > fem keit 1 )

Der unterstrichene Teil obiger Relation ist ebenfalls eine

sehr gebréduchliche Formulierung des Ergodensatzes.

Bem.(3) Ist F absolut stetig, so ist F nach Satz 2,4 sicher
im ganzen Intervall (-m,7m ) stetig, also gilt fir Zufalls-
folgen, flir die die spektrale Dichtefunktion f existiert,

immer Beziehung (4) mit ¢ = O,
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Auch fiir Zufallsfolgen von Bauart (1,18) (Beispiel 1,5)
gilt (4) wegen

N .
K(s) = } by gt Uk3 und
k=1
n N .
. 1 iws
lim —— ) . b e = 0
N=m o Kk
S=m =1
Sdatz 2
Es sei (Xt)t cg ©ine zentrierte stationdre Zufallsfolge.
Wir definieren nun eine neue Zufallsfolge (Yt)JC G durchs
YJE = Xt+u Xt’ wobel u eine feste ganze Zahl ist. Im

allgemeinen wird diese Folge nicht zentriert sein. Ist nun:

Lis) = E{ Xt+u+s Xt+s xt+u Xt ’

unabhangig von t % se¢ G, dann existiert der Grenzwert

Dieser Grenzwert ist gleich K(u) (mit Wahrscheinlichkeit 1)

genau dann, wenn




/"‘

: - X - oy
Bew, Es gilt E {Yt }=E {xt+u Xt} = K{u) 7 te G

Deshalb ist die Folge (Yt - K(u))t cg Stationdr und

zentriert. Auf diese Folge wenden wir nun Satz 1 an:

Aus diesem folgt die Existenz des Grenzwertes:

n

1
loium - 7 (Y,-K(w} = 1.i.m
n-+ o n=m+1 t=m n-» «

Dieser Grenzwert gleicht der Nullzufallsvariablen genau

dann (Satz 1, Bem.(2)), wenn gilt

n
1
im  =—— ] E {(Y_ - K(u)) (Yg- K(u)) 1} =
n—m=>
s=m
1 i 2
= lin == § L(s) -] K(u) [? =0
Nem >
s=m
Bem. Wie man aus (4) und (5) sieht, erlauben die

Ergodensdtze Aussagen Uber die Konsistenz der Sch&tz-

funktionen

35 «
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5. ANWENDUNG LINEARER OPERATOREN AUF STATIONARE ZUFALLSFOLGEN

Def.l Es sei (Xt)te c

einem linearen, endlichen, diskreten Operator verstehen

gine stationdre Zufallsfolge. Unter

wir eine Funktion, die n-m+1 Zufallsvariablen der Zufalls-

folge (X_) gine neue Zufallsvariable YJC wie folgt zu-

t'te G
ordnet.
n
Y, = a.X ) a.eglC Nt el (1)
t L iTt-] it |
j=m

Eine Vorrichtung, die einen derartigen Operator realisiert,

nennen wir ein lineares digitales Filter. (Xt)t cg nennen

wir Eingang, (Yt)te’G Ausgang.

Satz 1
Ist (xt)te G eine stationdre Zufallsfolge, so ist auch die
zweidimensionale Zufallsfolge (Xt’ Yt)JC e stationar.
Bew. Daf (Yt>t€ c stationdr ist, ist leicht zu sehen, denn
K = { == . a =
yyls) = ELY Y h=EL ] 2%t re—j DR
j=m i=m
n n _
= 7 §oa.a, K(s+i~j)
joi
j=m i=m

ist nur eine Funktion von s.
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Weiters gilt:

ist nur eine Funktion von s.

Die vollstindige Beschreibung eines derartigen Filters kann
auf zwei Arten, durch Gewichtsfunktion oder durch Uber-

tragungsfunktion geschehen.

Def.2 Die durch

( ay firm < t < n
g(t) =

{
i
1
£

0 sonst

AN

bestimmte Funktion nennen wir Gewichtsfunktion, ihre

Fouriertransformierte

n . .
y(w) = ] s

J=m
nennen wir Ubertragungsfunktian.
Bem. Wie man sofort sieht, erhdlt man die Gewichtsfunktion
als Ausgang, wenn der Eingang die Form

1 fir 1= 0
E 0 sonst

besitzt, die Ubertragungsfunktion ergibt sich als Quotient

von Aus- und Eingang, wenn der Eingang von der Gestalt et ® t

ist.




N
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Satz 2

Ist der stationire ProzeB (X ) Eingang und ist (Y_)

t'tek
Ausgang eines linearen digitalen Filters mit Ubertragungs-

funktion vy , so gilt:

i t
Yt= _fﬂelm 'Y(LU) dzxx(w)
und
w 2
Fyylo ) = w£ O] dFy ()
- w
Fyx(w) = £ y (1) dF (2)

Existieren die spektralen Dichtefunktionen, so gilt:

fo( w )

Y(w)-—‘fxx(w)

Bew, Aus der spektralen Dafstellung von Xt folgt:

A T —iw §y _dwt
Y, = Z a. X S f ( J-e ) e dzxx(w) =
™

m j=-m

I

Fir die Kgvarianzfunktionen gilt dann weiter:

o iws 2
Kyp(e) = ™55y (™ dfyy
und T iws
KYX(S) =,£ e v (w) dFyy

Aus (2,15) folgt dann der Rest von Satz 2.

t te &
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6. BEISPIEL EINES SCHATZVERFAHRENS FUR SPEKTRALDICHTEN

6.1 Heuristische Diskussion

Die naheliegende Idee, die Fouriertransformierte dex Funktion
Nes

s 1 . . . .
K(s) = N g;1 Xt+sxt als Schatzfunktion filir die spektrale

Dichtefunktion zu verwenden, ist insofern nicht angebracht,
als die Sché&tzungen nicht konsistent sind (s. 4). Durch
geeignete Mittelungsverfahren (Anwendung eines linearen
Filters) gelingt es aber, konsistente SchitzgréBen zu

konstruieren.

Das im folgenden behandelte Verfahren der komplexen

Demodulation ist ein Beispiel fiir diese VYorgangsweise.

Wiw beniltzen die in Satz 3.4 gezeigte M8glichkeit und

schreiben die station&dre Zufallsfolge Xt:

™ .
X - j elw‘t

£ dZ{w) | (1)

-7

Nun bilden wir die "komplexe Demodulierte™

. m . .
D) = Zx,e P o Ypox, o, o)
o3t

j5=;

wobei &£ einen linearen Operator (TiefpaBfilter) im

Sinne des Kapitels 5 darstellt,




- 40 -

Einsetzen van (1) liefert

m . T .
D, (N = 7} b i (B=3) pdelt=d) 7y o (3)
t Lo T
j=-m
m .
= | el(ubl)t ) b, e—l(w—x)J dZ(w) =
n jomm
T
i (w= A
= f el(w )t v (w-2) dZ(w)
-
: m e .
Mit vy () = z bj e”* ®J  bezeichnen wir die Ubertragungs-
j==m

funktion des Filters,

Bilden wir nun den Erwartungswert des Betragsquadrates der

Demaodulierten
- T i +A )t
E (D, 00D, () = [ [ em T ATIRE g (umn) Flu-n) -
”_"n' ...._'n'

« £ (dZ(w) dZ(uw))

so folgt aus den Eigenschaften von Z(w) (siehe Kap. 3)

2 m 2
E|D O] = £ |y (w=2) ] dF (w) (4)

F(w) ist die spektrale Verteilungsfunktion unserer urspring-

lichen Folge.

Wir sehen also, daB uns bei geeignet vorgegebenem Filter die
Mittelung der Betragsquadrate der Demodulierten eine
Schatzung der spektralen Verteilungsfunktion bzw. der

spektralen Dichte abgeben miBte.
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Betrachten wir noch fir X, +‘k2 die Kovarianz

()T, (1)) = RN R N I PN (5)
-

E(Dt

“ vy (w-xr,) dF(w)

so sehen wir, daB abh&ngig von den Eigenschaften des Filters
die Demodulierten verschiedener Frequenzen kovarieren

el(kz_k1>t eine Axrt

werden,und zwar kann der Faktor
Schwebungseffekt verursachen, was wegen der Nichtlinearitat
der Prozedur ja auch zu erwarten war. Jedoch kann fir
geeignet gewdhlte Ubertragungsfunktionen Unkorreliertheit

erreicht werden.

Entsprechend (4) verwenden wir als Schadtzfunktion flr den

Wert der spektralen Dichtefunktion f(A) den Ausdruck

A 1
fN(X) = Noomy ) lDt(k)| (6)

Mit N bezeichnen wir die Linge der vorgegebenen Realisierung
der Folge Xt ;3 2m+1 ist die Gesamtlédnge des verwendeten
Filters. Im folgenden beweisen wir die Konsistenz dieser

Sch&étzgrole.




P
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6.2 Asymptotische Eigenschaften der Schatzung mittels

Def.1 Es sei (X,)

komplexer Demodulierter

eine stationsdre reelle Zufallsfolge.
t te G

t'te G
Eine lineare Transformation der Folge (X

der Form

m . .
D.G) = § b, (x, . e (B3N

heiBt komplexe Demodulierte zur Frequenz A , wenn die bj

so gewdhlt werden, dal die Ubertragungsfunktion
m

vy (w) = )} b, e”™*®) nur in einer Umgebung von Null

j=-m

wesentlich von Null verschieden ist (TiefpaBfilter).

Bem.(1) Um die Rechnung zu vereinfachen, beschrénken wir

uns auf reelle und symmetrische Filter, d.h.: kb .= bj’bj e R

daher ist Yy reell und gerade.

Bem, (2) Wie unmittelbar aus der Definition folgt, ist ¥y

periodisch mit 2 7

Satz 1

Unter den Annahmen:

(a) (X)), .q

Spektraldichte f

sei stationdr und besitze eine stetige

(b) Die Ubertragungsfunktion Y habe folgende Eigen-

schaften:
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+ T 2
b 1 f[ym(m)l do = 1 v meN
- T
2
b 2 lim [ |y (w) ] dw =1 ¥ e3> 0
m
me |u|<e
2
b 3 1im |y (w) | =0 gleichm#Big fiir alle
m =0 m
WV 0<e < |o] <
liefert der Ausdruck
" 1 Nsﬁ {1 f] nix(l—j)
fN(A) = Vo bjblxt_jxt_l e

t=m+1 j==-m l=-m

eine asymptotisch erwartungstreue Schiatzfunktion fir die

Spektraldichte (A

Satz 2

Unter den Voraussetzungen von Satz 1 sowie unter den

zusdtzlichen Voraussetzungen:

(c) (Xt)t . g ist ein reeller GauBprozeB, d.h. alle endlich

dimensionalen Verteilungen sind GauB-Verteilungen,

b 4 Es sei

Sy @) dwe < e v me N
b 5 Es existiere zu jedem €> 0 ein LD’ sodal3 flr

L> Ly, A <L gilt:

+ 7 2 2
[ v (w)y_(wtu) do
sup g -1 < €
‘”lfﬁé +7 (o) du
- Ym b
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folgt:
/2Wf2()! oy 1 T
R
Neom {ym(w)dw + 0( Neom ;gYnﬁw)d m}fur + o
Va:r: ('FN(}\)) = <
2 + + Ty
amf (o) T u ( W) Fiie A= o
“N=2m _iym(w)du>+ al kN-Zm _£an®))d } fir o
N
Korpllar: Beispielsweise ist flir
o5 p2mEt)w
\l_3(em+1 P 2
Ym(w) = “ 5 ®
L 2m(2(2m+1) +1) (2m+1)sin >
A\
fN(l) asymptotisch erwartungstreu.
Bem. Wird aus einer Zeitreihe (xt)t c G durch Bildung
von gleitenden Mittelwerten der Form
m 1 X
Yy = .Z 2m+1 Xt+j
j=-m
eine neue Zeitreihe (Y ) erzeugt, und wird auf diese

t'teh
noch elinmal dieselbe Operation angewendet, so erhdlt man als

Ubertragungsfunktion des gesamten Vorgangs eine Funktion
der Form

2
(22+1)w

(2m+1)sin %

sin

Deroben unter der Wurzel auftretende Ausdruck entsteht

durch Einsnormierung von Yy .




- 45 =

Bew. zu Satz 1

Nem m m

o, —.)L -.\ i
E £, (2) = N_12m ) I I bobe™ (-3 (1)
t=m+1 j=-m l=-m J
unter Benutzung der Spektraldarstellung von K (2,5) schreiben
wirs
N +7 m m s v 3
Ef,n) = [ ]} I obob, et iR d=3 ey o
N . j 1
-1 j=-m l=-m
+ T
¢ = [ ¥ (x-w) f(o) du
-
Nun ist aber
+ 2
I [ (fle) - F(1)) Ym(k—w) dw| < | J (Fly) - f(x)} -
- T I}\»ml<€

2
Cyl ) du | (f) = FO)Y_0=w) du |

e<|A-wlzm

Wenn m gegen unendlich geht, so kann der erste Term der
( rechten Seite wegen der Stetigkeit von f{w) wund b 2 bel,
klein gemacht werden. Dasselbe gilt wegen der Beschranktheit
von f(w) (f ist in {-m 7} stetig) und b 3 fiir den zweiten
Term. Benutzen wir noch b 1, so erlangen wir das gewlnschte

Resultat.

Bew. zu S5atz 2

Die Annahme (c) impliziert (s. /4/ Kap.9):

T T T T A

PE UG X T E K Xy B XX Y E X X )
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Fiir die Varianz der Schitzfunktion k8nnen wir nun schreiben:

o~ o~ 2 N 2
Vazr (Fy(a)) = £ (F(0) - E £ (N) =

1

= —— ) b. b, b, b, *
Ne2m) Lo 1 1

( t1,t9,31,d2, 10,1, J1 71 92 72

-3 N1i+lo=j1-j2), ( K(t1-tp+ip=-d1)

© Kty =ty +1y=1;) + K(ty-tp#lp=j1)*.K({t1-totis-11))

Fiihren wir nun wieder die Spektraldarstellung der Kovarianz-
funktion und die Ubertragungsfunktion des Filters ein, so
erhalten wir nach etwas langwierigeren Umformungen mit der

Abklrzung L = N=2m

R 1 +T 4T (sin L(;—V
Var [fN(A)) =2 _£ jﬂ flu) +f(v) ;;;"—TE:UT .
2

* Y, (u+ A vy (ve)+ vy (ueA)Y (v=2) 2 du dv
m m m m

Diesen Ausdruck spalten wir in 3 Integrale auf:

2
;T + o sin %(u-v) 2 9
I1(A) = ;t? ‘£ Iﬂf(u) f{v) e %(u—v) 'ym(u+A)Ym(v+A)du dv
2
R [sin %(u—v)
IZ(A) =52 _£ {ﬂf(u) fv) I iToy) 2y (uw)y _(ver) e
©oy (a=A) v (v-2) du dv
L 2
;T sin 3 u=-v) 2 2
Ia(A) - ;Ei {ﬂ_ﬂf(u) fv) ain 1 o) Ym(u—K)Ym(v-A)du dv
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11 und 13 stimmen bis auf das Vorzeichen von A Uberein.
Im folgenden betrachten wir nur I1 und 12. Weiters bemerken

wir noch, daB fir X = 0 gilt.
Var (f (0)}) = 4 1,(0)

Fiir die Abschatzung von 12 nehmen wir A 0 an: Wegen der
Periodizitst aller unter dem Integralzeichen stehenden
Funktionen k&nnen wir im folgenden bei Substitution der

Integrationsvariablen die Grenzen gleich lassen.

Mit |f(u)] <M dst:

MZ +T T |{sin "'Tézs 2
]IZI <% [ y (vxeA) vy (vax=a)y (v#a)y (v=a)dv dx|
L T em X m m m m
Sln >

Aus der Schwarz'schen Ungleichung (wegen b 4 anwendbar)

( f Y (Vix=- )Ym(v+x—k)xnhrbm %#V—A) dv}zi

+ 1 2 2
< ( Oy (vt y (v=2) ) dv }
-
grhalten wir weiters
2
2 Lo kx
M + Sin > + 2
lIZ | <=5 | ” dx [ (y, (vedr)y (v=2) ) dv
L =T sin "2' T m m

Aus b.1 und b 3 folgt fir A #+ 0 und beliebig vorgegebenes

e >0

T 2
£ (Ym(V+A)xn(VfA)} dv < ¢

wenn nur m groB genug ist,
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Also gilt fir m >m.(e)

0
M2 2 M2
m— L] . — —-lr—e—-—
| L, | < 2 e® 2r L = =7

I, schreiben wir zun&chst um:

1

{81n Lx 12
2

= 2 ff

- T

181!’1

” fv) f(V+X)Ym2(V+A)y?n(v+x+)\) dv dx

2

und fihren die Abscha@tzung nun in 2 Schritten durch:

1

I, = —

T2L% g g >IR  2LT |, |<TA

1
J an * 2 daa = I I

—L L
Mit |Ff(A)] < M, 0 <A <L wird
2
‘ ‘ M2 j sin =
I p S eedl y (v+ A) v (v+x+A) dv dx =2
11 212 7T>|Xl>lA" sin & f
- “L 2 .
il sin Lx 2 T
2
i.m* / 3 dx [ y*(v) dv
L2 1A sin 3 "

Hier haben wir flr das innere Integral wieder die Schwarz'sche

Ungleichung benilitzt.

Nun ist im Intervall ﬁ#;" )
( ILx Y2
L n—=- ™
f Z <f __C.i_L_zzc.thi&':
.),<_ — .2 X 2L ’D'A
aA 5 TA sin > -
L L
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und da man A beliebig groB machen kann (freilich mit

A <L), erhalten wir

I = Of

1%
19 = \'I'_' {TYm(V) dv)

Iim 2. Schritt betrachten wir

. Lx 2
n (sin 5
5 = V2 / / — f(v) ﬁ(v+x)x§(v+x)y%(v+x+x) dv dx
tA - |Lsin =
}x|< 2
Ersetzen wir in 112 f{v) f(v+x)y§(v+k) 2(v+x+1) durch

f 4v)y;(v+x), so erhalten wir wegen b 5 folgende Fehler-

abschatzung:

T
| £ (f(v)f(v+x)y§(v+x)Yé(v+x+x) - fz(v)yé(v+x)yé(v+k+x) +
+ F V) Y2 (v ) Y2(ur Mx) = FAV)YH(u+A) ) dv |
m m | m
T
< | [ fv) (Flvex) - }Y v+ A) m vir+ x) dv |+
-1

} v ( sz(v+>\) sz(v+>x+x) —Y;(V‘”‘)} dv | <

-
_ T i
< M2¢ ] f x:(v)dvl + M s y%(v+x)yé(v+k+x) dv |<
- =

(Ma+6)Mfy v) dv
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Der Fehler F ist also:

2
sin > T
F<e dx [y*(v) dv <
‘ngﬁé L sinz -T
<zwh o (T ytv) av )
-
.
F—_-o(“[:fy”(v)dv)
T
TA 2
1 L sin > T gy )y
= - e Simen 2 L —_ -
112 =3 / —= ox [ f (V)Ym(v+A)dv + O(L me(v)dv) =
T A Lsin = T =7
L 2
L
ﬂ(Sln Eﬁ\z s rsin - :
- 2 dx - 2 | 2 dx | -
26 T gin & TA |sin 2
2 T 2
T £T
. L -—
1{? (v)ym(v+A)dv + °(2Jerm(V)dV )

Unter Benlitzung der Abschétzung aus dem ersten Schritt und

der Bedingung b 3 erhalten wir

2 T ™
I, = =1itL&l fY;(v)’dv + O (% / ﬂ#(v) dv )

—T7 -7

Da sich 13 genau wie I, berechnen 1&B8t, haben wir schlieB-~

1

lich die asymptotischen Beziehungen
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4 Co2mE(N) T y
Var (fN()\)) n ——-—EL.)__;}T'Y;(V) dv flir A +0 und

N L

|

“ . T
Var (F, (0)} =~ 4nf2(0) [yi(v) dv fir A =0.
~1r

Damit unsere Schitzung konsistent ist, muB also die Uber-—
tragungsfunktion des Filters so beschaffen sein, daB
Tr .
(», f Yg(v)dv schwdcher gegen <« geht als L. Dies liefert
¥ ~T

uns eine Bedingung flir das Verh&linis von Datenlinge N zu

Filterldnge 2m+1.,




avs

/2/

/3/

/4/

/5/

/6/

/77

/8/

/9/

LI TERATUR

M.LOEVE s

J.D00B:

U.GRENANDER,
M.ROSENI LATT:

M.S.BARTLETT:

R.BLACKMAN,
J.W.TUKEY:

C.BINGHAM,
M.D. GODFREY,
JW,TUKEY:

R.C.SINGLETON®

C.W.J.GRANGER:

M.D.GODFREY:

Probability Theory
3rd Ed, Princeton 1963

Stochastic Processes
Wiley, N.Y. 1953

Statistical Analysis of
Stationary Time Series
Wiley, N.,Y,., 1957

An Introduction +to
Stochastic Processes
Cambridge, 1962

The Measurement of Power
Spectra
Dover N,Y. 1958

Modern Techniques of

Power Spectrum Estimation
IEEE Trans. Vol. AU-15,Nr,2
Juni 1967

On Computing the Fast
Fourier Transform.

Comm. ACM, Vol.10,Nr.10,
Dct., 1967

Spectral Analysis of
Economic

Time Series
Princeton 1964

An Explanatory Study of
Economic Time Series
Applied Statistic Vol.XIV,
Nr.1, 1965




ZEICHENERKLARUNG

N= (1,2,3....) Menge der natiirlichen Zahlen

= |
I

(0,1,2....) Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen
G= (o..=2,=1,0,1,2....) Menge der ganzen Zahlen

R

Menge der reellen Zahlen

C

o«

Menge der komplexen Zahlen
Ist a eine komplexe Zahl, so bedeutet a ihr Konjugium

p == q bedsutet: aus p folgt g

p & q bedeutet: Die Aussagen p und g sind &dquivalent
= bedeutets Es existiert

4 bedeutet: Fir alle

N bedeutets:  und

1 deutet das Ende eines Beweises an




