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Zusammenfassung. In dieser Arbeit werden verschiedene Spezifika-
tionstests fir das einfache Ubergangsratenmodell mit konstanter
Hazardrate konstruiert.

Da fir Uberlebensvertellungen zensierte Daten die Regel sind, wird
auf diese Problematik von vorneherein bezug genommen. Es werden
die folgenden Zensierungsmuster betrachtet:

(i) single type I-censoring

(ii) type II-censoring

(iii) random-censoring

Fiir die F&lle (i) und (iii) wird folgende Vorgangsweise gewdhlt:
unter Verwendung einer Funktionalgleichung der Uberlebensfunktion
(S(x+y)=5(x)S(y)) wird fir feste x,y der Wert S(x+y) auf zwei
verschiedene Arten geschétzt, sodaB die (standardisierte)
Differenz asymptotisch normalverteilt ist. Mittels einer
konsistenten Schétzung der asymptotischen Varianz werden dann
Teststatistiken abgeleitet, die unter der Nullhypothese
asymptotisch chi?-verteilt sind. ,

Flir den Fall (ii) werden mittels Order-Statistiken verschiedene
Quantile geschétzt. Hier ist der Quotient zweier derartiger Order-
Statistiken (nach geeigneter Standardisierung) asymptotisch
normalverteilt mit bekannter Varianz.

Fir den Fall (i) wird schlieBlich noch eine weitere Methode
vorgeschlagen: es werden die Maximum-Likelihood Sch&tzungen des
Skalenparameters - bezliglich der gegebenen Zensierungszeit C und
einer "kiinstlichen" Zensierungszeit C'<C gebildet. Ihre
standardisierte Differenz ist wieder asymptotisch normalverteilt.
Flir alle diese Varianten wird die Menge der Alternativen,gegen die
der jeweilige Test konsistent ist, bestimmt.

Summary. In this paper we construct different tests against mis-
specification for the basic failure time model with a constant
hazard function.

Throughout the paper it is taken into account that lifetime data
are usually censored. We consider the following censoring
mechanisms:

(1) single type I-censoring

(ii) type II-censoring

(iii) random censoring

Using a functional equation of the survival function
((S(x+y)=S(x)(y)), we treat the cases (i) and (iii) by the
following method: for fixed x,y we estimate the value S(x+y) in
two different ways such that the (standardized) difference between
these estimates is asymptotically normal. Using a consistent
estimate of the asymptotic variance, we derive test-statistics
that are - under the null-hypothesis - asymptotically chi-square.
For the case (ii) we use order statistics to estimate different
quantiles. Then the ratio of two of these estimates is (when
appropriately standardized) asymptotically normal with known
variance.

Finally, for the case (i) we propose a further method: estimating
the scale parameter by Maximum-Likelihood method once using the
given censoring time C, once using an "artificial" censoring time
C'<C, we obtain two estimates whose standardlzed difference is
asymptotlcally normal.

For all these possibilities we determine the sets of alternatives
against which the tests are consistent.




I.Einleitung

1.Grundbegriffe der Survivalanalyse

Es sollen hier kurz die mathematisch-statistischen Grundlagen der
Survivalanalyse skizziert werden. |

Survivalanalyse untersucht - ganz allgemein gesprochen - den
Ubergang von Individuen von einem Stadium (Zustand) in ein
anderes, die Dauer des Verweilens in den einzelnen Stadien und die
Wahrscheinlichkeit eines Uberganges. Wir wollen uns auf den
Spezialfall des sogenannten Zwei-Zustands-Modells mit
absorbierendem Zielzustand beschrianken. Hier befinden sich die
interessierenden Objekte zu Beginn der Untersuchung in einem
Ausgangszustand, um im Lauf der Zeit in einen anderen Zustand
Uberzugehen, der vom Standpunkt der jeweiligen Untersuchung aus
als endgiltiger ("Tod") aufgefaft wird.

Der Zeitpunkt T des Eintritts des Ereignisses - auch Ankunftszeit
oder Uberlebenszeit genannt - wird als nichtnegative zufidllige
Verénderliche aufgefaBt. Ganz allgemein besteht die Aufgabe der
Survivalanalyse darin, aus dem gegebenen Datenmaterial Aufschliisse
Uber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der zufalligen Variablen T
ZUu gewinnen.

Angenommen, diese Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzt eine
Dichtefunktion f, dann ist

t
F(t) = P(Tst) = g f(s)ds

die (kumulierte) Verteilungsfunktion der Uberlebenszeiten. F(t)
gibt fir ein Individuum die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB sein

"Tod" innerhalb des Zeitintervalls [0,t] eintritt. Umgekehrt gibt




die "Uberlebensfunktion'" S:

S(t) = P(T>t) = 1 - F(t) = {f‘(s)ds

die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Individuum den Zeitpunkt t
"lUberlebt",d.h. das besagte Ereignis bis zum Zeitpunkt t noch
nicht eingetreten ist.

Die Hazardfunktion r ist definiert als

r{t) := 1lim t,t+h)/h = 1im P(t<T<t+h|T>t)/h
(t) := Lim  qf )/b = lim P |T>¢)/

wobel q(t,t+h) die Ubergangswahrscheinlichkeit: die
Wahrscheinlichkeit des Eintritts des Ereignisses im Intervall
(t,t+h], unter der Bedingung, daf es bis zum Zeitpunkt t noch
nicht eingetreten ist, ausdrickt. r(t) heift dann die Hazardrate
oder Ubergangsrate zum Zeitpunkt t.(Bei Mehrzustandsmodellen sind
die Begriffe Hazardrate und Ubergangsrate nicht identisch.) Wir
wollen voraussetzen, daB die Hazardrate zu jedem Zeitpunkt t>0 de~-
finiert ist.
Die Hazardrate ist keine Wahrscheinlichkeit (es kénnen Werte >1
vorkommen). Wohl aber sind fir "sehr kleine'" Zeitintervalle der
Lange h die Hazardrate und die Ubergangswahrscheinlichkeit
ungefahr proportional:

g{t,t+h) = r{(t)-h
Anschaulich heift dies: je hdher die Hazardrate zu einem Zeit-
punkt t ist, desto gréBer ist fir ein Individuum das Risiko, zu
diesem Zeitpunkt t zu "sterben"; damit ist in der Hazardrate quasi
die Intensitat des Ubergangsprozesses ausgedriickt. In der Hazard-
funktion r(.) ist festgehalten, wie sich diese '"momentane

Todesrate" widhrend der Zeit #ndert.



Es gelten folgende Beziehungen:
r(t) = f(t)/S(t) = -(dS(t)édt)/S(t) = -d(log S(t))/dt
S(t) = exp(—gr(s)ds)

t
f(t) = r(t)-exp(—fr(s)ds)
0

Damit besteht eine bijektive Zuordnung zwischen Ratenfunktion und
Wahrscheinlichkeitsverteilung»der Ankunftszeiten: erstere ist
durch letztere eindeutig bestimmt und umgekehrt.
Die einfachste Form einer Hazardfunktion ist offenbar:

r{(t) =a >0
Das heift: die Hazardrate &ndert sich nicht wihrend der Zeit. Dem
entspricht, dap die Ankunftszeiten exponentialverteilt sind, die
Uberlebensfunktion also gegeben ist durch

S{(t) = exp(-at)
und die Dichtefunktion gegeben ist durch

| f(t) = a-exp(-at).
Diese;Arbeit stellt sich die Aufgabe, mittels der Hausman'schen
Methode Tests fiir die Hypothese
| Hp: r(t) ist konstant
oder &aquvalent dazu:
Ho: S(t) = exp(-at)

fir zensierte Daten zu konstruieren.
Ein Uberblick tber andere Spezifikationstest fiir Survivalmodelle
findet sich z.B. im Buch von Lawless (1982). Weitere Biicher {iber
Survivalanalyse: z.B. Kalbfleisch & Prentice (1980) oder

Diekmann & Mitter (1984) und die dort angegebene Literatur.




2.Zensierte Daten

Von zensierten Daten spricht man, wenn die - oder einige der -
Realisierungen der zu untersuchenden zuf#lligen Variablen T; nicht
exakt bekannt, sondern nur obere oder untere Schranken derselben
bekannt sind. Da die Realisierungen der Variablen Ti beobachtete
Zeiten sind, ist nur der Fall interessant, daf sogenannte
Rechtszensierung vorliegt, d.h. daB die - oder einige der -
bekannten Daten untere Schranken der tats#dchlichen Ankunftszeiten
sind. Wir wollen folgende drei Falle unterscheiden:
i) Single—Type—I—CenSoring:
Hier wird die Dauer der Beobachtung (z.B. einer empirischen
Untersuchung) im voraus festgelegt, dagegen die Anzahl der
tatsédchlich beobachteten Ereignisse offengelassen - diese ist dann
selbst eine zuf#Allige Variable. Ist C die festgelegte
Becbachtungsdauer, dann werden anstatt der N exakten Ankunfts-
zeiten Tq,...Ty Realisierungen foigender Variablen beobachtet:

Xi = min(T;,C) und di := I{T;<C}
Dabei soll I{T;<C} die Indikatorfunktion der Menge { :T;( )<C}
bezeichnen. Die zur Verfligung stehenden Daten bestehen dann aus
der Menge {(X1(3:),d1(2)),...(Xn( 9),dn( "))} von Realisierungen der
Paare (Xi,dj).
ii) Type-II-Censoring:
Hier werden in der Studie N Individuen einer Beobachtung
unterzogen, und es wird im voraus festgelegt, die Beobachtung
abzubrechen, nachdem das r-te Eintreffen des besagten Ereignisses
beobachtet werden konnte (1<r<N). Die Anzahl der beobachteten
Ereignisse ist also fix, widhrend die Dauer der Studie nicht

festgelegt ist.



iii) Random-Censoring:

Im Unterschied zu‘i) ist hier die Dauer der Beobachtung des i-ten

Individuums keine Konstante, sondern ebenfalls Realisierung einer

zufalligen Variablen: der Zensierungsvariablen Cj. Ahnlich wie

unter i) 18Bt sich hier die Datenstruktur als Realisierung einer

Menge von Paaren von Zufallsvariablen (X;,d;) darstellen, wobei:
Xj = min(T;,Cy) und d; := I{T;<C;i}

bedeutet. Im Unterschied zu i) sind hier die Zensierungszeiten Cj

(Realisierungen von) zufilligen Variablen, was die Behandlung

dieses Modells erheblich kompliziert macht.

3 .Hausman-Tests

Hausman hat in seiner berthmten Arbeit (1978) eine allgemeine
Methode vorgeschlagen, Tests auf Fehlspezifikation zu konstru-

ieren: dazu wdhle man zwel verschiedene Schitzungen B und B ,
die unter der Nullhypothese konsistent fiir einen Parameter B des
vermuteten Modells sind. Ferner bestimme man die Grenzverteilung
von IN(E—B). Ist diese eine Normalverteilung mit Mittelwert O
und Varianz-Kovarianz-Matrix V, dann ist die Statistik

H := N(B-B)'v-1(B-B)
asymptotisch chi2-verteilt mit einer bekannten Anzahl von
Freiheitsgraden (meistens dim B). Und dieses asymptotische
Verhalten gilt auch dann, wenn statt der (meist unbekannten)
Varianz-Kovarianz-Matrix V eine konsistente Schitzung Y
derselben eingesetzt wird. Ferner ist der Test gegen alle
Alternativen, fir die B und B in Wahrscheinlichkeit gegen

verschiedene Grenzwerte konvergieren konsistent.







IT. Hausman-Tests auf konstante Hazardfunktion

1.Typ I zensierte Daten

Wir wollen nur den einfachsten Fall, namlich "single-type-I-
censoring'" behandeln.
Formalisiert kann dies auf folgende Weise werden: Seien T1,...TN
unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen und C eine fix
vorgegebene Konstante. Beobachtet werden dann nicht Realisierungen
der Variablen T;, sondern Realisierungen der Variablen

Xj = min(T;,C) und dj := I{T;<C}
Die Nullhypothese lautet:

Hp: Ti ist exponentialverteilt

oder &quivalent dazu:

‘Festzuhalten ist noch, dap, wenn nach dem Zeitpunkt C iberhaupt
keine Beobachtungen mehr gemacht werden kdénnen, Verteilungs-,
Uberlebens-, oder Ratenfunktion nur im Intervall [0,C] geschatzt
und getestet werden kénnen. Es kdénnte dann sein, dap z.B. der
tatséchlich zugrundeliegende Prozef im Intervall [0,C] eine kon-
stante Hazardrate hdtte, die erst auBferhalb dieses Intervalls eine
andere funktionale Form annimmt. Eine derartige Fehlspezifikation
kann natiirlich bei derartig zensierten Daten durch keinen Test
entdeckt werden. Die zu testende Nullhypothese lautet daher
exakter:

Hpo: T4 hat im Intervall [0,C] eine konstante Hazardfunktion
oder &dquivalent dazu:

S(t) = exp(-at) auf [0,C]




1.1.Tests mittels Schiatzung der Uberlebensfunktion durch die

empirische Uberlebensfunktion

Eine erste Mb6glichkeit mittels des Hausman-Prinzips einen
Spezifikationstest zu konstruieren bentitzt die Tatsache, daB eine
Variable T; genau dann exponentialverteilt ist, wenn ihre {Uber-
lebensfunktion der Funktionalgleichung

S(x)S(y) = S(x+y)
gentgt. Man kann daher x,y€(0,C) mit x+y<C wahlen, die Uberlebens-
funktion an den Stellen x,y und x+y schitzen; trifft die Null-
hypothese zu, dann darf die Differenz |§(x+y)—§(x)§(y)]
nicht "zu gropf" werden.
Exakte Ausfihrung: Wahle x,y€(0,C), 0.B.d.A. sei x<y, mit
z := x+y £ C; N bezeichne generell die Samplegrdfe. Fiir ue{x,y,z}
bezeichne N-h(u) die Anzahl der vor dem Zeitpunkt u gemachten
Beobachtungen. Dann ist die empirische Uberlebensfunktion $S:

S(u) := h(u)/N
eine konsistente, asymptotisch normalverteilte Schatzung fir S(u).
Seien Tj die unabh&ngigen, identisch verteilten Vafiablen der
Ankunftszeiten; weiters seien

Xi = I{Ty>x} , Yi := I{Tydy} , Zj := I{Ty>z}

wobei wir fir den Fall z = C vereinbaren wollen, dap Ti>z genau
dann gilt, wenn d;=0, d.h., wenn es sich um eine zensierte
Beobachtung handelt. (Wenn die i-te Beobachtung zensiert wurde,
kann angenommen werden, daf die eigentliche i-te Ankunftszeit
zumindest um eine sehr kleine Zeitspanne gréBer ist.)
Die natiirlichen Schatzungen fiir die Uberlebensfunktion sind
gegeben durch

S(x) := N"13x; , §(y) := N-lzy; , §(z) := nN-lzz;



Wir verwenden nun den zentralen Grenzwertsatz in folgender Form:

Satz: Sei (Yi) eine Folge von unabh#éngigen, identischverteilten
(k-dimensionalen) zufalligen Vektoren mit Erwartungsweft EY; = m
und der Varianz-Kovarianz-Matrix E(Y;i-m)(Yij-m)' = T. Dann
konvergiert die Variable |

N
N“E5(vi-m)
i=

in Verteilung gegen eine multivariate Normalverteilung N(O,T) mit
Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix T.

(Ein Beweis findet sich z.B. in Anderson (1958),p.74).

Daraus ergibt sich fir unsere Schétzungen: die Statistik
IN(8(x)-5(x),8(y)-S(v),8(2)-5(z))
strebt in Verteiluﬁg gegen eine multivariate Normalverteilung
N(0,T) mit Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix T, die
gegeben ist durch
T = Cov(Xi,Yi,2Z5)

Wir missen also die Kovarianzen Cov(Uj,Vj) mit U;,Vi€{Xi,Yi,Zi}
berechnen. Die Uj sind binomialverteilt mit

EUj = S(u) und Var Uj = S{u)F(u)
wobei F(u) = 1 - S(u) die Verteilungsfunktion bezeichnet. Weiters
gilt:

XiZi = YiZ2{ = Z{ und XjY; = Y3
da x<y<z. Daher ist Cov(Xj,Yj) = E(XjY;) - (EXj)(EYj) = EY; -
(EXj)(EYj) = S(y)F(x). Genauso erhdlt man Cov(Xji,Zi) = S(z)F(x)

und Cov(Yj,Zi) = S(z)F(y). Die Matrix T ist daher gegeben durch:

S(x)F(x) S(y)F(x) S(z)F(x)
T - [s<y>F<x> S(y)F(y) S(z>F<y)]
S(z)F(x) S(z)F(y) S(z)F(z)
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AuBerdem verwenden wir folgend Satz aus der Theorie der

Grenzverteilungen:

Satz: Seien TipN,...TyN Statistiken derart, dapf die Statistik
IN(TiN = mg,...TgN - my)
fir N -> = in Verteilung gegen eine multivariate Normalverteilung
N(0,T) konvergiert mit Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix
T. Weiters sei g:RK --> RN eine Abbildung, deren (totale)
Ableitung existiere. Dann konvergiert
IN(g(T1Ny- - -TkN) - g(my,...mk))
in Verteilung gegen eine multivariate Normalverteilung N(O,V) mit
Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix
V = G'TG

wobei die k x n -Matrix G gegeben ist durch

G = Dg(mp,...my).

(Ein Beweis ist z.B. in Rao (1965),Ch.6 zu finden.)

Sei nun g:R3 -=> R definiert durch
g(uy,up,u3z) = uqup - uz.

Dann ist nach dem eben zitierten Satz die Statistik

IN(g(5(x),8(v),8(2)) - &(8(x),S(y),S(2)))
asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz o2 = D'TD
mit D = Dg(S(x),S(y),S(z)). Nun ist Dg(ul,ug,u3) = (up,uy,-1)",
daher ist D' = (S(y),S(x),-1). Daraus kann sofort die Varianz o2
berechnet werden:
[S(X)F(X) S(y)F(x) S(Z)F(X)}*[S(y)]

S(y)F(x) S(y)F(y) S(z)F(y)
S(z)F(x) S(z)F(y) S(z)F(z)
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Daher ist
62 = 25(x)S2(y) (1-S(x)) - S(y)S(z)(1-S(x)) +
v S(x)S2(y) (1-8(x)) + S2(x)S(y)(1-S(y)) - S(x)S(z)(1-5(y)) -
- S(y)S(2)(1-5(x)) - S(x)S(2)(1-S(y)) + S(z)(1-8(z)) =
= -4S2(x)S2(y) + BS(x)S(y)S(z) - S2(z) + 35(x)S2(y) -
- 2S(y)S(z) - 2S(x)S(z) + S2(x)S(y) + S(z).

Wenn die Nullhypothese zutrifft, dann gilt S(z) S({x)S(y), und
wir erhalten:

ol

-S2(x)82(y) + S(x)S2(y) - S2(x)S(y) + S(z)
S(z)(1-S(x)S(y)) + S(x)S(y)(S(y)-S(x)) =
S(x)S(y)(1-8(z)) + S(z)(S(y)-S(x)).

Unter Hp ist g(S(x),S(y),S(z)) = 0, daher ist die Statistik
N(S(x)S(y) - S(2))

asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz oZ2.

Meistens ist der wahre Wert von o2 unbekannt; ist o2 eine
konsistente Schétzung von 02, dann haben

IN(S(x)8(y) - 8(2))/0 und IN(§(x)8(y) - 8(2))/5

die gleiche Grenzverteilung (wie wir spiter noch sehen werden).
Eine konsistente Schatzung fir 02 erhilt man, wenn man die in den
obigen Formeln fiir o2 vorkommenden S{u) durch S(u) = h(u)/N
ersetzt. Man erh&lt damit folgende Teststatistiken:

IN(h(x)h(y)/N2 - h(x+y)/N)

J(h(x)h(y) (L-h(x+y)/N) + h(x+y)(h(y)-h(x)))
Wahlt man den andere Ausdruck fir die Varianz, dann erhdlt man:

IN(h(x)h(y)/N - h{x+y))
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woraus sich einfacher folgendes ergibt:
h(x)h(y)/N - h(x+y)
J{{(h(x+y) (N-h(x)h(y)/N) + h(x+y)(h(y)-h(x)))
Diese Statistiken sind unter der Nullhypothese N(0,1) verteilt.
Gilt S(x)S(y).# S(x+y) fur die gewadhlten x,y, dann strebt der
Nenner von H stochastisch gegen einen endlichen Grenzwert, der
Zdhler strebt stochastisch gegen #«. Damit ist der beidseitige
Test konsistent gegen die Menge aller Alternativen, fiir die
S(x)S(y) # S(x+y) gilt.
Eine weitere Moglichkeit, mit dieser Methode einen Test zu
konstruieren, bentitzt die Tatsache, dap unter der Nullhypothese
S(rx) = ST(x) gilt.
Vorgangsweise: man w&hle ein x<C und ein p mit 0<p<l. Seien
Xj = I{Ti>x} und Y; := I{Ti>px}
Es ist §(x) = N-12Xi und §(px) = N-1Zv;. Nach der oben
zitierten Fassung des zentralen Grenzwertsatzes strebt die
Statistik:
IN(S(x) - s(x),8(px) - S(px))
in Verteilung gegen eine bivariate Normalverteilung mit Mittelwert
O und folgender Varianz-Kovarianz-Matrix T:
Var X; = S(x)F(x), Var Y; = S(px)F(px), Cov(Xji,Yi) = E(XiY;) -
(EXi)(EYi) = EXj - (EXi)(EYi) = S(x)(1-S(px)) = S(x)F(px).
Sei nun g: R2 --> R definiert durch .
g(u,v) = u - vl/p

dann gilt unter der Nullhypothese g(S(x),S(px)) = 0. Daher ist

IN(S(x) - 8(px)1/p)
asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz o2 =
D'TD. D bezeichnet dabei die Ableitung von g an der Stelle

(S(x),S(px)). Daher ist D' = (l,—l/pS(l‘P)/P(px)). Rechnet man TD
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aus, so ergibt sich der Vektor

[S(x)E(x) - 1/ps<1-P>/P<px)s<x>F<px>]
S{x)F(px) - 1/pSl/P(px)F(px)

Daher ist

D'TD = S(x)F(x) - 1/ps(1'P)/P(px)S(X)F(pX) -

1/pS{1-P)/P(px)S(x)F(px) + 1/p2s(2-P)/P(px)F(px) =

S(x) - S2(x) - 2/ps{1-P)/P(px)S(x) + 2/pS1/P(px)S(x) +
1/p2s{2-pP) /P (px) - 1/p2s2/P(px).

+

Unter der Nullhypothese gilt S(px) = SP(§) und daher auch
s1/p(px) = S(x). In diesem Fall gilt also:

o? = S(x) - 82(x) - 1/ps(1-P)/P(px)sl/P(px) + 2/pS1/P(px)S1/P(px)
1/p282-P(x) - 1/p282(x) =

+

S(x) - S82(x) - 2/pS2~P(x) + 2/pS2(x) + 1/p282-P(x) -

1/p282(x) = S(x) - (1-1/p)2S2(x) - 1/p(2-1/p)S2-P(x).

Nun ist nach denselben Uberlegungen wie vorher die Statistik
IN(S(x) - 81/P(px))/5

unter Hp asymptotisch N(0,1)-verteilt, wenn & eine konsistente

Schatzung fir die Streuung ist. Unter der Nullhypothese erhilt man

eine solche, wenn man in der obigen Formel S durch S ersetzt:

62 = n(x)/N - (1-1/p)2h2(x)/N2 - 1/p(2-1/p)h2~P(x)/N2°D.

Wie vorher gilt: ist SP(x) # S(px), dann gilt p 1lim H = *=, d.h.

gegen jede derartige Alternative ist dieser Test konsistent. Fir

P = ¥ wird die Teststatistik am einfachsten: die Varianz wird zu
02 = S(x) - S2(x)

was wir auch erhalten hitten, wenn wir im vorher behandelten Fall

X = y gesetzt h#dtten. Als konsistente Schatzung fir die Varianz o<

erhalten wir:

62 = h(x)/N - h2(x)/N2
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Damit ergeben sich folgende Teststatistiken:

h(x) - h2(x/2)/N

welche unter Hp asymptotisch normalverteilt ist mit Mittelwert O

und Varianz 1 und

(h(x) - h2(x/2)/N)2

welche unter Hp asymptotisch chiZ—verteilt ist mit einem
Freiheitsgrad. |
Fehlspezifikationen, flir die flir die gewidhlten Werte von X,y resp.
X,p S{x+y) = S(x)S(y) resp. S(px) = SP(x) gilt, kann ein
derartiger Test natiirlich nicht entdecken. Es 1&Bt sich aber
immerhin eine wichtige Klasse von Alternativen angeben, gegen die
die oben erwdhnten Tests - unabh#dngig von der Wahl der X,y resp.

x,p - konsistent sind.

Satz: Sei 0<x<C; ist die Hazardfunktion r(t) auf dem Intervall
(0,x) monoton wachsend (resp. monoton fallend) und nicht konstant
(d.h. strenge Monotonie wird nicht bendtigt), dann gilt fur
beliebige u,ve€(0,x) mit u+v=x: S(u)S(v)>S(u+v) (resp.

S{u)S(v)<S(u+v)).

Beweis: Sei r(t) monoton wachsend und (0.B.d.A.) vsu. Es ist

S(z) = exp(—Ir(t)dt), daher ist S(u+v)<S(u)S(v) genau dann,

u+v u v
wenn gr(t)dt > gr(t)dt + gr(t)dt
gilt,d.h.,wenn
u+v

fr(t)at » Ir(t)dt
u



v u+v
Nun ist gr(t)dt € r(v)y'v £ r(u)-v < fr(t)dt. Wirde keine
u

dieser Ungleichungen strikt gelten, dann wire wegen der Monotonie
von r:
r(t) = r(u) fir te(0,u+v).

Ist r(t) monoton fallend, dann folgt die Behauptung aus der dualen
Argumentation.
Insbesondere eignen sich die vorher abgeleiteten Teststatistiken
fir einseitige Tests gegen die Alternative

Hi: r(t) ist monoton wachsend (resp. fallend).
Unter Hy: "r(t) ist monoton wachsend" wire dann p lim H = -o,
unter Hq: "r(t) ist monoton fallend“ wire dann p 1lim H = +«,{oder
genau umgekehrt, je nachdem, wie der Z&hler in der Teststatistik

gewdhlt wird).

Im folgenden sei noch ein Lemma zitiert, das wir verwendet haben

(fir einen Beweis siehe z.B. RAO (1965),p.122).

Lemma: Seien (Xpn) und (Yp) Folgen von zufalligen Variablen, sodap
Xp in Verteilung gegen eine Variable X, Y, in Wahrscheinlichkeit
‘gegen eine Konstante ¢ strebt; dann gelten folgende Beziehungen:
(1) Xp + Y strebt in Verteilung gegen X + c¢

(ii) ist ¢ # 0, dann strebt XpYp in Verteilung gegen cX

ist ¢ = 0, dann strebt XpY, in Wahrscheinlichkeit gegen O.

Daraus folgt erstens etwas, was wir schon verwendet haben:
die Statistiken

IN(5(x)8(y)-5(2)) /0 und |N(8(x)8(y)-8(z))/o

respektive

IN(S(x)-81/P(px)) /o und [N(§(x)-81/P(px))/&
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haben asymptotisch die gleichen Verteilungen.
AuBerdem 14Bt sich daraus ein Lemma ableiten, daf wir im folgenden

brauchen werden:

Lemma: Sei (dp) eine Folge von zufdlligen Vektoren und A eine
Matrix. (Bp) sei eine Folge von zufdlligen Matrizen, die in
Wahrscheinlichkeit gegen die Matrix A konvergiert (d.h.: es gilt
p lim bij = ajj fir alle i,j). Wenn die quadratische Form dnp'Adp
in Verteilung konvergiert, dann konvergiert dn'Bpdp in Verteilung

gegen dieselbe Verteilung wie die erste Form.

Beweis: Es gilt
dpn'Bpdp = Lbjjdidj = Zajjdidy + Z(bij—aij)didj.
Die zweite Summe konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0, daher

haben Ibj3dijdj und Lajjdjdj die gleiche Grenzverteilung.

Die oben konstruierten Tests beruhen auf folgendem Prinzip: man
widhle die "Parameter" S(x),S(y),S(x+y),resp.S(x),S(px). AuBerdem
ist unter der Nullhypothese ein funktionaler Zusammenhang bekannt,
der diese "Parametervektoren'" auf O abbildet:

S(x)8(y) - S{x+y) =0
respektive

SP(x) - S(px) = O.

Danach betrachtet man konsistente Schétzungen fiir diese "Para-
meter" und ersetzt in ebendieser Funktionsbeziehung die Parameter
durch deren Schétzungen. Die daraus resultierende Statistik darf
unter der Nullhypothese nicht "zu grof" werden - genauer: man
berechnet die Grenzverteilungen dieser Statistiken und konstruiert

daraus eine Teststatistik. Der so gewonnene Test ist dann
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konsistent gegen jede Alternative, fur die die Funktionsbeziehung
zwischen den gewidhlten Parametern nicht erfullt‘ist.

Um die Menge der Alternativen, gegen die der so zu konstruierende
Test konsistent ist, zu efhéhen, kann man <= insbesondere bei
grofen Stichproben - die Zahl der zu schédtzenden und zu
vergleichenden Parameter erhd&hen:

Exakte Vorgangsweise: man wdhle n€N und unterteile das Intervall
(0,C) in n (gleiche) Teile. Fir i = 1,...n sei S; := S(iC/n);
unter Hp gilt die Beziehung Si+j = SiSj (fir alle i,j mit

i+j < n). Die Idee besteht nun darin, alle Si zu schéatzen und alle

derartigen Beziehungen auszuniitzen.

Lemma: Es ist Si+j = SiSj fir alle i,j mit i+j<n genau dann
erftillt, wenn Si1,3j = S1Sj gilt fir alle jsn-1. D.h.: die ersten
n(n-1)/4 Bedingungen sind in den letzten n-1 Bedingungen
enthalten.

Beweis: Es muf gezeiét werden, daf aus slsj - Sl+j fir alle j<n-1
folgt, daB SiSj = Si+j gilt f4r alle i,j mit i+j<n. Dies geschieht
durch Induktion nach i: ftir i=1 ist die Behauptung trivial;
angenommen, fir i ist die Behauptung gezeigt: es gilt SiSj = Si+j
fir j < n-i. Sei j derart, daf i+l+j < n; dann ist Si+185 = 31518

= sisl+j nach Voraussetzung; es ist i+1+j < n,daher j<n-1, daher

gilt nach Induktionsannahme Sisl+j = Si+1+j- Daraus folgt dann die
Behauptung.
Flir i = 1,...n sei éi = §(iC/n); setzt man Xjj := I{Tj)iC/n}

(fir i=n muP man wieder die zensierten Beobachtungen als
"eigentlich" ein infinitesimales Zeitintervall nach C eintreffend
interpretieren). Dann gilt

EXjj = Sj und §; = N-1mjxy5.
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Nach der schon zitierten Fassung des zentralen Grenzwertsatzes
strebt die Statistik:

fN(él-Sl,ég—Sz,...én—Sn)
mit wachsendem N in Verteilung gegen eine multivariate
Normalverteilung mit Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix T,
wobei T gegeben ist durch

T = Cov(le,...an)'.

Zun&chst muf also Cov(X;,Xy) bestimmt werden.(Wir lassen dabei den
Index j weg.) Ist igk, dann ist XjXy = I{Tj>iC/n}-I{Tj>kC/n} =
I{Tj>kC/n} = Xkx. Daher ist in diesem Fall die Kovarianz gegeben
durch Cov(Xj,Xk) = E(XjXk) - E(X1)E(Xy) = E(Xy) - E(X;)E(Xk) =
Sk(1-Sj) = SkFi, wobei Fj = 1-S; die Verteilungsfunktion
bezeichnet. Die Matrix T ist damit gegeben durch

T = (Smax(i,k)Fmin(i,k))‘

Lemma: Die Matrix T ist genau dann regulir, wenn 1>S1>S141>0 gilt
fur alle i,d.h. wenn die Uberlebensfunktion in keinem der

Intervalle [iC/n,(i+1)C/n] konstant ist.

Beweis: Ist die Voraussetzung erfiillt, dann miissen wir zeigen, daB
die Spalten von T linear unabhéngig sind. Dazu dividieren wir die
i-te Spalte durch Fj und zeigen durch Induktion, daB dann jeweils
die i+l-te Spalte von den ersten i Spalten linear unabhéngig ist.
Die i-te Spalte hat nach erfolgter Division die Gestalt

ti = (SiF1/Fi,...84Fi-1/Fi,8i,5i+1,...5n)".
Fiir i=0 oder 1 ist die Behauptung trivialerweise richtig;
angenommen, die Behauptung ist fur i richtig und die i+l1-te Spalte

ist von den ersten i Spalten linear abh&ngig. Dann gibe es eine
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nichttriviale Darstellung

i
tisl =k§1Pktk-

Die i+l-te Eintragung in ti4;1 Wére Si+1 = (Zrg)Si+1, damit ware
Irk = 1. Fir die i-te Eintragung in tj+1 wlirde gelten,dap

ZrgSi = Si+1Fi/Fi+1. Da aber Zrg = 1, wére damit S; = Sj,1Fi/Fi+q
oder S;(1-Sj+1) = Si+1(1-S;j) woraus sich S; = Sj,q1 ergibt, ein
Widerspruch.

Die Umkehrung ist trivial, da in diesem Fall (mindestens) zwei

Zeilen und zwei Spalten identisch waren.

Es gibt nun mehrere Varianten mittels Vergleich der gesch#atzten Si
Teststatistiken zu konstruieren:
1.Vergleiche alle §1§j mit §j+1.Der Kirze halber wollen wir
folgende Schreibweise vereinbaren:
S t= (S1,...5p)" und § := (§4,...5,)".
Sei nun der Prifvektor d définiert durch:
d := (élél—éz,...§1§i-§i+1,...élén_l-én)'.
Weiters sei g:RM --> RA-1 definiert durch
g(ug,...un) = (uqui-up,...uqui~Ui+{s-..U1Up-1-Up) -

Dann ist g(S) = 0 und g(é) = d. Nach dem oben zitierten Satz aus
der Theorie der Grenzverteilungen gilt daher, daf sie Statistik
IN(g(8)-g(sS)) = JNd
asymptotisch multivariat normalverteilt ist mit Mittelwert O und
Varianz-Kovarianz-Matrix V, die gegeben ist durch:

V = D'TD

wobei D gegeben ist durch D = Dg(S). Explizit erhalten wir daher
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fir die Matrix D:

D11 = 254

D11 = S84 fur 2<ign-1

Dii = S1 fir 2<is<n-1

Di¢r,1 = -1 fir 2<i<n-1
ij =0 sonst

Unter der Voraussetzung, daf Hg zutrifft, wollen wir uns V

explizit ausrechnen:

Aij *= (TD)ij = ExTikDkj = Ti1D1j + TijDjj + Ti,j+1Dj+1,j =

SiF155 + Smax(1i,3)Fmin(1,3)S1 = Smax(i,j+1)Fmin(i,j+1)
(dies gilt auch fir j=1).
Wir betrachten nun die verschiedenen Falle:
ij: Ajj = S355(1-S1) + S381(1-S3) - Sj+1(1-81) = S84 - SiS3S1 +
+ 5551 -SiS8381 - Sj+1 + Sj+18i
Unter der Nullhypothese gilt sisjsl = Sj+1Si und SjSl = Sj+1s
daher gilt fir diesen Fall:
Aij = SiS3 -515581 = S3835(1-S1)
i>j: Aij = SiS5(1-81) + S381(1-S5) - Si(1-Sj541) = SiSj - 5318351 +
+ 54181 - SiS3S81 - Si + SiSj+1
Unter der Nullhypothese gilt sisjsl = SiSj+1, daher gilt fir
diesen Fall:
Ajj = 8iS35(1-S1) - S;(1-81) = S3(1-S1)(S;3-1)

Wir erhalten somit:

Ajj S185(1-81) fir i<j

A{j -Si(l—Sj)(l-Si) flir i>j

Weiters ist

Vij = (D'A)ij = D'i1A15 + D'j5A55 + D'j i418441,f =

SiAlj + SlAij - Ai+l,j'
Wir unterscheiden wieder die méglichen Falle:

1<j: Vij = S18183(1-81) + S18185(1-81) - Si+185(1-81) =

1]

SiS3S1 - sisjslz + 535551 -sisjslz - S5i+15; + Si+15381.



- 21 -

ﬁnter der Nullhypothese gilt S;S3;S; = Sj+1Sj und SiSjslz =
Si+1S3S1. Daher erhalten wir fir diesen Fall:
| Vij = Si8381(1-81).
i=j: Vii = 8$3S1Si(1-81) + 81S38;(1-S1) + S14+1(1-85)(1-81) = 28325,
- 2832512 + Si+1 - Si+1Si - Si+1S1 + S1+15:iS1.
Unter der Nullhypothese gilt Sizsl = 54Si+1 und SiZSI2 = 574+154151.

Daher erhalten wir fir diesen Fall:

Vii = 83281 - 832812 + Sis1 - Si+1S1 = S1281(1-S1) + Si.1(1-Sq)

Si+1(1-S1)(1+S83) = S1(1-S1)Si(1+S1).

i>3: Viy = S481S5(1-8S1) - S1S3(1-85)(1-S1) + Si4+1(1-S5)(1-81) =

SiS3jS1 - SiS3S12 - SiS1 + S3S3S1 + S1S12 - 5553512 +

+

Si+1 = Si+15j - Si+1S1 + Si+15381.
Unter der Nullhypothese gilt 81512 = S51+151, 8183312 = 5i+15381,
Si+1Sj = SiS351 und SiS3 = Sj+1. Daher ist wieder

Vij = Si5351(1-81)
Es muf dasselbe Ergebnis wie fir i<j herauskommen, da V eine
symmetrische Matrix ist. Zusammenfassend erhalten wir fir die
Matrix V:
V = S1(1-81)U = Sl(l'sl)(uij)

wobel

ujj = SiSj fur i # J

uij = Si2 + S

Die Matrix V ist nicht singuldr, was man direkt beweisen kann
(8hnlich wie gezeigt wurde, daf T nicht singulér ist), oder daraus
folgern kann, daB V = D'TD, T nicht singul&r (und symmetrisch) ist

und rg D = n-1 ist.
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Nach dem oben bewiesenen Lemma haben die Statistiken
Nd'v-1d und Nd'V-14

dieselbe Grenzverteilung. Wir erhalten daher als Teststatistik:

N ) N3 A
H = —mmmemmemeee * 3'0-1d = e _ * 4'0-1g
h{1)(N-h(1)) h(1)(N-h(1))
NZ

welche asymptotisch chiZ-verteilt ist mit n-1 Freiheitsgraden,

wobei Nd der folgende Vektor sein soll

h{(1)h(1)/N - h(2)
h(1)h(2)/N -  h(3)
Nd = *
h(1)h(n-1)/N - h(n)
und 0§ = (ﬂij) die Matrix mit den folgenden Eintragungen

bezeichnen soll:

h(i)h(j)/N? fir i # j

'y
Qii = h2(i)/N2 + h(i)/n

wobei h{(i) = N - Anzahl der Beobachtungen bis zum Zeitpunkt iC/n.
Dann gilt: der Test ist konsistent gegen jede Alternative, flur die
fir mindestens ein Paar (i,j) mit i+j<n SiSj # Si+j erfullt ist.
Wenn die Nullhypothese nicht gilt, dann kann die von uns explizit
berechnete Matrix V nicht mehr als (asymptotische) Varianz-
Kovarianz-Matrix des zuf&lligen Vektors d interpretiert werden.
Nichtsdestoweniger konvergiert aber v in Wahrscheinlichkeit

gegen die (endliche) Matrix V, insbesondere ist V in
Wahrscheinlichkeit beschrankt, (d.h. es existiert ein K>0, sodaB
zu jedem &6>0 ein Ng € N existiert, sodaB P(|V]>K)<6, wenn nur
N>Np). Damit ist sichergestellt, dap fir den Fall einer derartigen
Alternative gilt: p lim H = =,

Zweil weitere Varianten dieses Tests beruhen darauf, daB der Pruf-

vektor d modifiziert wird. Im bisher betrachteten Fall kamen in
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vor, daher waren drei Eintragungen in jeder Spalte von D ungleich
0. Die Matrix D kann nun insoferne vereinfacht werden,als fiir den
Priifvektor d folgende Form gewdhlt wird:
d = (§12-85,...810-8,)".
Wir wollen wieder die Schreibweise von vorher verwenden:
§ = (§1,...§n)' und S = (S1,...84)'. Wie vorher ist die
Statistik

/NS - 8)
asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert 0O und
Varianz-Kovarianz-Matrix T. Setzt man
g(ug,...upn) = (ulz—uz,u13—u3,...uln—un),
dann gilt g(S) = 0 und g(é) = d. Nach dem bereits zitierten Satz
aus der asymptotischen Verteilungstheorie ist die Statistik

IN(g(8)-g(s)) = [Ng(8) = [Na

asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz-
Kovarianz-Matrix V = D'TD, wobei D = Dg(S) bedeutet. Wir miissen
also wieder D und V berechnen. Bildet man die partiellen

Ableitungen von g, dann erhdlt man:

D1; = (i+1)S11  fur 1sisn-1
Di+1,i = -1 fir 1<iz<n-1
Dij = 0 sonst

Wir wollen wieder V D'TD berechnen:

(TD)i5 = Ti11(J+1)81d - Ty 541 =

>
e
(SN
1}

= (3+1)81819(1-S1) - Spax(i,3j+1)(1=Smin(i,j+1))-
Daher ist
Vij = (D'A)ij = D'j1A15 + D' 1418541,5 = (i+1)S1%A15 - Aj.1,5 =
= (1+1)S11[(J+1)81513(1-51) - S34+1(1-81)] -
- (J+1)S141S19(1-81) + Smax(i+1,5+1)(1-Smin(i+1,j+1)) =
= (i+1)(§+1)S11+1813(1-81) - (i+1)81%8541(1-51) -

- (3+1)814+1S19(1-81) + Smax(i,j)+1(1-Smin(i,j)+1) =
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(13+1+3+1)813*1s593 - (ij+i+j+1)sqi+tlsg i+l - (i+1)s1is4,1 +
+ (i+1)831*185,9 - (§+1)814.1513 + (J+1)S1.1813+1 +
* Smax(i,j)+1(1-Smin(i,j)+1)-
Unter der Nullhypothese gilt: S;i*ls;J = SliSj+1 = Si,+1S1J und
s1i*lsyd+1 = sqi+lsy,.y = S5,1513*1. Damit 18Bt sich unter Hy die
Matrix V angeben durch:
Vij = (-ij—i—j-l+i+l+j+1)Si+18j+1 +

* (13+i+J+1-1-1-3-1)8183S1 + Smax(i,j)+1(1-Smin(i,3)+1) =

(13-1)8:5351(1-31) + Smax(i,j)+1(1=Smin(i,j)+1))-
Man sieht also, daPB in diesem Fall die Varianz-Kovarianz-Matrix
sogar komplizierter wird als in der vorhergehenden Variante.
Ersetzt man die S;i durch éi’ dann erh&lt man eine konsistente
Schatzung V fir V, und wieder ist die Statistik

H := Nd'V-1a
unter Hp asymptotisch chi-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden. Unter
Hy: 8485 # Si+j fur mindestens ein Paar (i,j) mit i+jsn gilt
wieder p lim H = ». (Dap die Menge der Alternativen, gegen die
dieser Test konsistent ist, mit der des vorigen Tests {iberein-
stimmt, ergibt sich daraus, daB die n-1 Bedingungen
{s11=s;|i=2,...n} und {S1Si=Si+1]/i=1,...n-1} #quvalent sind.)
Neben dem, dap bei diesem Test die Varianz-Kovarianz-Matrix eher
komplizierte Gestalt hat, hat auch der Priifvektor d einen Nach-
teil: in jeder Eintragung von d kommt él vor, d.h. es werden
alle anderen éi mit dem einem §1 verglichen, sodaf den
Beobachtungen, die im ersten Intervall gemacht werden, eine
grépere Bedeutung zukommt. Dies wird durch folgende Modifizierung
des Prifvektors d vermieden. Sei:

d = (§12—§2,§23—§32,...én_ln-énn'l)'.
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Setzt man ferner:
g(uy,...up) = (u12—u2,u23—u32,...un_ln-unn‘l),
dann ist g(S) = 0 und g(§8) = d, daher ist wieder
IN(g(8) - g(8)) = [Ng(8) = /Nd
asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert 0O und
Varianz-Kovarianz-Matrix V.= D'TD, wobei D = Dg(S). Bildet man die

partiellen Ableitungen von g und wertet sie an der Stelle

S = (S1,...84) aus, dann erh&lt man:
Djj = (i+1)s;1 fir 1<isn-1
Di+1,i = -iSj.1+-1 fur 1<ign-1
Dij =0 sonst

Wir wollen nun wieder D'TD‘explizit berechnen:
Ajj = (TD)ij = TijDjj + Ti,j+1Dj+1,j3-

Fir i<j erhalten wir:

Aij = S3(1-S1)(3+1)S3d - S5.1(1-81)3S3.13-1.
Fir i>j erhalten wir:

Aij = S1(1-83)(J+1)83d = S3(1-S3,1)3S5.13"1.

Unter der Nullhypothese gilt nun zun&chst Sj+1 = SjSl, Slj =

I
2]
[N

und Sjj+1 = Sj+1j. Flir i<j ergibt sich daher:

Aij = (3+1)(1-81)8359%1 - §(1-51)S3419 = 533*1(1-51) (§+1-])
= Sjj+1(1—Si).

Weiters gilt unter der Nullhypothese Sj+1j‘181 = sjj-lslj-lsl =

sjj-lsj = Sjj. Ist nun i>j, dann ist i>1 und wir koénnen unter Hg

schreiben:

$53[(3+1)S1(1-83) - §S1-1(1-83,1)] =
$390(3+1)S1 =(3+1)83S5 - 3Si-1 + JSi-1Sj+1] =

s330(3+1)8; - §Si-1 - S1S3].

Aij

Da i>j, kann Sj herausgehoben werden, und es ergibt sich:

Ajj = 833*1(1-s;). fir i<j

Ajj = S33*1[(4+1)S4-5 - 3Si-1-j - Si] fur i>j
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wobel Sgp := 1 gesetzt wird. Damit erhalten wir fir die Matrix V:
Vij = (D'A)i1j = D'14A14 + D'i,i+1Ai+1,3, wobei D'j; = (i+1)s;1 und
D'i,i+s1 = -iSis1i-l.

Wir unterscheiden wieder die verschiedenen Fille:

Ist i<j, dann ist

Vij (i+1)SiiSjj+l(l—Si) - iSi+li'1Sjj+1(l—Si+1) =

(i+1)831s3d+1 - (i+1)s;i+1553+1 - iS1411-1553+1 &

+

iSi+1iSjj+1-
Unter der Nullhypothese gilt Sj,.11 = sii+1 und Si+1i‘18jj+1 =
= S31853*1/sy. Daher gilt fur diesen Fall:

- Siisjj+1(i + 1 -1i/Sq) - Sii+lsjj+1 =

<
.
Cata
i

= Syis5d* (i + 1 - i/51 - 83).
Ist i=j, dann erhalten wir:

(1+1)831813+1(1-55) - iS3,18-18;1+1[(4+1)8 - 1 - 85,47 =

<
[
(8

]

(i+1)SiiSii+1 - (i+1)si2(i+1) - (i2 + i)Si+li-1Sii+lsl +

+

iZSi+li—lsii+l + isi+lisii+l =

(i + 1 - 12 = 1)s3is51+1 - (141)5;2(8+1) 4 425;i5;i+1/5, +

+

181411833+ = s318;441[12/57-1241-(1+1)8;+i84] =

SiiSii+1[iZ/Sl—i2+l—Si].

Ist i>j, dann erhalten wir:

Vij = (1+1)831833*1[(§+1)85.5 - 3§Si-1-35 - S1] -

= 18541171859+ [ (§+1)S541-5 - 3Si-3 - Sis1]-
Unter der Nullhypothese gilt nun: hebt man aus der Klammer des
zwelten Ausdrucks S1 heraus, dann ist das in der Klammer
verbleibende genau die Klammer des ersten Ausdrucks. Multipliziert
man Si+1i‘18jj+1 mit Sy, dann er halt man gerade SiiSjj+1, d.h.
der erste Ausdruck ist genau das (i+1)/i-fache des zweiten

Ausdrucks. Damit erhalt man:

Vij = Si1833*10(3+1)81.5 - 3Si-1-5 - Sil.
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i>j, dann kann man Si_j.aus der Klammer herausheben und wegen
SiiSjj+1Si_j = SjjSii+1 érhélt man gerade Vji, wie es flr den
ersten Fall berechnet wurde. Zusammenfassend l&pt sich die
Varianz-Kovarianz-Matrix also folgenderméﬁen schreiben:

Vij = SiiSjj+1(i + 1 - 1/81 - S3) fir i<j

= Vj; = 531853*1[(j+1)S5-5 - JSj-1-j - S31 fur j<i

<
e
Ce
t

Vii = Siis;i+lfr - i2 + i2/84 - s4]
Ersetzt man die in V auftretenden Si durch die Sch&atzungen éi’
dann ist unter der Nullhypothese

H := Nd'U-1a
asymptotisch chil-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, und der so
gewonnene Test ist konsistent gegen jede Alternative, fiir die
gilt: S5iSj # Si+j flur ein Paar (1,J) mit i+j<n.(Mittels voll-
stidndiger Induktion kann man zeigen, daf die Bedingungen {Sii+1 =
Si+lili=1,...n—1} dquivalent sind zu den Bedingungen
{s11 = s;]i=2,...n} und damit aquivalent zu den Bedingungen
{SiSj = Si+j|15i,j$n~l,i+j5n}.)
Man hat also die folgende Situation: je grdfer das gewdhlte n,
desto groBer die Menge der Alternativen, gegen die der Test
konsistent ist; genauer: wenn np von ni geteilt wird, dann ist die
Menge der Alternativen, gegen die H(nq) konsistent ist, in der
Menge der Alternativen, éegen die H(np) konsistent ist, enthalten.
Andrerseits wird, bei gegebener StichprobengrdBe der Test mit
wachsendem n schlechter, da aus den gegebenen Daten eine grdpere
Anzahl von Parametérn geschétzt werden muf, was sich auf die Power
des Tests und auf die "Entfernung" der Nullverteilung der Test-

statistik von ihrer Grenzverteilung auswirken wird.
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Weitere Bemerkungen:

i) Es stért nicht, wenn bei Gelten einer Alternativ-Hypothese V
singuldr ist, und damit v gegen eine singulidre Matrix

konvergiert, wenn man vereinbart, daB H = =, wenn \ singular

ist. Hinreichend daftir, daf@ H unter H; gegen « konvergiert ist Jja,
dap eine Eintragung in d gegen einen Wert ungleich Null
konvergiert und dap V in Wahrschéinlichkeit beschrankt ist, d.h.
daf ein K>0 existiert, sodaf fir jedes &>0 ein No existiert, sodap
P(|V|2K)<S, wenn nur NzNg.

ii) Notwendig und hinreichend dafiir, daB die Matrix V nicht
singular ist, ist, daB die éi paarweise verschieden sind, d.h.

daPf in jedem Intervall (iC/n,(i+1)C/n] mindestens eine Beobachtung
vorkommt.

Betrachtet man ﬁ'fﬁ, dann ist dies unmittelbar einsichtig,

da dann T reguldr und symmetrisch ist und D Rang n-1 hat.
Betrachtet man die explizite Form von ﬁ, wie sie vorher
ausgerechnet wurde und nur unter der Nullhypothese eine
konsistente Schétzung von D'TD darstellt, so kann man - zeigen, dapP
sich V fir die erste Variante durch zulissige Matrixoperationen
auf die Gestalt E+I" reduzieren 14Bt, wobei E nur aus Einsen
besteht und I’ eine Diagonalmatrix mit vollem Rang

(=n-1) ist, wenn in jedem derartigen Intervall mindestens eine
Beobachtung vorkommt. Flir die anderen Varianten gilt eine
dhnliche, etwas kompliziertere Uberlegung.

iii) Zu jeder méglichen Alternative Hi1 gibt es ein neN, sodaf der
mit diesem n konstruierte Test konsistent gegen Hi ist:
Angenommen, eine Uberlebensfunktion S(t) erfillt S(x+y) = S(x)S(y)
fir alle x,y € {iC/n|i,neN} mit x+y<C. Ist S(C) = O, dann ist S
auf {iC/n|i,neN} konstant O und wegen der Monotonie auf [0,C]

identisch O, was wir ausschlieBen kdénnen. Sei a := -logS(C)/C.
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Dann ist S{C) = exp(-aC); weiters ist S{C/n) = Sl/n(C) =

= exp{-aC/n) und S(iC/n) = Si/n(C) = exp(-aiC/n) fir i,n € N.
Damit stimmt S(t) auf der dichten Teilmenge {iC/n} mit exp(-at)
tiberein. S(t) ist monoton und auf {iC/n} stetig, hat also keine
Sprungstellen; daher ist S(t) auf [0,C] stetig, die Fortsetzung
von {iC/n} auf [0,C] ist eindeutig, daher ist S(t) = exp(-at) fir
alle t € [0,C].
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1.2.Tests mittels der Maximumlikelihood-Schétzung des Parameters «

Wir wollen als Nullhypothese wieder annehmen, daB die beobachteten
Daten von einem Prozef erzeugt worden sind, der im Beobachtungs-
intervall [0,C] eine konstante Hazardfunktion r(t) s a besitzt;
fir die Uberlebensfunktion S(t) heift dies, daf im Intervall [0,C]
gilt: S{(t) = exp(-at).

Der Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir a ist gegeben durch (siehe
z.B.Diekmann-Mitter(1984)):

. K
a~l = K-l_lei + (N-K)C/K
1=

wobei K die Anzahl der tatsichlich eingetretenen Todesf#dlle und Ti
die Zeiten ebendieser Todesf#lle bezeichnen (K ist also selbst
eine zufdllige Variable). Man kann diese Formel etwas anders
schreiben und erh&lt:

R N
a-l = (N/K):N"1 % min(T{,C) (*)
i=1

K ist die Anzahl der Beobachtungen im Intervall (0,C); daher gilt
p lim K/N = P(Tj<C) = 1 - S(C). Damit ist aus der Formel (*)
sofort ersichtlich, daB

p 1im a-! = (1-5(C))~1-E(min(T{,C))

gilt.
Wir wollen zun&dchst E(min(T;,C)) bestimmen. Da dF(t) = -dS(t),
erhalten wir:
© C
E(min(T;,C)) = —gmin(t,C)dS(t) = gtds —ngs = ~tS(t)]
0
gs Jdt - C(S(=)-5/C)) = -C-S(C) + £S(t)dt - C-0 + C-S(C) =

gs
Wir wollen dabei voraussetzen, daP alle Regularitatsbedingungen

fir S(t) erfullt sind, die notwendig fir die Gultigkeit der
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durchgefiihrten Manipulationen sind - wenn eine Dichtefunktion
existiert, d.h. wenn die Uberlebensfunktion absolutstetig ist, ist

sicher alles erlaubt. Allgemein gilt also:
p lim a~1 = (1—S(C))‘1£S(t)dt.

Dies gilt nicht nur unter der Nullhypothese, sondern fiir jede
Verteilung, flr die die oben durchgefuhften Operationen erlaubt
sind. Unter der Nullhypothese, wenn also S{(t) = exp(-at), erhalten
wir folgendes:
C C
gexp(-at)dt = —a‘lexp(-at)é = —a‘l(exp(—ac) - 1) = a‘l(l-S(C)).
Unter Ho gilt also

p lim a~1l = o1
Und dies’wﬁrde auch gelten, wenn wir den ML-Sch&itzer bezuglich
einer anderen Zensierungszeit C'<C berechnet h#tten. Unter der
Nullhypothese gilt also:

z

H(z) := p lim a-1(z) = (l—S(z))‘lgs(t)dt = a-1.

-

Sei umgekehrt eine Uberlebensfunktion S(t) gegeben, fiir die im
Intervall (0,C) die oben definierte Funktion H(z) konstant ist.

Dann gilt

ES(t)dt a-1(1 - S(z)) auf (0,C).

Setzen wir voraus, daf S(t) im ganzen Intervall (0,C)
differenzierbar ist, dann erhalten wir:

S(z) = -a~15'(z)
oder

~a = S'(z)/S(z) = d(log S(z))/dz.
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Daraus ergibt sich:

S(t) = exp(-at) fir alle t € (0,C).
Daraus ergibt sich, daf die Exponentialverteilung dadurch
charakterisiert ist, dap der in (*) definierte Ausdruck unabhdngig
vom Wert der Zensierungszeit C in Wahrscheinlichkeit gegen den-
selben Wert a~1 konvergiert.
Damit ist wieder die M&glichkeit gegeben, einen Hausmantest zu
konstruieren: dazu unterteile man das Intervall [0,C] in n Teile
mit den Teilungspunkten 0 < C; < C» < ... < Cy = C. Faft man die
Punkte Ci als n verschiedene Zensierungszeiten auf, und bildet fiir
jede dieser Zeiten den ML-Schitzer &‘1(Ci), dann sollten unter
der Nullhypothese die Differenzen zwischen diesen alternativen
Schatzungen fir a~l nicht "zu grof" werden.
Ausfihrung: Sei Uj der zufallige (n x 1) -Vektor, dessen j-te
Eintragﬁng gegeben ist durch:

Uij := (1—S(Cj))'1.min(Ti,Cj)

und A der (n x 1) -Vektor mit Aj = a~l fur alle j.
Nach der im vorigen Abschnitt zitierten Fassung des zentralen

Grenzwertsatzes ist die Statistik

- N
N“ 3 (U3-4)

1

asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert O und VarianzKovarianz-
Matrix T = Cov(Uj).Wir wollen daher zuerst die VarianzKovarianz-
Matrix T berechnen.

Sei j<k, dann ist

tjk = (1-S(Cj))~L1.(1-s(Ck)) 1 -Cov(min(T;,Cj),min(T;,Cx)).

Wir wollen diesen Wert speziell fir S(t) = exp(-at) bestimmen. Es
ist (wir lassen den Index der Variablen Tj weg):

©

E(min(T,C;)min(T,Ck)) = gmin(t,Cj)min(t,Ck)dF(t) =
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C' Ck : X - @©
= g%zaexp(—at)dt + éCjtaexp(-at)dt + Cjckgaexp(—at)dt.
J k

Fiir den ersten Ausdruck ergibt sich:
j Cj Cs
+ Zg%exp(—at)dt

CJ
gtzaexp(—at)dt = -a~lt2qexp(-at)|
0]

Cs Cs
= -Cjzexp(—aCj) - Zta‘lexp(—at)[J+ Zgé‘lexp(—at)dt
: , 0

C .
- Ciexp(-aCsi) - 2C:a~lexp(-aCs) - 2a'2exp(-at)|J=
J J J J 0
- Cjzexp(-aCj) - ZCja'lexp(-aCj) - 2a'2exp(—aCj) + 2a~2,

Flir den zweiten Ausdruck ergibt sich:

Ck Ck  Ck
gtaexp(—at)dt = -texp(-at)| + gexp(—at)dt =
J J J Ck
= Cjexp(—aCj) - Cygexp(-aCyg) - a‘lexp(—at)l =
; C.

J

= Cjexp(-aCj) - Cygexp(-aCg) + a'lexp(—aCj) - a‘lexp(—aCk).
Fiir den dritten Ausdruck erhalten wir:
gaexp(—at)dt = -~exp(-at)| = exp(-aCy).

k Ck

Damit erhalten wir:

E(min(T,Cj)min(T,Ck)) = - C32S(Cj) - 2Cja~ls(cjy) -2a728(Cj) + 2a~2
+ €325(Cj) - CjCkS(Cxk) + Cja~1s(Cj) - Cja~ls(Cyk) + CjCkS(Ck) =

= 2a”2(1-8(Cj)) - Cjza~1(s(Cj)+S(Ck)).

Vorher haben wir schon berechnet, daB

E(min(T,Cj)) = a~1(1-8(Cj)) = a~1F(Cj).

Insgesamt erhalten wir daher fiir die Kovarianz:

Cov(Uij,Uik) = 2a72F(Cx)™1 - @72 - Cc3a71[S(C3)+S(Ck)I/[F(C4)F(Cy)]
(wobei wir Cj<Ck vorausgesetzt hatten). Man sieht also, dap die

Varianz-Kovarianz-Matrix hier eher kompliziert ist.
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Jenachdem, welche der verschiedenen Schitzungen fir a~! man nun
vergleicht, erhdlt man verschiedene Varianten eines Hausmantests:
i) Sei g(ui1,...un) = {ui-up,...up-1-up). Dann ist

N~%2g(U;)
asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz-
Kovarianz-Matrix V = D'TD, wobei T = (Cov(Uij,Uik)) wie eben
bestimmt wurde und D gegeben ist durch:

Dij =1 fir 1sis<n-1

il

-1 fir 1<izn-1
Dij =0 sonst.
ii) Sei g(uy,...upn) = (ug-up,...Uj-Uji41,...Up-1-Up). Dann ist
N-¥£g(U;)
asymptotisch normalverteilt mit Mittelswert O und Varianz-
Kovarianz-Matrix V = D'TD, wobei T oben bestimmt wurde und D

gegeben ist durch:

Di; = 1 fir 1<is<n-1
Dis+1,i = =1 flr l<izn-1
Dij =0 sonst.

Ersetzt man nun alle in den Eintragungen von T vorkommenden
unbekannten Ausdriicke durch konsistente Schitzungen:
fiir a~! wahlt man am besten den ML-Schitzer bezliglich der gréften
Zensierungszeit Cn und fir F(Cj) setzt man:

F(Cj) := Kj/N
wobei Kj die Anzahl der Beobachtungen <Cj bezeichnet, dann erhilt
man fir beide Varianten eine Teststatistik der Form

H = Nd'V-14d
die unter der Nullhypothese asymptotisch chiZ-verteilt ist mit
n-1 Freiheitsgraden, wobei Vv = D'TD und T die oben erwadhnte

Schatzung ftr T ist.
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Weiters ist fur die erste Variante d = (d1,...dn_1)' gegeben durch
d Ki-1 ¥ min(T;,C ) - Kn-l % mi (T5,Cn)
i = Ky min(T5,Ci) - min(T
i 1752 joti noCy2y j»tn

Fir die zweite Variante ist d =(dy,...dp-1)' gegeben durch

di = Ki_ljl\élmin(Tj’Ci) - Ki+1"1jl\élmin(Tj,Ci+1)
Bei der ersten Variante wird die ML-Schatzung beziiglich jeder
"kinstlichen" Zensierungszeit C; (i<n) mit der ML-Schatzung
bezliglich der eigentlichen Zensierungszeit Cp verglichen. Bei der
zweliten Variante werden jeweils die ML-~Sch&tzungen beziiglich
zweler aufeinanderfolgender "Zensierungszeiten" verglichen.

Beide Varianten sind konsistent gegen jede Altérnative Hy, fur die

gilt: H(Cy) # H(Cq4+1) fur ein i, wobei H(z) defniert ist durch:
z
H(z) = (1—S(z))‘1£S(t)dt = E(min(Tj,z)).

Wahlt man speziell C; = iC/n, dann gilt wieder: zu jeder méglichen
Alternative Hq gibt es ein neN, sodaf H(iC/n) # H((i+1)C/n) fir
ein i<n. Sonst wére H(z) auf einer dichten Teilmenge von (0,C)
konstant und daher selbst konstant. Wahlt man dann als kiinstliche
Zensierungszeiten C4 = iC/n, dann ist der so konstruierte Test
konsistent gegen die gegebene Alternative.

Ein offensichtlicher Nachteil der so konstruierten Tests ist die
relative Kompliziertheit der asymptoﬁischen Varianz-Kovarianz-
Matrix, damit die Kompliziertheit der Teststatistik insgesamt;
auferdem miissen sehr viele Eintragungen durch Schatzungen ersetzt
werden (In jeder Eintragung der Varianz-Kovarianz-Matrix sind
sowohl Schétzungen fir den Parameter a als auch Schidtzungen fiur

die Verteilungsfunktion F(Cj) einzusetzen. )
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2. Typ II zensierte Daten

liegen vor, wenn nicht die Beobachtungsdauer fix gew#dhlt ist,
sondern eine feste Anzahl r, sodaPp nach der r-ten Beobachtung der
Beobachtungsprozef abgebrochen wird. Unterstellt man wieder einen
wachsenden Stichprobenumfang, wie er zur Konstruktion von Hausman-
Tests erforderlich ist, bleibt natiirlich r nicht fix, sondern
wlchst mit dem Stichprobenumfang, sodaf r/N = p < 1 oder
wenigstens r/N --> p < 1 flir N --> = gilt. Sei also o < p < 1; wir
wollen annehmen, daf die Beobachtung eingestellt wird, wenn die
ersten [pN] Todesfidlle eingetreten sind. Eine Mdéglichkeit, &hnlich
wie im vorigen Abschnitt einen Hausman-Test zu konstruieren,
besteht darin, verschiedene Quantile mittels Order Statistiken zu
schatzen und diese Schitzungen miteinander zu vergleichen.
Definition: Sei 0 < q < 1; dann ist das g-te Qantil Xq einer
gegebenen Verteilung definiert durch die Gleichung:

q = F(xq).
Das g-te Qantil ist also jener Punkt Xq auf der Zahlengerade,
sodap die Wahrscheinlichkeit, dap eine Beobachtung < Xq auftritt
gerade q ist. (Wir wollen voraussetzen, daf das g-te Qantil

eindeutig definiert ist.)

2.1 Tests mittels durch Order Statistiken geschiatzte Quantile

Ist (Tl,...T[pN]) der Vektor der Beobachtungen und ist
(T(l),...T([pN])) der Vektor, den man aus ersterem durch Umordnen
der Grofe nach erhalt, dann heipt T(i) die i-te Order Statistik

von (Tl,...T[pN]).
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Seien nun 0 < g1 < g2 < ... < dp < p. Unter gewissen
kRegularitétsbedingungen (z.B.: F ist in einer Umgebung eines jeden
gi-ten Quantils differenzierbar und es gilt f(xp) = F'(xp) # O

fﬁf r = qi, 1l<i<n, - ndheres siehe z.B. Lawless (1982),

Sarhan & Greenberg (1962), oder Mostelier (1946)) ist die

Statistik

asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert O und

Varianz-Kovarianz-Matrix T = (tij) wobei tij gegeben ist durch

fir qi < K
Was bedeutet dies, wenn die Ankunftszeiten T; exponentialverteilt
sind? Wir wollen zuerst die Quantile berechnen:

a4 = F(xq) = 1 - exp(-axq).
Daher ist exp(—axq) = l-q und xq = -log(l-q)/a. Insbesondere ist
Xqi/Xq; = log(l—qi)/log(l-qj). Definiert man wieder einen Prif-

vektor d = (dy,...dp-1)"' durch:

di = T([Nq:])/T([Ngix1]) = log(l-qi)/log(l-qi+1)
dann ist unter Hp de asymptotisch multivariat normalverteilt mit
Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix V und daher die
Statistik

H = Nd'U-1d

asymptotisch chi?-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, wobei V
gegeben gegeben ist durch V = D'TD, T wie oben angegeben und
D = Dg(qu,...an) mit folgender Abbildung g: (R*)D --> Rn-1

g(xX1,...Xp) := (xl/xg,xz/X3,...Xn_l/xn).
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und V eine konsistente Schéatzung von V ist. Es gelten wieder
8hnliche Aussagen wie im vorhergehenden Abschnitt: z.B.: der Test
ist konsistent gegen jede Alternative, fiur die fir ein Paar (i,j)
gilt xq;/xq; # log(l-qi)/log(l-qj).

Obwohl diese Statistik insgesamt sehr kompliziert anmutet, hat sie
den Vorteil, daP unter der Nullhypothese die Matrix V nicht

geschétzt werden muf, sondern exakt angegeben werden kann. Wir

wollen zun&chst T bestimmen: es ist f(t) = aexp(-at) und
Rqi = -log(l-qi)/a, daher ist f(xqi) = a(l-qi), daher ist T gegeben
durch

. 1 4i

e a?l-qi

wobei i<j angenommen wurde.
Weiters ist D gegeben durch:
Dij = -a/log(1l-qj) 1<i<n-1
Di+1,1 = alog(l-9i)/log?(1-qi+1) l<isn-1
Dij = 0 sonst.
Es kann also « aus D und D', und a~? aus T herausgehoben werden;
in D'TD kommen dann keine unbekannten Grdfen mehr vor.

Man erh&dlt daher eine Teststatistik

H = Nd'U-1l4
die unter der Nullhypothese asymptotisch chiZ-verteilt ist mit n-1
Freiheitsgraden; die Matrix U ist gegeben durch

U=D'TD

wobei

T = (ti3) = (Amin(i,j)/(1-Amin(i,j)))
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und

Diji = -1/log(1l-q3) 1<i<n-1

Di+1,i = log(l-qi)/log?(1-qi+1) 1<i<n-1

Dij = 0 sonst
T ist reguléar (siehe 3.1), damit ist auch U=D'TD regulir.
Insbesondere ist die Nullverteilung von H unabhingig von a, da
sich der Parameter a auch im Vektor d herauskiirzt. Die explizite
Gestalt von V = D'TD soll hier nicht mehr ausgerechnet werden -
die Elemente dieser Matrix sind sehr komplizierte Ausdriicke in den
Variablen gqj und log(i-qi).

Wahlt man speziell qp = p, n = 2 und q1 = p/2, dann ist

d = ==cemecll e
T([Np]) log(1-p)
Weiters iét
2-p)-1 2-p)-1
T - Zp[( p) (2-p) ]
(2-p)~1 (2-2p)-1
und
I [-1/log(1—p/2) }
log(1l-p/2)/1log?(1~p)

womit sich als asymptotische Varianz von [Nd ergibt:

p plog?(1-p/2) 2p
(1-p/2)log?(1-p/2)  (1-p)logh(1-p) (1-p/2)log?(1-p)
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Fur die so bestimmte Varianz ¢? und das oben angegebene d gilt
dann:

i) die Statistik
JNd/o

ist unter der Nullhypothese asymptotisch normalverteilt mit
Mittelwert O und Varianz 1.

ii) die Statistik
Ndz/c?

ist asymptotisch chiZ-verteilt mit einem Freiheitsgrad.
2.2. Eine Bemerkung ilber exakte Tests bei Typ-II zensierten Daten

Es sei darauf hingewiesen, daf fir den Fall der Typ-II zensierten
Daten viel schdénere - n&mlich exakte Spezifikationstests
existieren. Im folgenden sollen kurz einige Resultate von
Epstein (1960) referiert werden:
Seien T(1) < T(2) £ ... < T(r) die ersten r Uberlebenszeitgn aus
einem Sample der Grofe N. Dann heift die Statistik

t(i) = T(1) + T(2) + ... + T(i-1) + (N-1+1)T(4)
die bis zum Zeitpunkt T(i) totale beobachtete Lebenszeit. Fir i<j
heipt

t(i,J) = t(j) - £(i)

die im Intervall (T(i),T(j)) totale beobachtete Lebenszeit.
Es gilt nun, daf 2at(i,j) unter der Nullhypothese (exakt) chiz-
verteilt ist mit 2j-21i Freiheitsgraden; weiters sind die
Statistiken t(i,Jj) und t(k,l) stochastisch unabhingig, wenn sich
die dazugehtdrigen Zeitintervalle nicht tiberlappen. Diese Tatsache
erlaubt die Konstruktion verschiedener Teststatistiken aus Briichen
derartiger totaler Uberlebenszeiten, die als Nullverteilung

(exakt) eine F- oder eine maximum-F-ratio-Verteilung besitzen.
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3. Zufallig zensierte Daten

Das Problem der zuf&llig zensierten Daten 14Bt sich folgendermafen
formulieren: Seien (T3;,Ciy) 1 = 1,...n, n unabhéngige, identisch
verteilte Paare voh Zufallsvariablen, deren Verteilungsfunktionen
mit Fq(t) = P(Ti<t) und Fg(t) = P(Ci<t) bezeichnet werdeﬁ. Das
Problem besteht darin, diese Verteilungsfunktionen zu schétzen
(zumindest die Verteilungsfunktion der Variablen Tj -~ das Problem
ist aber symmetrisch in T; und Ci), obwohl man nicht
Realisierungen (ti,ci) die Paare (T;,C;) beobachten kann, sondern
nur Realisierungen der Paare (Xj,ki), wobei diese Variablen
definiert sind durch:

X; := min(T;,Cji)
und

ki := I{Ty<Ci}

Obwohl das Problem symmetrisch in T; und Ci ist, bezieht man sich
(vom Ausgangspunkt her) auf T; als die interessierende Variable
und auf Cj als die Zensierungsvariable. Die Indikatorvariable kj
Zzeigt an, ob es sich bei der gemachten Beobachtung um eine

tatséchliche oder eine zensierte handelt.

3.1. Der Produkt-Limit-Schitzer der Uberiebensfunktion und sein

asymptotisches Verhalten

Der Produkt~Limit- oder Kaplan-Meier-Schiatzer (PLS) fir die
Uberlebensfunktion S(t) = 1 - F1(t), dem Komplement der

Verteilungsfunktion, ist folgendermafen definiert: In Abhingigkeit
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vom Sample {(Xq1,k1),...(XN,kN)} sei
[ N-1i :|k1 ctr tex
————— ir t=X(n
) i:X(q)<e WN-1i+l (0
S(t) =
0 fur t>X(N) und k(n)=1
undefiniert fir t>X(N) und k(N)=0

Dabei bedeutet X(j) das i-te Element von {X1,...XyN}, nachdem das
Sample {(Xj,1-ki)} lexikographisch geordnet wurde. Anschaulich
heift dies: die Xj werden der Grdfe nach geordnet; kommen gleiche
vor, dann Jedes so oft, wie es vorkommt, und zwar werden die
unzensierten vor den zensierten gereiht (die man immer als
zumindest ein winziges Zeitintervall spater eintreffend
interpretiert).
Eine andere (#dquivalente) Definition des PLS ist folgende: Seien
t(1) < t(2) < ... < t(kx) die k verschiedenen "tats#ichlich
beobachteten" Uberlebenszeiten, d.h. jene Xj, fir die k; = 1 gilt
(und jede auftretende Zeit nur einmal genommen). Weiters sei ny
(1<i<k) die M&chtigkeit der Risikomenge zum Zeitpunkt t(i), d.h.
die Anzahl der Individuen, die unmittelbar vor dem Zeitpunkt t(i)
am Leben und unzensiert sind, oder in der obigen Terminologie:

nj := [{J|X52t(1)}]
Weiters sei di die Anzahl der Individuen, die zum Zeitpunkt t(i)

sterben, oder formalisiert ausgedrickt:

di := [{j[Xj=t(1),ki=1}].
Der Produkt-Limit-Schétzer ist dann definiert durch:

S(t) := T em——— fir alle t

Auperdem wird S(t) als nicht definiert gesetzt, wenn t>X(y) und
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k(N)=0.

Der formal einfachste Beweis fir die Aquivalenz der beiden
Definitionen ist wohl mittels vollstidndiger Induktion nach der
Sample-Gréfe zu fihren.

‘Anschaulich ist die Aquivalenz jedoch klar: die Faktoren, die in
der ersten Definition einer zensierten Beobachtung entsprechen,
fallen weg, da k(j) = O. Sei nun ein tats#chlich beobachtetes t(3)
gegeben und X(i) das erste in der obigen Ordnung auftretende X3
mit X(i) = t(j); dann ist klarerweise nj = N-i+l. Wenn nun dj
Individuen zum Zeitpunkt t(j) sterben,. dann gilt

B(3) = X(i) = X(i+1) = .-+ = X(i+ds-1)

und k(1)=1 fir i<l<i+dj-1 und entweder X(i) < X(i+q;) oder kj.q;=0
{jenachdem ob zum Zeitpunkt t(3) auch noch eine zensierte

Beobachtung vorkommt oder nicht).

Dem Faktor ----- im zweiten Produkt entspricht im ersten

Produkt der folgende Ausdruck:

N-i *N-(i+1) N-(i+d;-1) (N-i+1)-d;

Die anschauliche Bedeutung des Produkt-Limit-Schitzers ist

ebenfalls klar: fir t(j)<tst(j+1) ist der Ausdruck

eine Schétzung fir die Wahrscheinlichkeit, das Intervall [t(j),t)

zu (berleben, unter der Bedingung bis zum Zeitpunkt t(j) iberlebt
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zu haben:

nj-d; - B(Ti>t und Ti>t)) P(Ti>t)

m———= = P(Ti>t]Ti>t(j)) T e e o T emmmm————e =
nj P(Ti>te)) P(Ti>t)
S(t)
S(tw)

Bildet man das Produkt tber diese Ausdriicke, dann erh#ilt man eben
eine Schatzung fir S(t). Kommen nur unzensierte Daten vor, dann
stimmt der PLS mit der empirischen Uberlebensfunktion, wie sie im
ersten Abschnitt fir das Intervall [0,C), in dem nur unzensierte
Daten auftraten, betrachtet wurde, {iberein.
Asymptotische Eigenschaften des PLS (bei diversen Annahmen {iber
den Zensierungsprozef) wurden vor allem von Meier (1975) und von
Breslow & Crowley (1974) studiert.
Um Hausman-Tests mittels des PLS konstruieren zu k&énnen, brauchen
wir derartige asymptotische Eigenschaften des PLS. Wir verwenden
im folgenden einige Resultate von Breslow & Crowley (1974). Wir
wollen zun#dchst einige Definitionen und Annahmen anfiihren:
S(t) sei die Uberlebensfunktion der interessierenden Variablen Tis
G(t) sei die Uberlebensfunktion der Zensierungsvariablen Cj;; die
Ti als auch die Cj seien i.i.d., auferdem seien interessierende
und zensierende Variable voneinander unabhéngig; beide
Uberlebensfunktionen S(t) und G(t) seien stetig.
Weiters seil
F(t) := P(Xist,kj=1)

die Sub-Verteilungsfunktion der nicht zensierten Beobachtungen.
AuBerdem existiere ein K>O0 derart, dap

R(K) := S(K)G(K) = P(Xi>K) > 0
d.h.: die Wahrscheinlichkeit, daP nach dem Zeitpunkt K noch

(zensierte und/oder unzensierte) Beobachtungen vorkommen sei
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positiv. Unter diesen Voraussetzungen haben Breslow und Crowley

folgendes gezeigt:

Satz: Unter den eben gemachten Voraussetzungen konvérgiert fir
0 < t < K der Prozep

IN(8(t) - s(t))
schwach gegen einen Gauf'schen Prozef Z(t) mit Mittelwert O und

Kovarianzfunktion

v - v
: J -ds(u) JdF(u)
Cov(Z(v),Z(t)) = S(v)S(t)|=--===2- = S(v)S(t)|====2 (vst)
0 0

Es ist zu vermuten, dap dieser Satz oder ein &dhnlicher auch unter
schwécheren Bedingungen bewiesen werden kann; z.B. dap die
Stetigkeitsforderung fir S(t) und G(t) weggelassen wird und
nurmehr verlangt wird, daf S(t) und G(t) keine gemeinsamen
Sprungstellen besitzen - eventuell auch, dap die Sprungstellen der
beiden Uberlebensfunktionen keinen Haufungspunkt besitzen; dann
mipte aber die Fbrmel fir die Kovarianz-Funktion modifiziéert -
nadmlich um einen diskreten Anteil "erginzt" werden (vgl.

Peterson (1977)). Nicht weggelassen werden kann S(K)G(K)>O0:

ist namlich S(K) = 0 und t* = sup{t|S(t)>0}, dann ist S(t) fur
t>t* entweder = O oder undefiniert; es wire daher sinnlos, das
Verhalten von IN(é(t) - S(t)) zu studieren. Dasselbe gilt, wenn
G(K) = 0. Auferdem ware dann das Integral in der Kovarianzfunktion
nicht definiert. Diese Bedingung stellt ein Analogon zu der
Forderung aus 1.1. dar, daPf nur Aussagen Uber die
Uberlebensfunktion im Beobachtungsintervall [0,C] gemacht werden

kébnnen, und besagt, dap ab einem Zeitpunkt t*, ab dem mit
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Wahrscheinlichkeit 1 keine (zensierten oder unzensierten)
Beobachtungen mehr gemacht werden koénnen, keine Aussagen liber die
Verteilung der Variablen T; getroffen werden kénnen.

Daraus folgt nun nach einem bekannten Satz aus der Theorie der
stochastischen Prozesse (siehe z.B. Billingsley (1968) oder

Hall & Heyde (1980),Appendix), daB die endlichdimensionalen

Verteilungen dieses Prozesses asymptotisch normalverteilt sind:

Satz: Es‘seien die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes
erftllt und K := inf{t|S(t)G(t)=0}. Seien 0 < tq1 < ... < tn < K,
dann ist die Statistik

IN(S(t1) - S(t1),...8(tn) - S(tn))
asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert O und
Varianz-Kovarianz-Matrix T = (tjj) mit

tiy = COV(Z(ti),Z(tj)).

Wir wollen zun#dchst untersuchen, unter welchen Bedingungen die
Matrix T regulédr ist. Die Eintragungen t1j dieser Matrix lassen

sich schreiben als:

tij = PiPjlmin(i,])

wobei
Pi =ﬁs(t1),PJ = S(tJ)
und
ti
_248(u)_
+ S{(u)R{u)
0

Erstens muf pi>0 fir alle 1<i<n gelten. Dies ist aber schon in den
Bedingungen des obigen Satzes enthalten.
Zweitens darf kein 1j = O sein, da sonst (mindestens) eine Zeile

und eine Spalte in der Matrix verschwinden wirden. Dies ist genau
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dann erfullt, wenn S(tj) < S(0) = 1 ist fir alle 1<is<n. Fur das

Stieltjes-Integral gilt n#émlich:

ti

~dS(u)  ti i .
ngasﬁzas p.] g"dS( ) = S(0) - S(tl) >0
0

da 1 < (S(u)R(u))~1 < (S(t1)R(ty))~! fur alle O<ust; gilt.

Ware umgekehrt S(tj) = S(0) = 1, dann wire

Sind alle pj # 0, dann kann man sie aus den Zeilen und Spalten
der Matrix‘T eliminieren, und wir erhalten

rg T = rg(lpin(i,j))-
Da -S(u) monoton wachsend und der Integrand ((S(.u)R(u))‘1 positiv
ist, gilt 11 < 1p < ... £ 1. Ware nun 1; = 1j.1 fir ein i, dann
wirden die i-te und die i+l-te Zeile in (1min(i,j)) Ubereinstimmen
und daher rg T < n gelten. Als weitere notwendige Bedingung dafir,
dap T reguléar ist, ergibt sich damit: 0 < 13 < 1p < ...< 1p, oder

anders: es muf gelten

fir alle 1<is<n-1.
Dies ist nach der selben Argumentation wie vorher genau dann

erfillt, wenn S(tj) > S(tj+1) gilt fur 1<i<n-1:
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Satz: Die Kovarianzmatrix T ist genau dann regulidr, wenn

0 < S(tp) < S{tp-1) < ... < S(tq1) gilt.

Beweis: Seien k1,...ky paarweise verschiedene Zahlen, alle von 0
verschieden; durch Induktion nach n zeigen wir, dap

rg (kmin(i,j)) = n.

Fir n=1 ist die Behauptung trivial; angenommen, die Behauptung
stimmt flr n-1. Wir subtrahieren in der Matrix die erste Spalte
von allen anderen und erhalten eine Matrix fir die gilt:

i) in der ersten Zeile sind alle Eintragungen gleich 0 aufer in
der ersten Spalte;

ii) streicht man die erste Zeile und erste Spalte, dann erh#lt man
eine (n-1)x(n-1), auf die die Induktionsvoraussetzung zutrifft;

aus i) und ii) ergibt sich, daf der Rang der urspriinglichen Matrix

gleich n ist.

Daraus folgt Ubrigens auch daf die Varianz-Kovarianz-Matrix aus

2.1. regular ist.

Die wahren Werte der Eintragungen von T sind nicht bekannt; in den
zu konstruierenden Teststatistiken sind sie daher durch
konsistente Sch&étzungen zu ersetzen.

Es ist also eine Schétzung fir den Ausdruck

zu finden.
Als Schatzung fir S{u) nimmt man klarerweise den Produkt-Limit-
Schitzer é(u). Weiters ist R(u) = S(u)G(u) = P(Xj>u) die

Wahrscheinlichkeit, daf eine beobachtete (zensierte oder
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unzensierte) ZeitygréBer als u ist. Eine natlrliche Sch&tzung fir
R(u) ist daher gegeben durch
ﬁ(u) := ny/N,

wobei

nyg = [{J|Xj2u}]
die Anzahl der Individuen, die zum Zeitpunkt u noch unter
Beobachtung étehen (die Risikomenge zum Zeitpunkt u), bedeutet.
(Genau genommen wird damit R(u-0) geschéatzt; aufgrund der
Stetigkeit von R(t) macht dies nichts aus; auferdem werden wir die

Schatzung mit allen derartigen Moglichkeiten durchspielen.)

t
Ersetzt man nun in J ———————— S durch § und R durch ﬁ, dann
0

dann sind Integrand und Integrator Treppenfunktionen, die beide zu
den Zeitpunkten t(3) Sprungstellen besitzen. Das Riemann-
Stieltjes-Integral ist dann nicht definiert. (Jede konkrete
Reéiisierung von) —d§(u) kann aber als diskretes
WahrscheinlichkeitsmaB auf R* aufgefaBt werden, wenn man fiir den
Fall, dap S(t) niéht definiert ist, §(t) gleich 0 setzt. Dann
ist ein derartiger Ausdruck sehr wohl sinnvoll, der Wert des
Integrals h&ngt aber wesentlich davon ab, welchen Wert der
Integrand in den Massepunkten t(j) des Wahrscheinlichkeitsmafes
-d§(u) hat, d;h. ob man dem Integranden in diesen Punkten den
rechtsseitigen oder den linksseitigen Limes zuordnet. Zun#Achst
gilt:

~d§(u) = 0 fur u # t(3)

-a8(t(5)) = 8(t(4)-0) - 8(t(4)+0)

S(t(3)-0) - S(t(j+1)) =
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ni-dy N nj-dy
= 1 S - % meme—— =
l:t(1)<t(5) nj 1:t(1)<t(5+1) nj
J V3o S 1) = )2
= t +1) ) (== - = t +1) )=~ =
(3+1) nj-d; (3+1) 3.4
n -dj . d
= S(t(g)) (1 = =====) = S(r(y))==

Wir wollen nun die verschiedenen M&glichkeiten fiir den Integranden
durchspielen:
1.Wahlt man in den Sprungstellen t(3) fir den Integranden jeweils
den rechtsseitigen Limes, dann erhdlt man:

S(t(3)*0) = 8(t(j+1))
und

R(t(3)+0) = (uj+0)/N = (nj-dj-cj)/N

wobei Cj die Anzahl der zensierten Beobachtungen zum Zeitpunkt

t(j) bedeutet. Als erste Schatzung fir tij erhalten wir daher:

ti3(1) = 8(t1)8(t)N T e e
+ e l:t(p)<ty (n1-di)(ny-di-cy)

wobei tj<tj angenommen wurde.
2.Wahlt man im Integranden jeweils den linksseitigen Limes, dann
erhdlt man

§(t(j)—0) = é(t(j))

und

A

R(t(§)-0) = R(t(j)) = nj/N

Als zweite Schatzung fUr tj; erhalten wir somit

« A . d1
tis(2) = S(t1)S(t4)N z --
J J l:t(1)<ty ny?®

wieder flr tij<tj.
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3.Lawless schlidgt einen "Mittelweg!" vor, n#mlich in den
Sprungstellen im Integranden f{ir S den rechtsseitgen Limes, flr
R den linksseitigen Limes zu verwenden:
S(t(j)+0) = S(t(j+1))
und
R(t(3)-0) = R(t(5)) = nj/N
Als dritte Schétzung fir tjj erhalt man dann:

t1i(3) = §(t;)8(t)N T ¢ ee=—oZoe-
lJ( ) ( 1 J l:t(l)(ti nl(nl-dl)

4., wahlt man umgekehrt flr § den linksseitigen, flir R den
rechtseitigen Limes, erhilt man als vierte Schiatzung fﬁr'tij:

ti1(4) = §(t1)8(ts)N I I ST
+ t J l:t(1)<ty ni{ni-di-c1)

Offensichtlich gilt Eij(Z) < Eij(3) < %ij(Q) < %ij(l).
5.Andererseits kann das Integral in der Kovarianzfunktion auch

noch dargestellt werden als

Eine natiirliche Schatzung fir F{u) ist die empirische

Verteilungsfunktion der tats&chlich eingetretenen Todesfidlle:

F(u) := N1 3 k)y=N1 = 4
l:x(1)<u l:t(1)<u
Dann 1ist
dﬁ(t(k)) = ﬁ(t(k)+0) - ?(t(k)—O) =

-~

Ft(k+1)) - Flt(k)) = dg/N

Wahlt man fir den Integranden ﬁ"z(u) in den Punkten t(k) den

"
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linkseitigen Limes:
ﬁ(t(k)—o) = ﬁ(t(k)) = nk/N,
dann erh&dlt man gerade die vorher erwdhnte Schiatzung Eij(Z).
Wahlt man fir den Integranden ﬁ'z(u) in den Punkten t(k) den
rechtseitigen Limes:
R(t(x)+0) = (ng-dg-ck)/N,
dann erh&lt man eine weitere Schitzung fiir die Kovarianz:

£15(5) = S(£1)8(t5)N T cmmmmmlaeeo
lJ . ) l:t(y)<ty (n1-di-c1)?

Zun&chst gilt fir diese Schitzungen:

£ij(2) < Eij(S) < Eij(q) < Eij(l) < %ij(5).

In unserem Fall gilt aber:

Die Verteilungsfunktionen S(t) und G(t) sind stetig, daher gilt
mit Wahrscheinlichkeit 1 fir alle 1:

i) d1 =1

ii) ¢1 =0

Das erste folgt daraus, dap die Ankunftszeiten Ti unabhéngig sind
und stetige Verteilung besitzen, das zweite daraus, dap die
Zensierungsvariablen von den Ankunftszeiten unabh#ngig sind und

ebenfalls stetige Verteilung besitzen. Daher gilt fast sicher:

|
u»

ti3(2) (£1)8(t5)NE1/n? < £55(3) = £55(4) =

$(t1)8(t3)NE1/n(nK-1) < £55(1) = £€55(5) =
= 8(t1)8(t;)N21/(nk-1)2, wobei tber alle Todeszeiten
t(k)<ti summiert wird.
Damit gilt fast sicher:
0 < Eij(S) - Eij(Z) = é(ti)é(tj)Nz[l/(nk‘l)z - 1/ng?] =(*)

wobei wieder ilber alle t(k)<tj summiert wird. Fir den einzelnen
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Summanden gilt:

I e R e kT ey ey S — - ——

(ng-1)2 ny? nE?(nk-1)2 np(nE-1)2 ~ (ny-1)3
Sei nun r-1 die Anzahl der Beobachtungen Xj < tji,
d.hi: r = ZI{Xj<ti} + 13

dann 18Bt sich (*) folgendermaPfen abschiatzen:

~ ~ r 2 ~ ~ 2
(*) < 8(t1)8(ty) N S-=mmm- < 8(t1)8(tg)N(r+1)===mm =

i=0(N-1)3 (N-r)3
. . 2 A o 2(r+1)/N
§(t1)8(t3)N(r+1)=mmmZmmeee = §(t3)8(ty)-222222 00 = 0(1)/N
N3(1-r/N)3 N{(1-r/N)3

Dieser letzte Ausdruck strebt in Wahrscheinlichkeit gegen 0, da
(r+1)/N und r/N in Wahrscheinlichkeit gegen einen Wert,der kleiner
als 1 ist, strebt, n&mlich gegen 1 - R(tji).

Fir unseren Fall streben also alle funf Schitzungen gegen den
gleichen Wahrscheinlichkeitslimes. Es bleibt noch zu zeigen, dap
sie tatséchlich gegen das in der Formel fir die Kovarianzfunktion
vorkommende Integral streben.

F - oder genauer: jede konkrete Realisierung ?(w),_aufgefaﬁt

als Funktion von t (wir wollen diese Richtigstellung firderhin
stillschweigend voraussetzten) - definiert ein diskretes
Wahrscheinlichkeitsmaf auf R™. l/ﬁz(t) ist monoton wachsend,

daher ist:

u u u
J_éﬁszz_ < Jc}ﬁ‘ssz . Pi’ﬁzz_
R2(t-0)  JR2(t) JR2(t+0)
0 0 0

Es wurde schon gezeigt, daP der erste und der dritte Ausdruck in
Wahrscheinlichkeit gegen den gleichen Limes konvergieren. Es ist
noch zu zeigen, dapP tatséchlich eine konsistente Schitzung des in
der Formel fir die Kovarianzfunktion vorkommenden Integrals vor-

liegt. Es muf also gezeigt werden, daB
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u . u
o Lin F’f&fl i Jc_“fizl "
N-=>= JRz(t)  JRZ(t)

0 0

Seien €1,€2>0 beliebig. Sei udlv derart, daB O<R(v)<R(u). Die
Abbildung x --> 1/x? ist gleichm&fig stetig auf dem Intervall
[R(v),1], daher gibt es zu dem gegebenen €1>0 ein 6>0, o0.B.d.A.:
6<R(u)-R(v), sodap aus |x-y|<S§ fur x,y € [R(v),1] stets folgt
|1/x2-1/y?|<€1. Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli (siehe z.B.
A.Rényi (1977)) existiert ein Ny € N, sodaB fir N>Nq gilt:

P( sup|R(t)-R(t)|<S) = 1-€>
teR*

Ist t € [O,u], dann nimmt R(t), und ﬁ(t) mit Wahrschein-
lichkeit 21-€p nur Werte im Intervall [R(u)-6,1] & [R(v),1] an.

Daraus folgt aus der Wahl von &, dap

»P(tEEB’ulll/Rz(t) - 1/R%(t)| s €1) 2 1-€>

wenn N2Nq.

Nun muf die Differenz zwischem exaktem und geschatztem Wert des

Integrals abgeschidtzt werden:

u u
o |[e5te) - faE | [(1/R2 (t)-1/82(¢))af(c) |
_____ - R + -
R2(t) R2( g
0 0
Fir den zweiten Ausdruck =: B gilt
u

B < £|1/R2(t)—1/ﬁ2(t)|d?(t) |1/R2(t)-1/R2(t) |

< SUB
tel0,u]
Damit ist fr N2Nj: P(Bse€q) 2 1-€5.

Um zu zeigen, daP auch der erste Ausdruck =: A mit
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Wahrscheinlichkeit 1 gegen 0 konvergiert, bedarf es einiger
zusdtzlicher Uberlegungen. Zunichst besagt der Satz von Glivenko-

Cantelli, daB

P F(t) - F(t)| ---> 0) =1
(tzgg |F(t) (8)1yzz23.9)

Bezeichnet man nun die von F(t) resp. ﬁ(t) definierten

Wahrscheinlichkeitsmafe mit dF resp. d?, dann folgt aus diesem

Satz, daB fur alle halboffenen Intervalle (a,b] =R* gilt, daB
P(dﬁ(a,b]N:::gmdF(a,b]) = 1

Die Klasse der halboffenen Intervalle (inklusive der leeren Menge)
auf R* ist (i) abgeschlossen unter Bildung endlicher
Durchschnitte; (ii) Jede offene Menge in R* ist eine endliche
oder abzéhlbare Vereinigung von derartigen halboffenen
Intervallen. Damit folgt aus einem Theorem aus der Theorie der
WahrscheinlichkeitsmaBe auf metrischen Raumen (siehe Billingsley
(1968),Theorem 2.2.,p.14), dap dF (fast sicher) schwach gegen dF
konvergiert: es gilt

P( lim gfdﬁ = gde) =1
N-=> + +

fiir jede beschrénkte, gleichm#fig stetige Funktion f auf R*.
Da F stetig ist, gibt es ein §1>0, sodap
dF(u,u+81] = F(u+6y) - F(u) < €1; weiters gibt es ein Np € N,
sodaB P(ﬁ(u+61)—?(u)<€1) 2 1-€p flir N2Np.
Sei nun f(t) definiert durch:

1/R2(t) fiir t<u

f(t) := 0 fur td>u+dq
linear dazwischen

f ist dann sicherlich beschrénkt und gleichm&fig stetig auf R*.
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Daher gilt mit Wahrscheinlichkeit 1:

11m gde gde

Nun ist
u u
dF(t) _ aF(t) _
R2(t)  |R2(t)
0 0
. u+s81 u+61 .
gf(t)dF(t) - [£(t)dF(t) - [£(t)dF(t) + ff ydF(t)
+ + u
Daher ist:
u u
dE(e) _ JdE(t)|
R2(t) Rz (t)
0 0
. 1 u+dq 1 u+dq

Der erste Ausdruck konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen O,
der zweite ist nach der Wahl von &1 kleiner als El-R'Z(u), und vom
dritten wissen wir, daf er mit Wahrscheinlichkeit 21-€5 kleiner
als el-R'Z(u) wird, wenn nur N hinreichend groBf wird; es ist also

u+g1q
(llm sup de t) £ €1°R™ 2(u)) = 1-e>

—'—CD

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dap

P(llm Sup(A+B) < Ki+€1) 2 1-Kp.e>

——CD

Da €1,€2>0 beliebig waren, haben wir gezeigt, daf fir N --> o
u
dF(t) L . dF(t)
————— mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen a—zzs konvergiert
0
Die Schatzungen Eij(l) bis %ij(S) sind fir den Fall, daB die

Uberlebensfunktionen S(t) und G(t) stetig sind, konsistente

Schatzungen der Kovarianzen tij. Wir wollen in Hinkunft die von
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Lawless vorgeschlagene Schatzung Eij(S) verwenden, weil sie "in

der Mitte liegt'"; jede andere ware aber auch "erlaubt".
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3.2. Tests mittels Schatzung der Uberlebensfunktion durch den PLS

Damit ergibt sich wieder die Mdglichkeit mit Hilfe des Hausman-
Prinzips Tests fir die Nullhypothese
Hp: T; ist exponentialverteilt
zu konstruieren. Wie in 1. benilitzt mén wieder die Tatsache, dap
die Tj genau dann exponentialverteilt sind, wenn die
Uberlebensfunktion der Funktionalgleichung
S(x+y) = S(x)S(y)
gentigt. Die Differenz |§(x+y) - é(x)é(y)l darf dann nicht zu
grof werden.
Vorgangsweise: man wdhle x,y,x<y mit S(x+y)G(x+y) > 0. Bildet man
fir die Werte x,y,x+y die Produkt-Limit-Schatzungen, dann ist
IN(S(x)-8(x),8(y)-S(y),8(x+y)-S(x+y))
asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz-
Kovarianz-Matrix T wie vorher beschrieben.
Nach dem im ersten Abschnitt zitierten Satz aus der Theorie der
Grenzverteilungen folgt dann:
IN(S(x+y) =S (x+y)-8(x)8(y)+S(x)S(y)) =
= IN(S(x+y)-8(x)8(y))
ist ebenfalls asymptotisch normalverteilt mit Varianz D'TD, wobei

D'= {(-S(y),-S(x),1).Setzt man

$2(x)Q(x) S(x)S(y)Q(x)  S(x)S(x+y)Q(x)
T - [S(X)S(y)Q(X) S2(5)Q(y) s§y>8(x+y>Q(y>}
S(x)S(x+y)Q(x) S(y)S(x+y)Q(y) S2(x+y)Q(xey)
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Daraus erhdlt man:

(-252(x)S(y) + S(x)S(x+y))Q(x)
™ = [-s<x>s2<y)Q<x> 2 82(y)S(x)aly) + S(y)S(x+y)Q(y) }
-S{x)S(y)S{x+y)Q(x) = S(x)S(y)S(x+y)Q(y) + S2(x+y)Q(x+y)

Fiir die asymptotische Varianz ergibt sich damit wiederum:

ol

D'TD = (252(x)S2(y) - S(x)S(y)S(x+y))Q(x) +

+

$2(x)S2(y)Q(x) + S2(y)S2(x)Q(y) -S(x)S(y)S(x+y)Q(y) -
S(x)S(y)S(x+y)Q(x) - S(x)S(y)S(x+y)Q(y) + S2(x+y)Q(x+y)

Unter Hp gilt S(x)S(y) = S(x+y). Damit vereinfacht sich die Formel

flir die asymptotische Varianz folgendermaBen:

ol

52(x)S2(y)Q(x) - S(x)S(y)S(x+y)Q(y) + S2(x+y)Q(x+y) =
S(x)S(y)S(x+y) (Q(x+y)-Q(y)+Q(x))

Wenn wir als Schétzung fiir Q(z) die von Lawless vorgeschlagene

wdhlen:

dann ist
Q(x+y)-Q(y)+Q(x) = NE-=-==---=

wobei in der letzten Summe Uber alle Zeitpunkte t(l) summiert

wird, fir die entweder t(l)<x oder yst(l)<Xfy gilt.
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Zusammenfassend ergibt sich damit als Teststatistik:

wobei sich der Summationsindex wieder iber alle Zeitpunkte t(1)
mit t(1)<x oder yst(1)<x+y erstreckt. Die Statistik H ist unter
der Nullhypothese wieder asymptotisch N(0,1)-verteilt. Der Zahler

in H kann folgendermafen dargestellt werden:

Wenn wir in der Formel fir die Varianz fir den Ausdruck
S{x)S(y)S(x+y) einen &quivalenten Ausdruck wihlen, erhalten wir
folgende, unter der Nullhypothese asymptotisch #dquivalente

Teststatistiken:

Fiir S(x)S{y)S(x+y) = Sz(x)Sz(y) ergibt sich:
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Explizit lassen sich diese Statistiken folgendermaBen formulieren:

Fiir die erste Variante:

ni-dy
'n' —————
1 ySt(i1)<x+y D1
H = mmc—cmmememes e e o men fomen Tl -1
di 3 ni-di
I N
t(1)<x,ysSt(1)<x+y ny(ny-dy) t(1)<x Bl
Flir die zweite Variante:
ni-dy
]T —————
1 t(1)<x D1
H = et 1] = o
dy 3 ny-dj
I L o 5
t(1)<R,yST(1)<x+y ny(ny-dy) yEt(1)<x+y nl

Beide Statistiken sind unter der Nullhypothese wieder asymptotisch

N{(O,1l)-verteilt.

Wie in Abschnitt 1. besteht eine weitere Variante dieses
Verfahrens darin, die Beziehung SP(x) = S{(px), die unter der
Nullhypothese gilt, auszuniitzen: wadhle ein x mit S(x)G(x)>0 und
ein p mit O<p<1l. Dann ist die Statistik

IN(S(px) - S(px),8(x) - S(x))
asymptotisch bivariat normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz-

Kovarianz-Matrix T, gegeben durch

T - [Sz(pX)Q(pX) S(PX)S(X)Q(DX)}
S(px)S(x)Q(px) 52(x)Q(x)

Wegen des schon oft zitierten Satzes gilt damit auch, dap
IN(§(x) - §1/p(px))

asymptotisch normalverteilt ist mit Mittelwert O und Varianz ol =
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D'TD, wobei D'= (-1/pS(1-P)/P(px),1) ist. Fur TD ergibt sich damit

o - [_1/ps(1+P)/P(px)Q(px) + S(pX)S(X)Q(pX)]

-1/pS1/P(px)S(x)Q(px) + S2(x)Q(x)

Daher ist
o2 = 1/p252/P(px)Q(px) - 1/pS1/P(px)S(x)Q(px) -
- 1/pSY/P(px)S(x)Q(px) + $2(x)Q(x)

Unter der Nullhypothese gilt S2(x) = S1/P(px)S(x) = S2/P(px),
daher ist fiir diesen Fall:
o2 = s1/P(px)S(x)(1/p(1/p-2)Q(px)+Q(x)).

Unter Hp ist daher die Teststatistik

T e e e e e e o o o i o 2 O e e 0 o 7 0 . 0 o

1

[S1/P(px)8(x)(1/p(1/p-2)Q(px)+Q(x))]?

asymptotisch N{O,1)-verteilt.
Wahlen wir speziell p = %, dann ergibt sich fiir die Varianz
o2 = SZ(X/Z)S(X)Q(X) = SZ(X)Q(X) (= Sq(x/Z)Q(x)), woraus wir die

folgende, einfache Teststatistik erhalten:

n1-dy

n —————

1 t(1)<x/2 01
H = s e ]l = e
dy 3 ny-dg
e

t(1)<x ny(ny-dy) x/2st(1)<x D1

die unter der Nullhypothese wieder asymptotisch N(0,1)-verteilt
ist. Fur die Menge der Alternativen, gegen die diese Tests
konsistent sind, gilt im wesentlichen das schon in 1. Erwidhnte.

Die beidseitigen Tests sind konsistent gegen alle Alternativen,
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fur die S(x)S(y) # S(x+y), resp. SP(x) # S(px) gilt. Weiters
eignen sich die einseitigen Tests gegen Alternativen, deren
Ratenfunktion monoton ist. Klarerweise sprechen diese Tests nicht
auf solche Alternativen an, flir die fir die gew&hlten x,y,p S(x+y)
= S(x)S(y) resp. SP(x) = S{(px) gilt. Wie im Fall einer festen
Zeﬁsierungszeit kann man dem wieder dadurch begegnen, dap fir
mehrere Zeitpunkte tj die Uberlebensfunktion geschitzt wird, und
die Schétzwerte "simultan'" verglichen werden: Man wihle ein festes
x mit R(x)>0 und ein n € N. Fir 1 = 1,...n sei xi = ix/n. Fir
jedes dieser xj bildet man die Produkt-Limit-Schatzung §(xi).
Wir verwenden folgende Abkiirzungen: Sj = S(xi), éi = §(xi),
Qi = Q(xi) und §; = Q(xi).
Die Statistik

N(§q - S1s.--8n - Sp)
"ist wieder asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittel-
wert 0 und Varianz-Kovarianz-Matrix T = (tij), wobei tjj fur isj

gegeben ist durch

Es gibt wieder mehrere Varianten, die Schatzungen éi zZu
vergleichen:
1. Wahle als Prifvektor

| d = (§481 - §5,...8484-1 - Sn)'.
Unter der Nullhypothese ist
JNd asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert O und
Varianz-Kovarianz-Matrix V, und daher

H := Nd'V-14
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asymptotisch chi?-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden; V ist gegeben

durch V = D'TD mit folgender n x (n-1) Matrix D:

D11 = 251 .

Di1i = S; flr 2<isn-1
Djj = S7 fir 2<isn-1
Dis1,i = -1 fUr 1<i<n-1
Dij = O sonst

Wir wollen nun wieder die explizite Gestalt von V unter Hp
ausrechnen:

Ajj = (TD)ij = T318; + Ti13S1 - Ti,j+1 (da die anderen
Eintragungen in der j-ten Spalte von D gleich O sind). Daher ist
(TD)1j = SiS1Q1S5 + SiSjQmin(i, )51 - SiSj+1Qmin(i,3+1)

Unter Hp ist S3S5; = Sj+1, daher gilt in diesem Fall:

Aij = S3iS3+1(Q1 + Qmin(i,j) - Omin(i,j+1))

(D'TD)ij = SiA1j * S1Ajij - Ai+1,j (da die Ubrigen Eintragungen in

der i-ten Zeile von D' gleich O sind). Daher ist

Vij (D'TD) 1 j 8181Sj+1Q1h+

+

518i53+1(Q1 + Qmin(i,j) =~ Qmin(i,j+1)) -

= 81+155+1(Q1 + Qmin(i+1,3j) - Qmin(i+1,3j+1))
Unter der Nullhypothese gilt S3S1 = Sj.1, daher erhalten wir fiir
igj:
Vij = S5i+1535+1(Q1 + Q1 - Qi - Qmin(i+1,j) *+ Qi+1)-

Insgesamt erhalten wir fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix:

Si+155+1Q1 wenn i<j
Vij
Si+153+1(Q1 + Q(i,1i+1)) wenn i=j
wobel
Xi+l
-dS(u
Q(i,101) = [2oooit)
S{(u)R{u)
Xi

Fir j<i erhalt man natirlich das symmetrische Ergebnis. In den

Teststatistiken ist wieder S durch § und Q durch Q zZu
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ersetzen; dabei ist

Q(i,i+1) = 5 mmm
xiSt(1)<xi.q P1(n1-d1)

2. Als weitere Variante vergleichen wir Sli mit Si: Wir wdhlen als
Prifvektor
d := (812 - §,,...8¢% - §;,...84n - Sp)’
Unter der Nullhypothese ist de asymptotisch multivariat
normalverteilt‘mit Mittelwert 0 und Varianz-Kovarianz-Matrix V;
daher ist
H = Nd'U-1q
asymptotisch chiZ-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, wobei ¥ eine
konsistente Schétzung von V ist, und V selbst gegeben ist durch
V = D'TD mit der folgenden n x (n-1) Matrix D:
D1y = (i+1)81i
Dit1,i = -1
Dijj = O sonst
Wir wollen V unter der Nullhypothese explizit ausrechnen. Zun&chst
ist
Ajj = (TD)ij = Ti1D1j + Ti,j+1Dj+1,j = SiS1Q1(j+1)S1J -
- S5iS3+1Qmin(4i,j+1)
Weiters ist D'j1 = (i+1)8¢%, D'j,i+1 = -1 und D'j5 = O sonst.
Daher ist
Vij = D'i1A13 = Aj+1,5 =
= (1+1)811[8151Q1(3+1)81J - 515541Q1] -
- 83+151Q1(3+1)81J + S14185+1Qmin(i+1,5+1) -
Unter der Nullhypothese gilt
Vig = (1+1)511381535.1Q1 - S14151Q1(3+1)813 + S1.18541Qmin(i+1,5+1)
= 815381%Q1(iJ+3-3-1) + S5+155+1Qmin(i+1,j+1) =

= S14+1535+10(13-1)Q1 + Qmin(i+1,j+1)]
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In der Teststatistik missen die S und Q wieder durch S und Q
ersetzt werden.
‘Der Nachteil dieser zweiten Variante besteht wieder darin, daB im
Vektor d eine Schatzung: él mit allen anderen verglichen wird,
und daher dieser einen Schétzung, resp. dem Zeitintervall LO,x1]
ein '"gréBeres Gewicht" zukommt.
3. Um letzeres zu vermeiden, k&nnen wir folgenden Priifvektor
wahlen:
d := (élz - §2,...§1i+1 - §i+1i’---§n—ln - énn'l)
Wieder ist unter der Nullhypothese de asymptotisch multivariat
normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix V und
daher die Teststatistik

H := Na'V-1q
asymptotisch chil-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, wobei V eine
konsistente Schétzung von V ist und V = D'TD mit folgender n x n-1
Matrix D:

Dij = (i+1)s31
Di+1,i = -1S1411-

Wir wollen wieder V unter Hp explizit berechnen:
Aij i= (TD)ij = TijDjj + Ti, j+1Dje1,5 =
= 5iS3Qmin(1.5)(3+1)S53 - JSiS3+1Qmin(i,j+1)S541971
Unter Hp ist Sj+1j = Sjj+1, daher ist
Aij = 8i853* [ (3+1)Qnin(i, ) - JQmin(i,j+1)]-

Weiters ist

(D'TD)ij = (D'A)ij = D'jiA55 + Di,i+18i+1,5 =

il

(i+1)SiiSiSjj+1[(j+1)Qmin(i,j) = JQmin(i,j+1)] -

= 1854187185018 39 (54 1) Qmin(iv1,3) - JQOmin(is1,je1)]-
Unter Hp ist si+li-lsi+1 = Sj.qt = Sii+1. Daher ist fir diesen
Fall:

Vij = Sii+lsjj+1[(ij+i+j+1)Qmin(i,j) - (ij+j)Qmin(i,j+1) -
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- (13+1)Qmin(i+1,3) * 13Qmin(i+1,j+1)]

Fir i<j ist daher

Vij = S3i*1s53*1[Qi(i+i+j+1-13-3) - Qie1(ij+i-1j)] =
= 833+l I+ 1 (1+1)Qs - 1Qi41] =
= 841+1553+1(Q; - iQ(d,i+1))
Fir i=j erhalt man
Vig = §32(8+1)[(1-12)Qs + 12Q541] = 852(1+1)[Q; + 52Q(1,i+1)]

Flir 1>j erh&dlt man

S3i*1sI*IL(13+1+3+1)Q5 = (13+3)Qje1 - (13+1)Qj + 1jQj41] =
$13*1s33*1[(5+1)Q5 - 3Qg+1] =

$1i*1s33+1(Qz -3Q(4,3+1))

was wir eigentlich nicht mehr berechnen hitten miissen, da die
Matrix V ja symmetrisch ist.
In der Teststatistik miissen dann die unbekannten GréBen durch
konsistente Schitzungen ersetzt werden.
In allen drei Fallen gilt: der Test ist konsistent gegen alle
Alternativen, fir deren Uberlebensfunktion fiir mindestens ein Paar
(1,J) mit i+jsn gilt: S(xi)S(Xj) # S(xi+j)._
Dies gilt, obwohl die abgeleitete explizite Gestalt von V unter Hq
nicht mehr mit D'TD {bereinstimmt. Wahlt man n&mlich diese
Darstellung, dann gilt unter

Hp: Sk(xl) # S(xk) flUr ein ksn
dap p lim sup |V| < = und daher p lim Nd'V-1ld = o.
Wie in Abschnitt 1. macht es auch nichts aus, wenn fiir eine
Alternative Hi die Matrix V singular ist, und damit V in
Wahrscheinlichke;t gegen eine singulére Matzrix konvergiert. Setzt
man n&mlich den Wert der Teststatistik H = o, wenn i singulér
ist, dann ist der Test gegen diese Alternative sicherlich
konsistent. Ahnlich wie im Fall der Typ-I-Zensierung kann man sich

auch Uberlegen, daf in jedem Intervall (xij,xi+1] mindestens eine
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Beobachtung liegen muP, damit ¥ nicht singular ist.

Wie schon am Ende von 1.1. ausgefihrt gilt auch hier: mit
wachsendem n wéchst die Menge der Alternativen, gegen die der Test
konsistent ist, gleichzeitig nimmt bei gegebener Stichprobengrdéfe

N die Giite des Tests mit wachsendem n ab.
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3.3. Tests mittels Schétzung der kummulierten Hazardfunktion durch

die empirische kummulierte Hazardfunktion

Eine weitere Moglichkeit derartige Tests zu konstruieren, besteht
darin, die sogenannte kummulierte Hazardfunktion:
H(t) := -log S(t)
zu betrachten. Es gilt: T; ist exponentialverteilt genau dann,
wenn
H(t) = at fir ein a > 0.

Fir H(t) bieten sich folgende Schatzungen an:

d.
f(t) := ¢ -2
Jit()<t 1
H(t) heiBft die empirische kummulative Hazardfunktion. Es gilt
dj d; d;2
f(t) = - 3 log(l--2)= 5 (=24 ==, ...,
t(j)<t Nj t)<t by 2nj

H(t) ist damit eine Approximation erster Ordnung von ﬁ(t), die
recht brauchbar ist, wenn t nicht allzugrof ist. Asymptotisch sind
die beiden Schétzungen wieder &quivalent: es gilt

p lim (ﬁ(t) - H(t)) = 0 (ein Resultat, das Breslow und Crowley
unter der Voraussetzung der Stetigkeit von S(t) und G(t) bewiesen
haben).

Man kann nun dieselben Tests konstruieren wie vorher unter
Verwendung der Funktionalgleichung fir die Uberlebensfunktion
einer exponentialverteilten Variablen:

S(x+y) = S(x)S(y) resp. S{px) = SP(x). Da die kummulierte

Hazardfunktion der negative Logarithmus der Uberlebensfunktion
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ist, ist eine exponentialverteilte Variable dadurch
charakterisiert, dap ihre kummulierte Hazardfunktion H(t) eine
lineare Funktion mit positiver Steigung ist. Dadurch werden die
Teststatistiken einfacher, allerdings sollen die Zeitpunkte, zu
denen die kummulierte Hazardfunktion geschitzt wird, nicht zu grop
sein. Uber das asymptotische Verhalten von H(t) haben nun

Breslow & Crowley unter den Annahmen, die in 3.1 gemacht wurden,

folgendes gezeigt:

Satz: Sei T>0, sodaf R(T)>0; fur O<t<{T konvergiert der Prozep
JN(A(t) - H(t)) schwach gegen einen GauB'schen Prozef Z(t) mit

Mittelwert O und Kovarianzfunktion

S ]
Cov(z(s),2(t)) = J -------- - J---‘-E-} fur sst
0 0

Bemerkung: Breslow & Crowley haben diesen Satz fiir eine etwas

anderes definierte empirische kummulierte Hazardfunktion bewiesen:
H(t) := £  =-===

Wegen der Stetigkeit der zugrundeliegenden Verteilungsfunktionen
S(t) und G(t) sind die beiden Prozesse fast sicher identisch.
Wie vorher 14Bt sich damit folgendes iiber die endlichdimensionalen

Verteilungen feststellen:
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Satz: Seien 0 < t1 < tp < ... < ty < T, dann ist die Statistik
JN(H(t1) - H(t1),...H(tp) - H(tp))"

asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert O und

Varianz-Kovarianz-Matrix T = (tij), wobei
ti ti
-dS(u) -dS{u)
= | mom——— = e fir ti<t
) JRZ(u) JS(u)R<u> ( 155
0 0

Die einfachéte Méglichkeit einen derértigen Test zu konstruieren
ist wieder die folgende: Widhle x,y mit O<x<y und R(x+y)>0; dann
ist die Statistik

IN(H(x)-H(x),H(y)-H(y),H(x+y)-H(x+y))
unter der Nullhypothese asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert

O und Varianz-Kovarianz-Matrix T gegeben durch:

(x) Q(x) Q(x) 1
T = [8(x> Ay) aly) ]
Q(x) Q(y) Q(x+y)

Damit ist aber auch
IN(f(x+y) - H(x) - A(y))

asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz

o2 = D'TD , wobei D' = (-1,-1,1). Dann ist
-Q(x)

D = [—Q(x) } und daher ergibt sich fir die Varianz:
-Q(x)-Q(y)+Q(x+y)

02 = D'TD = Q(x) + Q(x) - Q(x) - Q(y) + Q(x+y) =
= Q(x+y) - Q(x,y) = Q(x) + Q(y,x+y)

wobei

Ersetzt man dieses Integral wieder durch die schon erwihnte
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konsistente Schitzung, dann erhdlt man folgende einfache Test-

statistik:
dk dk
- - ¥ -
YSt(k)<x+y Pk t(g)<x Dk
H I v o e o O - 0 = —— — > 23 - —— i — " — — o o
di dyk 3
[ Y  memmmm———— + L mmeeee—e— }
t(k)<x Dk(nk=dk) y<t(y)<x+y Pk(ng-di)

welche unter der Nullhypothese asymptotisch N(0,1)-verteilt ist.

Ist H(x+y) > H(x)+H(y), dann gilt p lim H ©}

ist H(x+y) < H(x)+H(y), dann gilt p lim H

I

~», Insbesondere

eignet sich dieser Test gegen Alternativen mit monotoner

Hazardrate: ist r(t) auf (0,z) monoton wachsend (fallend), dann

gilt H(z) > H(x)+H(y) (H(z) < H(x)+H(y)) fir beliebige x,y20 mit

X+y=2.

Eine weitere Moglichkeit bentitzt die Beziehung

H(rx) = rH(x), welche fiir die kummulierte Hazardfunktion einer

exponentialverteilten Variablen charakteristisch ist:

Man w@hle ein x>0 mit R(x)>0 und ein p mit 0<p<l; dann ist
IN(H(px) - H(px),H(x) - H(x))

asymptotisch bivariat normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz-

Kovarianz-Matrix T gegeben durch

Damit ist die Statistik

IN(pH(x) - H(px))
asymptotisch N(0,02)-verteilt, wobei die Varianz gegeben ist
durch ¢? = D'TD mit D'= (-1,p). Damit ergibt sich fir die Varianz:

o? = Q(px) - pQ(px) - pQ(px) + p2Q(x) = (1-2p)Q(px) + p2Q(x).
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Als Teststatistik erhalten wir somit:

dk dk
pE -- - X --
t(k)<x Bk t(k)<px Dk
H 12 o e e e e e e
(1-2p) = ——-mme—mo + Pp32Z e ]
t(k)<pPx ng (ng-dy) t(k)<x ng (ng-dyg)

Wahlt man p = %, dann erh&lt man folgende einfachere
Teststatistik:
dx dx dx dg

5 - - - 5 - - -

t(k)<x Bk t(g)<x/2 Dk x/25t())<x Dk t(k)<x/2 Nk

dik E: dgk 3
O |
t(k)<x Nk(ng=di) t(k)<x Dk(ng-di)
Diese Statistiken sind unter der Nullhypothese wieder asymptotisch
N(0,1)-verteilt. Auferdem gilt p 1lim H = =, wenn pH(x) > H(px),
und p lim H = -o, wenn pH(x) < H(px).
Der Wert p = % ist aber i.a. nicht der Wert von p, sodaB der Test -
bei gegebenem x und bei einer gegebenen Alternative die grofte
Power hat. Die wichtigste BestimmungsgréBe fiir die Power bei einer
bestimmten Alternative Hq{ ist wohl die Gro&pBe
f(p) := |H(px) - pH(x)]
Auf der Schétzung dieser Differenz beruht ja dieser Test. Bildet

man die Ableitung f'(p), dann erh&lt man:

X
f'(p) = £(H"(px)x - H(x)) = z(r(px)x - gr(t)dt)
Setzt man f'(p) = O, dann erkennt man, daf die beste Teilung des
Intervalls durch einen Punkt gegeben wire, in dem r(t) den
mittleren Wert annimmt, d.h. der die Gleichung

r{px) = x‘lir(t)dt

erfillt. Ist r(t) streng monoton und stetig, dann ist dieser Punkt
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immer eindeutig bestimmt.
Im folgenden sollen noch drei Varianten von Teststatistiken
konstruiert werden, die darauf abzielen, die Menge der
Alternativen, gegen die der Test konsistent ist zu vergréBern.
Dabei werden wieder an mehreren Stellen in einem Intervall [0,x]
die Werte fur H(t) geschidtzt und miteinander verglichen.
Vorgangsweise: Man Wihle ein festes x>0 mit R(x)>0 und ein neN.
Fir i = 1,...n sei x§ = ix/n, weiters seien Hj = H(xj), Hj =
H(xi) und Qji, Qi etc. wie im vorigen Abschnitt. Die Statistik

JN(Hy - Hy,...Hp - Hp)'
ist asymptotisch multivariat normalverteilt mit Mittelwert O und
Varianz-Kovarianz-Matrix T = (tjj) = (Qmin(i,j))-
l1.Variante: Wahle als Prtifvektor:
d := (2Hy - Hp,..Hy + Hi - Hi,q1,..Hy + Hp-q - Hpy)'
Dann ist [Nd asymptotisch multivariat normalverteilt mit
Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix V = D'TD und daher die
Teststatistik

H := Nd'V-1d

asymptotisch chi?-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, wobei V eine

konsistente Schétzung von V ist und die n x (n-1) -Matrix D

gegeben ist durch

D11 = 2
Di; = 1 2<isn-1
Dii = 1 2<isn-1
Di+1,i = -1 1l<is<n-1
Dij = O sonst

Daher ergibt sich fir D'TD:

Ajj = (TD)ij = Ti1 + Tij - Ti,j+1 =

Q1 + Qmin(i,j) - Qmin(i,j+1)

(D'TD)ij = A1j + Aij - Ais1,j
Ql + Q1 - Q1 +

Vij

1]

+

Q1 + Qmin(i,j) -~ Qmin(i,j+l) *
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= Q1 - Qmin(i+1,3) * Qmin(i+1,j+1)
Wir erhalten damit fir die Matrix V:
Q1 wenn i # j
Vij=[ o R
Q1 + Q(i+1,i) wenn i = j
Flir die Teststatistik sind die Qi wieder durch die Schétzungen
Qi etc. zZzu ersetzen.
2. Variante: hier betrachtet man den Priifvektor
d := (2Hy - Hp,...nf; - Hp)'
Unter der Nullhypothese ist de asymptotisch normalverteilt mit
Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix V und daher ist die
Teststatistik
H := Na'V-1d
asymptotisch chi2-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, wobei V eine

konsistente Schatzung von V ist und V gegeben ist durch V

H
o
—
o

mit folgendef n x (n-1) -Matrix D:
D1i = i+l
Di+1,1 = -1
Dij = O sonst

Wir wollen wieder die explizite Gestalt von V unter Hp bestimmen:

(TD)i3 = (J+1)Ti1 = Ti, j+1 =
= (J+1)Q1 - Qmin(i,j+1)
Damit ist weiters
Vij = (D'TD)i3 = (i+1)A15 - Ais1,j =
= (1+1)0(J+1)Q1 - Q1] - (J+1)Q1 + Qmin(i+1,j+1) =
= (i+1)3Q1 - (J+1)Q1 + Qmin(i+1,j+1) =
= Q1(ij+j-j-1) + Qmin(i+1,j+1)
Fur die Matrix V erhalten wir daher
Vij = (13-1)Q1 + Qmin(i+1,j+1)
Wieder siﬁd die exakten Werte durch konsistente Schitzungen zu

ersetzen. Diese Statistik hat den Nachteil, daB das kleinste
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Intervall [6,x1] mit allen anderen verglichen wird und insofern
den dort liegenden Beobachtungen gréfere Bedeutung zukommt.
3. Variante: dies wird vermieden, wenn man als Priifvektor
d := (2Hy - Hp,...(i+1)H{ - ifi,1,...nf4-1 - (n=-1)Hp)"
wahlt. Wieder ist unter Hp de asymptotisch multivariat
normalverteilt mit Mittelwert O und Varianz-Kovarianz-Matrix V und
daher

H := Nd'V-14
asymptotisch chi2-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden, wobei V eine
konsistente Sch&étzung von V und V gegeben ist durch V = D'TD mit

folgender n x (n-1) ~Matrix D:

Dij = i+1
Di+1,i = -1
Dij = O sonst

Unter der Nullhypothese 14Bt sich V wieder explizit angeben:

Aj 5 (TD)ij = (J+1)T1ij = 3Ti,j+1 =

(J+1)Qmin(i,j) - 3Qmin(i,j+1)

Weiters ist

vij = (D'A)ij = (i+l)Aij - iAi+1,j
= (i+1)(3+1)Qmin(4i,3) - (1+1)JQmin(i,j+1) -
- 1(3+1)Qmin(i+1,3) * 13Qmin(i+1,j+1)

Flir i=j ergibt sich:

Vii = Qi(ij+i+j+1-1ij-3-1j-1) + 1jQji4+1 =

"

(1-12)Q1 + 12Qi4+1 =

i2Q(i,i+1) + Qjy

Fir i < j ergibt sich
Qi (ij+i+j+1-13-J) - Qi+1(ij-1j+1) = (i+1)Q; - iQj41 =
Qi ~ iQ(i,i+1)

<
e
[
1]
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In den Teststatistiken miissen wieder die exakten Werte durch
konsistente Schatzungen ersetzt werden. Alle Bemerkungen, die in
1.1. und 3.2} lUber diese Tests gemacht wurden, gelten auch fir die

letzten Tests und sollen hier nicht mehr wiederholt werden.
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I1I. Zusammenfassung

Flir die drei verschiedenen Zensierungsmuster

1. single-type=-I-censoring

2. type~IIl-censoring

3. random censoring
wurden auf verschiedene Arten Spezifikationstests vom Hausmantyp
flir die Nullhypothese

Ho: r(t) ist konstant
entwickelt. (Dabei ist r(t) die Hazardfunktion des betrachteten
Prozesses.)
Die erste Grundidee fiir einen derartigen Test besteht darin, eine
Funktionalgleichung fiir die Uberlebensfunktion S exponential-
verteilter Daten zu verwenden: diese erfiillt namlich
S(x+y) = S(x)S(y), resp. SP(x) = S(px).
Bildet man nun fiir fix gewdhlte Werte x,y, resp. x,p Schatzungen
§(x+y), §(x), §(y), §(px); dann sollten unter der
Nullhypothese |§(x+y)—§(x)§(y)| resp. |S(px)-8P(x)]|
nicht zu grof werden.
Ausgefihrt heift dies: bei single-type-I-censoring w#hlt man als -
Schatzung § die empirische Uberlebensfunktion, bei random-
censoring den sogenannten Produkt-Limit-Schitzer. In beiden Fillen
sind dann unter der Nullhypothese die Statistiken |
IN(8(x+y)-8(x)8(y)) resp. {N(8(px)-8P(x))

asymptotisch normalverteilt. In beiden Fallen wird eine
konsistente Schétzung der asymptotischen Varianz angegeben, sodafB
daraus Teststatistiken konstruiert werden kénnen, die unter Hg

asymptotisch N(0O,1)-verteilt oder chi?-verteilt mit einem
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Freiheitsgrad sind.
Bei random-censoring wird dieses Verfahren noch dahingehend
modifiziert, daP die sogenannte kummulierte Hazardfunktion
H(t) = -log S(t)

betrachtet wird: diese ist unter der Nullhypothese eine lineare
Funktion mit positivem Anstieg. Die charakteristischen Funktional-
gleichungen lauten nun:

H(x+y) = H(x) + H(y) und H(px) = pH(x).
Analog zum vorher skizzierten Verfahren fiir den Produkt-Limit-
Schatzer S(t) wird nun mit der empirischen kummulierten Hazard-
funktion H(t) verfahren. Die analogen Teststatistiken werden
hier einfacher, allerdings ist nun - insbesondere fir grofe t -
die Gite der Schétzung schlechter als die des Produkt-Limit-
Schétzers, was sich auf die Geschwindigkeit der Konvergenz der
Teststatistik gegen die Grenzverteilung auswirken kann.
In allen F&allen gilt nun: die so konstruierten Tests sind
konsistent gegen alle Alternativen, fir die flir die fix gewahlten
Werte x,y die angegebene Funktionalgleichung nicht erfiillt ist.
Weiters wird gezeigt, daB die Tests kopsistent sind gegen die
Klasse der Alternativen mit monotoner Hazardfunktion - unabh#ngig
von der konkreten Wahl der x,y, fur die die Sch&tzungen gemacht
und verglichen werden.
Alle diese Verfahren kodnnen nun folgendermafen verallgemeinert
werden: man w&hle ein x > O und unterteile das Intervall [0,x] in
n Teile, z.B. durch die Punkte ix/n. Anstatt die gegebene
Funktionalgleichung der Uberlebensfunktion {der kummulierten
Hazardfunktion) bei zwei Werten zu "uberprifen'", wird dies nun fiur
alle Teilungspunkte ix/n des Intervall [0,x] durchgefiihrt. Daraus
konstruiert man eine Teststatistik, die unter Hp asymptotisch

chi?-verteilt ist mit n-1 Freiheitsgraden. Dieser Test ist
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konsistent gegen alle Alternativen, fir die

S(ix/n)S(jx/n) # S((i+j)x/n)
gilt fUr mindestens ein Paar (i,j) mit i+j<n. AuBerdem gilt: zu
Jeder Alternative Hi gibt es ein n sodap der dazugehérige Test
gegen Hq konsistent ist. Erkauft wird die Vergréferung dieser
Alternativenmenge durch eine Erhéhung der Freiheitsgrade (es
werden ja n verschiedene Werte geschitzt), was sich dahingehend
auswirkt, dap die Teststatistik langsamer gegen die
Grenzverteilung konvergiert.
Fir den Fall Von type-IIl-censierten Daten wurde folgendes
Verfahren gew&hlt: mittels Orderstatistiken werden bestimmte
Quantile geschatzt, die unter Hgp in einem bestimmten Verh&ltnis
zueinander stehen. Auch hier kann das Verfahren verallgemeinert
werden auf den "simultanen" Vergleich der Schatzungen fir n
Verschieden Quantile. Beztiglich der Menge der konsistenten

Alternativen etc. gelten wieder #hnliche Aussagen wie vorher.

Fir single-type-I-censierte Daten wurde schlieflich noch eine
weitere Idee fur einen derartigen Test ausgefiihrt: man bildet den
Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter « bezlglich der
eigentlichen Zensierungszeit C und bezﬁglich einer (oder mehrerer)
"ktinstlicher" Zensierungszeit(en) C'< C. Unter der Nullhypothese
dirfen diese Sch&atzungen nicht zu sehr voneinander abweichen.
Daraus resultiert wieder eine Teststatistik, die unter Hp
asymptotisch chi?-verteilt ist mit k Freiheitsgraden (k ist die
Anzahl der "kiinstlichen" Zensierungszeiten).

Ausdricklich sei darauf hingewiesen, daB es sich bei allen Tests
um asymptotische Tests handelt, die daher nur fiir grofe
Stichproben geeignet sind. Die exakte Nullverteilung filir kleine

Stichproben dirfte aufBerordentlich schwierig zu bestimmen sein.
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Wollte man mittels Monte-Carlo-Simulation Signifikanzpunkte flir
kleine Stichproben ermitteln, muP man beachten, dap diese
1. bei single-Type-I-censoring von der Zensierungszeit C
2. bei type-~IIl-censoring von p, dem Anteil der exakten
Beobachtungen
3. bei random-censoring von der Verteilung der Zensierungs-

variablen C; abhéngen.

Fiir viele Anwendungen in den Sozialwissenschaften ist die Modell-
annahme einer homogenen Population nicht realistisch. Das in
derartigen Anwendungen betrachtete "Grundmodell" lautet:

r(t) = rrexp(x1f1 + ... + xKPxk)
Die Hazardfunktion &ndert sich nicht wahrend der Zeit. Die Hazard-
rate ist aber nicht flr alle Individuen der Grundgesamtheit
gleich, vielmehr abh&ngig voﬁ sogenannten Kovariaten xj, die
bestimmte Merkmale des Individuums ausdricken. Die oben erwidhnten
Tests lassen sich also nicht ohne weiteres auf diesen Fall
anwenden. Am ehesten scheint sich der Test mittels des Maximum-
Likelihood-Schétzers auf diesen Fall verallgemeinern zu lassen. Es
mifte nachgewiesen werden,daP die Maximum-Likelihood-Schétzungen
fir (r,B) im obigen Modell beziglich verschiedener Zensierungs-
zeiten asymptotisch eine gemeinsame (multivariate) Normal-
verteilung besitzen. Sollte dies zutreffen, miifte eine konsistente
Schéatzung der asymptotischen Varianz-Kovarianz-Matrix gefunden
werden. Am schwierigsten diirfte dies sein, wenn kontinuierliche
Kovariaten xi auftreten: dann 1aBt sich n&mlich der Maximum-
Likelihood~Schétzer nicht mehr explizit als Funktion der Ankunfts-

zeiten darstellen.
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