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ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbelit werden die Ergebnisse von Monte Carlo
Experimenten praesentiert, die zur Untersuchung siniger
spezieller Eigenschaften des CUSUM-Tests durchgefuehrt
wurden. Die in zahlreichen Tabellen enthalfenen empirischen
Resultate beziehen sich auf das Signifikanzniveau bzw. die
Teststaerke (power) der zugrundeliegenden Testvarianten.
Der erste Teil, in dem die Anwendung des .CUSUM-Tests auf
dynamische Modelle untersucht wird, liefert einen Vergleich

zZwischen dem gewoehnlichen CUSUM-Test und einem Test, der

auf dem Vorschlag von Dufour (1982) beruht. Anschliefend
wird, diesmal bei statischen Modellen, eine modifizierte
Varianzschaetzung eingefuehrt, die auf eine Anregung von
Harvey (1975) zurueckgeht. Die Ergebnisse zeigen (bei kleinen
Stichproben) eine deutliche Ueberlegenheit des modifizierten
Tests.

SUMMARY

The paper presents results of Monte Carlo experiments,

which were designed to reveal some special properties of

the CUSUM test. Numerous tables contain empirical results
on the significance level and power of some modifications
of the usual CUSTM test. The first part of the paper explores
the application of the CUSUM test in dynamic models. Here,
the usual CUSUM test is compared with a test suggested by
Dufour (1982). Then, following an idea of Harvey (1975), a
modified variance estimator is introduced for static models.,
The superiority of the modified test is evident, especially
in small samples.
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I. Der CUSUM=Test uné seine Anwendung auf dvnamische Modelle.

l. Einleitung.

Der von Brown, Durbin und Evans (1975) entwickelte CUSUM-Test
dient zur Ueberpruefung der Konstanz der Regressionskoeffizienten
im linearen Modell. Dabei galt bislang (u.a.) als Voraussetzung,
da@ saemtliche Regressoren nichistochastisch sind. Somit waeren
z.B. dynamische Modelle von der Anwendung dieses Tests ausge-
schlossen. Durch die Arbeit von Kraemer, Ploberger, Alt (1985)
ist nunmehr der Nachweis erbracht, daf auch bei dynamischen Mo-
dellen (zZumindest bei genuegend grofem Stichprobenumfang) die

Anwendung des CUSUM-Tests gerechtfertigt ist.

Im Mittelpunkt dieses Kapitels stehen nun eine Reihe von Monte

F'U

Carlo Experimenten, die im Rahmen der letztgenannten Arveit durch-
gefuehrt wurden. Bevor die Ergebnisse dieser Ixperimente praesentiert

werden, soll aber noch kurz auf die theoretischen Voraussetzungen

~

eingegangen werden.

Ausgangspunkt der nachfolgenden Betrachtungen sei das folgende

lineare Regressionsmodell

’

Yt=xt5t+ut t=l’ e v ey T.

Dabei ist Vi der beobachtete Wert der abhaengigen Variablen zum

Zeitpunkt t, Xy ein Kx1 Spaltenvektor mit den (zunaechst nicht-

»-

stochastischen) Werten der XK unabhaengigen Variablen (ein-



schlieplich Absolutglied), g, ein {(unbekannter) Kxl Parameter-
vektor und ut eine normalverteilfe Stoergroele mit ~(ut) = 0

und Var (ut) = E(utz) = o%,

Die u t=1, +e.+, T werden als unabhaengig vorausgesetzt.

-t’

Die zu testende Nullhypothese lautet nun:

Hyt B =By = eeee =Bp =B (Konstanz der Regressions-

koeffizienten)

Damit laeft sich das obige Modell in der ueblichen Form

y=XB + 1

/
mi?t Yy = (yl, s es ey yT), Xl= (Xl, s 000y XT) und

L}
u = (ul” sesey uT) schreiben.

o ! !
Setzt man nun Xr = (xl, s ey Xr> und Yr = (yl’ veoay Yr),
so lassen sich unter Einfuehrung der schritiweisen KQ-Schaetzer

b. d.h.

r*

= (%) 507K, ¥, = K, K+l, seua, T

b
T
(dabei werde angenommen, daf rg (Xr) = K ist, fuer r = K, eeee, T),

» ” . .
die rekursiven Residuen Wr definieren:

/
5

v.=-%x_ D
W - r T r-]' fuer r=K+l, ss ey To

(1 + x.(% )~k )F

r-1 r -1
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Bekanntlich handelt es sich bei den W, um unabhaengige, normal-

verteilte Zufallsvariablen mit 3(w_ ) = O und Var (w ) = 2.

Mit Hilfe der rekursiven Residuen lassen sich dann die CUSUM-

Groessen Wr definieren

T
Z ‘VJ : r=K+l’ eo o ey T

JoKr1

W =
r

ayi+

AL
A [ (7-3B) (y-%B) )2

wobel g = ist
T-K
A
mit 3 ais dem gewoehnlichen KQ-Schaetzer.

Zu einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit a koennen nun
Parameter ¢ und 4 angegeben werden, sodaf die Hypothese Ho

genau dann abgelehnt wird, falls

max W_=-(d+¢c (=KD 0 ist.

r

K+12747T L

(Naeheres dazu siehe Brown, Durbin, Evans (1975) )

Streng genommen ist diese Vorgangsweise nur bel genuegend
grofem Stichprobenumfang T gerechtfertigt, da es sich beim
CUSUM~-Test um einen asymptotischen Test handelt, der ledig-
lich die Bedingung

lim P( max W, - (d+c(r=K))|20) = « (gegeben Ho)
TYeo K+13473T



erfuellt.
Nun zur Anwendung des CUSUM-Tests auf dynamische Modelle.

Ausgangspunkt fuer die Monte Carlo Experimente war ein ein-

faches dynamisches Regressionsmodell von der Form

Vi = a¥i_q +* DX+ C o+ Uy t=1, .., T (1)

Folgende zweli Testvarianten wurden dabel untersucht:

a) Nach einem Vorschlag von Dufour (1982, im weiteren auch
Dufour-Test genannt) soll der CUSUM-Test auf die modifi-

zierte Gleichung

* i
i = bxt + C o+ Uy,

. i
mit v
v

-~
=Ty T A4
(wobei‘a fuer die KQ-Schaetzung von a steht)

angewandt werden.

b) Der CUSUM-Test wird unmittelbar auf Gleichung (1) ange-
wandt, also mit%t Vi1 als zusaetzlichem (jetzt stochasti-
schen) Regressor.

(Diese Variante wird im folgenden als dynamischer CUSUM-

Test bezeichnet)

Naehere Angaben zum ”Design' der Monte Carlo Experimente

finden sich in den beiden naechsten Abschnitten. -
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2. Bmpirische Signifikanzniveaus der beiden Testvariasnten.

2.1. Der Dufour-Test.

Bei der Berechnung der empirischen Ablehnwahrscheinlichkeiten
unter Ho wurden verschiedene Stichprobenumfaenge T und ver-
schiedene Regressionskoeffizienten a, b, ¢, beruecksichtigt.
Der x-Regressor wurde mit x, = (—1)t, t=1, oo, T,
festgesetzt. AuBerdem galt Vo = O. Fuer die Stoergroefen

. wurden unabhaengige N(0,l)-verteilte Zufallszahlen er-
zeugt. Die Anzzahl der Simulationen fuer die eingzelnen Kombi -
nationen von T bzw. a, b, ¢ betrug jeweils 1000. Fuer die
Monte Carlo Experimente, deren Ergebnisse in den nachfolgen-
den Tabellen enthalten sind, wurden die ueblichen nominalen

. ’ ’ ”
Signifikanzniveaus verwendet (a =1 4, 5/, 10 L)

Tabelle 1: BEmpirische Signifikanzniveaus fuer verschiedene

Werte von T (a = 0.5, b = 1.0, ¢ = 1.0)

a T =
(in Prozent) 30 60 120 1000
1 0.1 0.3 0.5 1.0
5 1.4 2.2 2.5 4.6
10 3.5 5.4 7.4 9.5




Tabelle 2: Empirische Signifikanzniveaus fuer verschiedene

Werte von T bzw. a, b, cC.
T = 120 T = 1000

« (in Prozent) a (in Prozent)

1 5 10 1 5 10
a= 0.5
b = 0.0 005 2.3 7'9 006 308 8.8
c = 0.0
a= 0.5
b= 2.0 0.1 0.8 2.1 0.2 3.3 7.5
c = 10.0

Tabelle 3: Empirische Signifikanzniveaus fuer verschiedene

Werte von a2 (b = 1.0, ¢ = 1.0, T = 120)

a (in Prozent)

a 1 5 10
-0.95 0.5 3.8 8.7
-0.90 0.7 3.8 8.4
-0 .60 0.3 4.1 7.4
-0.30 0.7 3.1 8.2
0.00 0.5 3.9 7.7
0.30 0.7 3.3 6.9
0.60 0.4 2.6 6.3
0.90 0.3 2.0 3.5
0.95 0.1 1.0 1.5
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Die Ergebnisse zeigen recht anschaulich, daf sich die empirischen
Signifikanzniveaus bei zunehmenden Stichprobenumfang T immer
mehr den vorgegebenen nominalen Signifikanzniveaus annaeherm.
Dabei spielen natuerlich auch der zugrundeliegende Zufalls-
mechanismus und wohl auch unterschiedliche Konvergenzgeschwindig-
keiten (siehe z.B. Tabelle 2) eine gewisse Rolle. Die Resultate
in Tabelle 3 weisen insbesondere auf den moeglichen Einflup
unterschiedlicher Werte fuer den Parameter a hin: Fuer a —rl
scheint sich die Anpassung an die nominalen Signifikanzniveaus

drastisch zu verschlechtern.

2.2 Der dynamische CUSUM-Test

Bei der Durchfuehrung des dynamischen CUSUM-Tests wurde zu-
a n ”
naechst dasselbe Design wie beim Dufour-Test verwendet (siehe

dazu die entsprechenden Angaben in 2.1.1.).

Dadurch besteht nun die Moeglichkeit, die Ergebnisse der
folgenden Tabellen 4 - 6 mit denen der Tabellen 1 - 3 zu ver-

gleichen.



Tabelle 4: Empirische Signifikanzniveaus Ifuer verschiedene

Werte von T (a = 0.5, b = 1.0, ¢ = 1.0)

0 T
(in Prozent) 30 60 120 1000
0.3 0.% 0.4 R
5 2.8 4.4 3.0 5.8
10 6.0 8.6 7.5 9.7

Tabelle 5: Empirische Signifikanzniveaus

fuer verschiedene

Werte von T bzw. 2, b, c.
T = 120 T = 1000
a (in Prozent) a (in Prozent)
1 5 10 1 5 10
a = 005
b = 0.0 008 505 9. 0.9 7.1 12.2
= 0.0
a = 005
b = 2.-0 0&6 4-'6 9.1 007 503 903
¢ = 10.0
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Werten des Parameters a (T

Tabelle 6: Empirische Signifikanzniveaus bei verschiedenen

120, b = 1.0, ¢ = 1.0)

a (in Prozent)

a 1 5 10
-0.95 0.6 2.9 6.5
-0.90 0.4 33 6.8
-0 .60 0.3 3.3 Tol
=0.30 0.3 2.8 5.8

0.0 0.% 3.1 7.6
0.30 0.5 3.4 7.3
0.60 0.4 4,3 9.6
0.90 0.6 5.2 10.1
0.95 0.8 4.5 8.4

Die Resultate der vorangegangenen Tabellen weisen fuer den

dynamischen CUSUM-Test ein aehnliches Verhalten auf wie im

Falle des Dufour-Tests, allerdings mit zwei bemerkenswerten

Ausnahmens -

1) die Annaeherung an die nominalen Signifikanzniveaus erfolgt

i.a. wesentlich rascher 2ls beim Dufour-Test

2) in einigen Faellen werden diese Signifikanzniveaus sogar

leicht ueberschritten.
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Dieser letzte Punkt tritt besonders augenfaellig in der fol-
genden Tabelle zutage, wobei fuer den x-Regressor dlesmal eine

Trendvariable, d.h. Xy = t, verwendet wurde.

Tabelle 7: Empirische Signifikanzniveaus fuer verschiedene

Werte von T bzw. a, b, c.

T = 120 T = 1000
« (in Prozent) a (in Prozent)
1 5 10 1 5 10

a = OQS
h = Q-O l.o 5.1 1007 l.l 5.6 lG.l

= 0.0
a = 0.5
b = l.o 1.0 507 9.6 103 501 1009
c = 1.0
a = 005
b= 2.0 0.4 3.8 7.6 0.7 4,2 10.8
¢ = 10.0

Zusammenfassend kann gesagt werden:

Bei beiden Testvarianten zeigen die Ergebnisse der Monte Carlo
Experimente, daf sich die empirischen Signifikanzniveaus bei
zunehmendem 3tichprobenumfang T immer besser bei den vorge-
gebenen Signifikanzniveaus’einpendelnt

(Der exakte Nachweis fuer dieses asymptotische Verhalten findet
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sich in dem bereits erwaehnten Artikel von Kraemer, Ploberger,

A1t (1985)).

‘Da die empirischen Resultate fuer den dynamischen CUSUM-Test_

eine hoehere Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. eine schnellere
Anpassung an das nominale Signifikanzniveau, ausweisen, sind
wohl (fuer diesen Test) gewisse positive Auswirkungen auf die

Teststaerke zu erwarten.

3. mmpirische Unfersuchungen zur Teststaerke.

Auf Grund der zahlreichen moeglichen Alternativen in Bezug auf
Abweichungen von der Nullhypothese (Konstanz der Regressions-
koeffizienten) war bei den'PoweriStudien eine Beschraenkung auf
einige wenige, aber relevante Faelle unerlaeflich. Die Fest-
legung der Alternativhypothesen erfolgte dabei wunter folgenden

Gesichtspunkten:

a) Fuer den gesamten Zeitbereich t = 1, e..., T wird nur
2 H

ein einziger Strukturbruch (structural shift) vorgegeben.

b) Der Zeitpunkt fuer das Auftreten dieses Strukturbruchs

wird variabel gehalten.

o >
¢) Unterschiedliche Intensitaet und eine gewisse Aufteilung

des Strukturbruchs auf verschiedene Parameter werden be-

ruecksichtigt.

Es folgt eine genaue Beschreibung der Modellspezifikationen

und dexr Alternativhypothesen.



- 12 —

Ausgangspunkt fuer die Monte Carlo Simulationen war wiederum

das Modell

Yo = & Jygq + DX+ CF Uy t =1, vo.os, To (1)

Bei den einzelnen Experimenten wurden verschiedene Stichproben-
umfaenge (T = 30, 60, 120) und verschiedene nominale Signifikanz-
niveaus (a = 1%, 52, 107) verwendet. GroeBere Stichprobenum—
faenge wurden nicht beruecksichtigt, da dies e;nen unverhaeltnis-

maefigen Aufwand an Rechenzeit bedeutet haette.

Der x-Regressor wurde zunaechst mit Xy = (-l)t festgesetzt.
Spaeter wurden fuer einige Experimente mit dem dynamischen CUSUM-
Test ¥(0,l)~Zufallszahlen erzeugt, die dann im weiteren Verlauf
der Untersuchungen konstant blieben.

Der Zeitpunkt T*'fuer den Strukturbruch konnte wie folgt variiert

werden:
T = d.T mit dzooa, Oos, 007,

d.h. der Strukturbruch erfolgte in der ersten Haelfte, der Mitte

L4 7
oder der zweiten Haelfte des Beobachtungszeitraums +t =1, ee..,T.

Vun zur eigentlichen Konstruktion des Strukturbruchs.
»
Fuer die Zeitpunkte t = 1, ¢..., T wurde die obige Modellgleichung

unveraendert uebernommen, d.h. es galt

*
Ve = @4 q * bXt + C + Uy fuer t =1, oo T

(Als StoergroeBen u, wurden wieder unabhaengige ¥(0,1)-Zufalls~-

zahlen verwendet. Die Parameter a, b, und ¢ wurden aehnlich wie



D
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in Abschnitt 1 variiert. Genauere Angaben dazu finden sich in
den Ueberschriften der nachfolgenden Tabellen.)

*
Ab dem Zeitpunkt T + 1 galt dann

b
Vi = aVg_q + (b +-—a sin ¥ ) Xy + (e +Tﬁ; cos¥) + u,

-

2
wobel 4 und b folgende Werte annehmen koennen:

o

v =0%, 36, 9
*
b = 4.8, 7.2, 9.6’ 1200 .

Bel gegebenen Werten fuer T, a, b und ¢ konnten somit durch
entsprechende Variation der Groefen 4, 5* und Y insgesamt 36
verschiedene Kombinationsmoeglichkeiten untersucht werden.
Dabei wurden jeweils 1000 Simulationen durchgefuehrt.

Aus Platzgruenden und aus Gruenden einer uebersichtlichen Dar-

stellung sind in den folgenden Tabellen ausschlieflich Simulations-

ergebnisse fuer ein nominales Signifikanzniveau a = SZ enthalten,
AuBerdem wurden nur bei den Tabellen 8 - 10 unterschiedliche
Stichprovenumfaenge beruecksichtigt (auf Anfrage koennen die
entsprechenden Ergebnisse fuer a = 17, y DZW., lO°/, und T = 30

bzw. 60 Vvom Autor bezogen werden).



- 14 -

Tabelle 8: Zmpirische Teststaerke fuer T = 320

(z, = (-1)% / 2= 0.5, » = 1.0, ¢ = 1.0)

Dynamischer
Dufour-Test CUSUM~Test
#* ¥ Y
a b 0 36 90 0 36 90
0.3 4.8 0.3 0.3 1.4 2.3 1.6 1.5
T2 0.1 0.1 2.0 3.3 3.1 1.8
9.6 0.0 0.1 2.8 2.4 3.7 1.4
12.0 0.0 0.0 4.8 2.0 3.5 2.7
0.5 4.8 0.3 0.3 0.6 2.1 1.4 1.6
1.2 0.3 0.2 1.4 2.8 2.2 0.7
9.6 0.1 0.0 3.4 3.1 1.4 0.2
12.0 0.2 0.0 5.5 2.0 1.5 0.2
C.7 4.8 0.7 0.7 1.1 2.5 1.6 1.7
T.2 0.3 0.4 0.8 2.3 1.1 1.2
9.6 0.4 0.4 1.5 1.8 0©¢.5 0.5
12.0 0.3 0.0 2.1 2.6 0.6 0.0

*) Angaben in Prozent
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Tabelle 9: EZmpirische Teststaerke fuer T = 60 %)
(x, = (-1)¥ / 2 =0.5, b=1.0, c = 1.0)
Dynamischer
Dufour~Test CUSUM-Test
* r ,YV
d b 0 36 90 0 36 90
0.3 4.8 0.7 0.8 2.2 6.3 5.2 3.4
7;2 0.6 1.1 2.7 10.4 9.3 2.7
9.6 0.1 0.5 4.2 11.1 11.8 2.6
12.0 C.1 0.6 6.0 9.6 12.8 3.2
0.5 4.8 0.9 2.0 1.9 6.3 4.4 2.6
7.2 0.4 0.5 2.2 9.2 6.3 1.6
9.6 0.3 0.2 4,1 11.5 9.7 1.5
12.0 0.1 0.4 6.5 9.3 11.7 1.2
0.7 4.8 1.0 1.0 2.5 37 3.2 245
7.2 0.4 0.9 3.1 5.7 2.4 1.9
9.6 0.5 0.1 2.9 7.2 4.7 1.3
12.0 0.3 0.1 4.1 6.7 3.1 1.2

*) Angaben in Prozent
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Tabelle 10: Empirische Teststaerke fuer T = 120 '*)

(xy = (-1)% / 2 = 0.5, b =1.0, ¢c = 1.0)

Dynamischer
Dufour-Tes?t CUSUM=-Test
v v

a b o 36 90 o 36 90
0.3 4.8 6.9 6.1 3.4 10.5 7.7 5.3
Te2 10.3 10.5 3.0 25.2 17.9 3.3
9.6 8.8 15.6 3.7 32.8 28.0 5.2
12.0 8.9 18.7 5.4 37.7 37.8 3.8
0.5 4.8 5.7 2.8 2.9 11.5 8.7 3.5
T2 3.1 4.6 4.1 19.5 13.4 2.4
9.6 3.7 5.8 4.8 30.1 22.4 3.5
12.0 1.9 6.3 4.2 33.5 32.6 1.4
0.7 4.8 2.1 2.4 4.1 6.2 4.8 3.1
7.2 2.0 1.8 3.1 8.2 6.6 2.6
9.6 1.0 1.3 4.3 11.5 9.6 2.3
12.0 0.3 1.2 4. 9.8 12.7 1.1

*) ingaben in Prozent
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Den voranstehenden Tabellen lassen sich unschwer folgende

Informationen entnehmen:

a)

b)

c)

a)

Fuer den Fally = 0° bzw. Y = 36. weisen die Zrgebnisse
fuer den dynamischen CUSUM-Test gegenueber dem Dufour-Test
eine ungleich groefere Teststaerke auf, Mit zunehmenden
Stichprobenumfang T zeigen sich z.T. betraechtliche Untér-
schiede.

y 4 7
Ist ¢ = 90., so laeft sich ein leichtes Uebergewicht des

Dufour-Tests: feststellen. Abgesehen davon, daf die Unter-
gschiede nicht dramatisch ausfallen, zeigt sich hier bed

beiden Testvarianten, daf die Teststaerke i.a. unterhalb

‘des vorgegebenen Signifikanzniveaus liegt.

1

(Wegen~?—- cos 90° = 0 tritt uebrigens der Strukturbruch
T

ausschlieflich beim Koeffizienten des x-Regressors auf).

Mit zunehmendem 6* sollte sinnvollerweise auch die Test-
staerke zunehmen, da der Strukturbruch dann umso deutlicher
ausfaellt. Abgesehen vom Fall ~ = 90" zeigt sich beim Dufour-
Test recht haeufig das'paradoxe' Resultat , daf sich die Test-

staerke dann mehr und mehr verringert.

Die Ergebnisse beider Testvarianten zeigen auferdem, dag sich
bei einem spaeten Auftreten des Strukturbruchs (4 = 0.7) die

-4
Chancen fuer seine ,Entdeckung wesentlich verschlechtern.



In der Folge wurden fuer den dynamischen CUSUM~Test noch einige
weitere Simulationsexperimente durchgefuehrt. Stellvertretend
jdafuer seien die Ergebnisse der umstehenden Tabelle genannt., Da-
bei wurden fuer den x-Regressor zunaechst N(0,1)=-Zufallszahlen
erzeugt, die dann bei saemtlichen Simulationen konstant blieben
(Somit galt Xy als nichtstochastische Variable). Die Parameter-

xonstellationen wurden wie folgt gewaehlt:

a=0.,5 b=1..0,c 1.0

bzw. a = 0.5, b = 2.0, ¢ 10.0

Der Stichprobenumfang wurde mit T = 120, das Signifikanzniveau
mit o = 57 festgesetzt. Das Konzept zur Konstruktion des Sirux-
turbruchs wurde von den frueheren Experimenten unveraendert ueber-
nommen. Die Anzahl der Simulationen pro Kombinationsmoeglichkeit

betrug wiederum jeweils 1000.
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Tabelle 11 : Empirische Teststaerke fuer den dynamischen CUSUM-

- 19 -

Test (X,: §(0,1) / T = 120, a = 0.5) *
b= 1.0, ¢ = 1.0 b = 2.0, ¢ = 10.0
y
3
d b 0 36 90 0 36 90
0.3 4.8 16.5 13.0 2.9 20,7 11.5 3.6
7.2 25,0 23.5 3.0 42.6 19.6 3.3
9,6 49.4 33.0 2.0 63,8 37.6 3.7
12.0 60.0 45.0 1.7 83.2 51.9 2.6
005-‘ 4'.8 1303 9nl 4'04' 1508 8.2 4‘03
7.2 24.2 16.2 3.5 28.9 17.6 2.1
9.6 37.4 27,3 2.2 55.0 28.6 3.1
12.0 504 36.0 2.4 70.8 45.4 2.0
O.7 408 6.9 6.2 2.8 702 505 309
7.2 13,2 9.8 3.0 12.0 8.2 2.9
9.6 19.7 1l4.1 4.4 20.4 1%.4 3.1
12.0 27.2 21.4 2.2 26.0 19.0 1.9

*) Angaben in Prozent




Die Ergeonisse zeigen aehnliche Regelmaefigkeiten wie bel den
frueheren Sxperimenten. So liegt im Falle A= 90" die Test-
staerke generell unterhalb des Signifikanzniveaus. Fuer ¥ = 0°
bzw. ¥ = 36' nimmt mit zunehmendem b* die Teststaerke ebvenfalls
zu. Allerdings verschlechtern sich die Ergeonisse sehr rasch beil
einem spaeteren Auftreten des Strukturbruchs.

Eine genauere Untersuchung dieses Phaenomens waere sicherlich

von grofem Interesse, da Strukturbrueche, die erst gegen Ende

des Beobachtungszeitraumes auftreten, die zukuenftige =ntwicklung

besonders nachhaltig beeinflussen koennen.
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Il. Eine Modifikation des CUSUM-Tegts.

l., Binfuehrung einer neuen Varianzschaetzung.

n . - .
It seems much more sensible to me, however, to estimate T by

the squére root of E (wj - W)z / (T=k-1). This does not affect
the theory behind the cusum test, but it is likely to make the
procedure more effective as the cusum will tend to be larger in

”»
absolute value under the alternative hypothesis.

Diese sicherlich interessante Bemerkung wurde von Harvey im
Diskussionsteil des Artikels von Brown, Durbin, Evans gemacht

(S. 179; dabei bedeutet W das arithmetische Mittel der rekursiven
Residuen und k die Anzahl der Regressoren. Siehe dazu =zuch die
entsprechénden Definitionen in Kapitel I, Abschnitt 1). Aller-
dings scheint Harvey’s Vorschlag seit Erscheinen des obigen

Artikels keine allzu grofe Beachtung gefunden zu haben.

Im Folgenden soll nun durch eine Reihe von Monte Carlo Ixperimenten

der Einflufg der modifizierten Varianzschaetzung auf den CUSUM-

Test genauer untersucht werden.

»
Um einen unmittelbaren Vergleich zwischen dem gewoehnlichen”
i L4
und dem modifizierten CUSUM-Test zu ermoeglichen, wurden bei
Jeder einzelnen Simulation die zufaellig erzeugten y-Werte beiden
r n

Testvarianten gleichzeitig unterworfen, d.h., fuer beide Tesgt-

varianten wurden jeweils derselbe Datensatz verwendet.
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(Auf Grund eines MiBverstaendnisses des Autors wurde fuer den

enner der neuen Varianzschaetzung T-X statt T-K-1 verwendet.

Dies dusrfte den aufschlufreichen Ergebnissen der beiden naechsten

Abschnitte aber keinen nennenswerten Abbruch tun. )

2. Vergleich der empirischen Signifikanzniveaus,

Zum Vergleich der>Signifikanzniveaus wurde das folgende {statische)

Modell herangezogen:

Yy = bxt +C+ uy t =1, eeeey Te

Als Stichprobenumfang wurde T = 10, 20, 30, 60; 120, 1000 ver-
wendet, der x-Regressor mit x, = (-1)t, die Parameter mit b = 1.0
und ¢ = 1.0 festgesetzt. Die Anzahl der Simulationen fuer jedes

T betrug 1000. Fuer die Stoergroefen wurden wieder N(0,1l)-Zu-
fallszahlen erzeugt. Auperdem wurden die ueblichen nominalen

Signifikanzniveaus verwendet (¢ =12 , 52 , 10 7).
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Tabelle 12: Empirische Signifikanzniveaus fuer verschiedene

Werte von T

Modifizierter
CUSUM~Test CUSUM-Test

@ (in Prozent) « (in Prozent)

T 1 5 10 1 5 10
10 0.0 0.0 1.3 2.1 5.5 ‘ 9.2
20 0.0 1.6 4,0 0.7 3.7 5.9
30 0.1 2.0 6.1 0.6 4.7 8.1
60 0.5 4.2 8.4 1.0 4.9 9.6
120 0.3 3.7 8.1 0.6 ;3.9 8.4
1000 1.4 5.8 11.0- 1.4 5.8 11.0

a o
Es faellt sofort auf, daf bei kleinen Stichprobenumfaengen,

wie sie insbesondere bei ocekonomischen Zeitreihen vorkommen,

die Anpassung des modifizierten CUSUM-Tests an die nominalen
Signifikanzniveaus z.T. erheblich besser ist als beim gewoehnlichen
CUSUM=Test. Dies duerfte nicht ohne Einflufl auf die Teststaerke
sein, wie die nachfolgenden !Power'—Studien noch zeigen werden.

Da die beiden Tests dasselbe asymptotische Verhalten besitzen,

ist es nicht ueberraschend, dap sich die Ergebnisse bei grofem T

nur noch wenig voneinander unterscheiden.
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%, Vergleich der empirischen Teststaerken.

Ein erster Vergleich der Teststaerken basierte wiederum auf
dem in Kapitel I, Abschnitt 2, eingefuehrten Konzept eines
einzigen Strukturbruchs. Folgende Stichprobenumfaenge wurden

verwendet:
T = 10, 20, 30, 60 und 120 .

insonsten galten dieselben Voraussetzungen wie im letzten Ab-
schmitt, d.h. xy = (-1)%, b = 1.0 wnd ¢ = 1.0. Tuer die Stoer-

groefen wurden wieder N(0,l)-Zufallszahlen erzeugt.

Auf den folgenden Seiten sind die Ergebnisse der Simulations-

experimente in uebersichtlicher Form zusammengestellt.
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Tabelle 13: Empirische Teststaerke fuer T = 10 *)
(z, = (1) / v = 1.0, ¢ = 1.0)
Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM-Test
Y A d
a BT 0 36 90 o 36 90
0.3 4,8 0.2 0.1 0.0 34.9 22.3 2.3
Te2 0.3 0.2 0.0 57.0 29.8 0.4
9.6 0.0 0.1 0.0 1.3 40.5 0.1
12.0 0.2 0.1 0.0 87.4 48.4 C.0
0.5 4.8 0.0 0.0 0.0 19.9 14.9 1.8
T2 0.0 0.0 Cc.0 32.7 17.7 0.2
9.6 0.0 0.0 0.0 42.6 20.3 0.2
12.0 0.0 0.0 0.0 50.6 18.5 0.0
0.7 4.8 0.0 0.0 0.0 9.9 6.8 2.1
7.2 0.0 0.0 0.0 11.0 6.9 1.1
9.6 0.0 0.0 0.0 8.9 5.2 0.2
12.0 0.0 0.0 0.0 10.6 3.4 0.0

) Angaben in Prozent
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Tabelle 14: Empirische Teststaerke fuer T = 20 %)
(xy = (-1)% / b = 1.0, ¢ = 1.0)
Modifizierter
CUSUM~-Test CUSUM-Test
¥y v
& o 0o 3 90 o 36 9
0.3 4.8 12.1 4.6 1.1 27.7 13.9 3.1
Te2 27.4 11.0 0.6 52.3 29.4 1.1
9.6 44,9 15.5 0.2 75.8 42.3 0.5
12.0 61.5 22.6 C.1 89.5 55.6 0.2
0.5 4.8 5.4 2.6 0.2 18.1 9.7 1.5
Te2 12.0 3.9 0.5 34,0 16.1 1.2
9.6 19.7 4.1 0.1 54.4 23.5 0.3
12.0 28.9 4.7 0.0 70.3 29.3 0.0
0.7 4.8 1.8 1.4 0.7 8.2 5T 2.2
7.2 1.9 1.0 0.2 .6 6.3 1.1
9.6 3.7 0.4 0.3 20.1 6.7 0.4
12.0 3.2 0.7 0.0 .21.8 6.8 0.0

*) Angaben in Prozent
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Tabelle 15: Empirische Teststaerke fuer T = 30 *)
(¢, = (-1)¥ / b = 1.0, ¢ = 1.0)
Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM~Test
hd kg
d b* 0 36 90 0 36 - 90
0.3 4.8 16.1 10.6 1.4 26.2 18.1 2.6
7.2 40.8 19.8 0.6 55.9 33.1 1.4
9.6 62.3 29.7 0.2 78.4 48.2 0.4
12.0 8l.1 48.0 0.0 92.2 67.5 0.1
0.5 - 4.8 10.1 5.6 1.2 17.2 12.3 2.5
7.2 22.0 9.4 0.6 35.7 19.5 1.2
9.6 38.5 17.5 0.2 60.3 32.5 0.8
12.0 55.4 25.0 0.0 76.4 44.6 0.1
0.7 4.8 3.2 3.1 1.0 6.7 6.6 2.8
Te2 4.2 3.0 0.6 10.9 6.7 1.5
9.6 9.4 3.6 0.2 21.2 11.6 0.5
lé.O 14.0 4.5 0.0 31.9 16.2 0.3

*) Angaben in Prozent




- 28 =

Tabelle 16: Empirische Teststaerke fuer T = 60 *)
(x, = (-1)* / o = 1.0, ¢ = 1.0)
Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM-~-Test
R d A d
a H* 0 36 90 0 36 90
0.3 4.8 21.7 12.6 2.6 25.9 16.0 3.3
T.2 47.4 31.4 1.5 54,1 36,7 1.8
9.6 73.1 47.2 1.0 78.7 55.8 1.2
12.0 92.1 65.6 0.8 94.3 T2.4 0.9
0.5 4.8 14.4 8.6 2.2 19.3 11i.4 3.1
T2 32.0 16.9 1.3 37.1 21.3 1.8
9.6 56.8 32.1 0.7 65.3 39.4 1.0
12.0 78.4 45.0 0.4 85.8 54.4 0.5
0.7 4.8 4.4 4.9 2.2 5.9 6.3 .1
T2 9.5 T.7 1.5 13.7 10.7 1.8
9.6 9.0 10.5 1.1 26,5 15.3 1.2
12.0 31.2 13.8 0.3 39.7 19.1 0.7

*) Angaben in Prozent
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Tabelle 17: Empirische Teststaerke fuer T = 120

- 29 -

*)

(z, = (-1)¥/ b = 1.0, ¢ = 1.0)

CUSUM~-Test

b 4

0 36 90

Modifigierter
CUSUM=-Test

I'Y
0 36 90

0.%

0.5

007

4.8
T.2
9.6
12.0

4.8

7.2.1

9.6
12.0

4.8
Te2
9.6
12.0

22.2 15.4 2.5
53.5 32.8 2.8
80.3 56.1 2.0
94,0 78.6 0.8

15.8 8.9 2.7
40.6 20.6 = 2.4
65.5 41.7 2.3
88.5 61.1 1.5

7.0 5.1 3.3
15.1 9.7 2.4
28.8 12.9 1.9
47.8 25.4 1.2

23.9 16.7 3.0
57.0 35.9 3.0
82.7 59.6 2.2
95.0 81.1 1.1

17.8 9.7 3.2
43.4 24,0 2.8
69.1 45.1 2.6
91.1 65.9 1.9

8.2 5.7 3.4
17.5 11.6 2.6
33,6 16,0 2.1
51.9 29.0 1.4

¥

Angaben in Prozen
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Die Ergebnisse zeigen eine generelle Ueberlegenheit des modi-
fizierten CUSUM-~-Tests, die insbesondere bei kleinen Stichproben-

umfaengen wie T = 10 bgzw, T = 20 besonders auffaellig ist.

Tuer eine Folge von weiteren Experimenten wurde eine neue Variante
eingefuehrt. Dabei treten nun waehrend des gesamten Beobachtungs-

zeitraumes genau zwei Strukturbrueche auf und zwar zu den Zeit-

punkten
*
T =0.3-T
und T;' = 0,7 « T

Des Modell wurde dann in seinem Zeitverlauf feolzendermaBen fest-

gesetzt:
Variante A
»
Ve = bxt +Cc + uy fuer t = l,...,Tl
L L3 '
— B - { 0 - * \ad
vy = (b +-TE alnﬁ')xt + {c +-—E cos~) + ug fuer t = Ty+ 1,...T;
o »

: b -
Vi = (b + 2-;5 s:.n"{')xt + (¢ + 2 ;E cosw) + u, fuer Ty+l,...,T.

Die Definitionen der einzelnen Parameter und Variablen wurden von
den letzten Experimenten unveraendert uebernommen und auch weiter-

hin beibehalten.
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Tabelle 18: Zmpirische Teststaerke fuer T = 10 *)

(Variante A)

CUSUM~Test

¥

Modifizierter
CUSUM=Test

4
o 36 90

4.8
7.2
9.6
12.0

58.0 30.3 0.5
79.7 41.6 0.0
95.1 50.4 0.0
98.4 57.0 0.0

Tabelle 19: Zmpirische Teststaerke fuer.T = 20 *)
(Variante A)
CUSUM-Test poalyteierter
¥ b
b* 0 36 30 0 36 90
4.8 22,8 6.5 0.1 56.4 26.7 1.0
Te2 49.4 13.6 0.0 84.5 48,7 - 0.1
9.6 - T8.4  18.7 0.0 97.4 65.0 0.0
12.0 92.0 22.9 0.0 99.9 T78.2 0.0

*)

Angaben in Prozent
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Tabelle 20: Empirische Teststaerke fuer T = 30 *3

(Variante A)

Modifizierter
CUSUM-Tes®t CUSUM-Test
v ¥

b* 0 36 90 0 36 90
4.8 37.3 16.1 0.4 55.6 30.2 0.8
Te2 75.0 36.0 0.1 90.1 60.3 0.1
9.6 94.8 57.8 0.0 98.4 80.7 0.1
12.0 99.3 T4.0 0.0 100.0 91.8 0.0

Tabelle 21: Empirische Teststaerke‘fuer T = 60 *)
(Variante A)
Modifizierter
CUSUM~Test CUSUM-Test
v ¥
*
b 0 36 90 0 36 90
4.8 48.6 27.1 1.6 56.6 34.1 2.5
Te2 88.6 57.1 0.4 93,0 66.8 0.8
9.6 98.6 85.0 0.0 99.5 89.7 0.1
12.0 100.0 96.5 0.0 100.0 98.5 0.0

*) Angaben in Prozent
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Tabelle 22: Empirische Teststaerke fuer T = 120 *)

(Variante A)

Modifizierter
CUSUM=Test CUSUM-Test
4 4
* -
b 0 36 90 0 36 90
4.8 55.1 3%2.5 . 2.6 57.9 36.9 3.2
7.2 1.2 T1l.7 1.9 93,0 75.0 2.0
9.6 99.8 92.6 0.8 99,8 94,1 0.8
12.0 100.0 99.6 0.1 100,00 99.7 0.1

*7 Angaben in Prozent

Wie schon zuvor zeigt die Teststaerke des modifizierten CUSUM-
Tests éin.deutliches Uebergewicht bei kleinen Stichproben.

AuBerdem sind weiterhin einige Regelmaefigkeiten zu beobachten,
auf die schon an anderer Stelle hingewiesen wurde, so z.B., eine

aeuferst geringe Teststaerke bei vy = 90°.

Fuer die naechsten Experimente wurde die Richtung des Sitruktur-
bruchs geaendert:

Variante B

— ~ . n
Yg = DXy + C + Uy fuer t = 1,...,T;
¥ o* ’

*
v, = (b +— siny)x, + (c +— cosy) + u, fuer %
¢ v o VI v

*
Tl+l,...,T2

B ¥ - ) * .
Vg = (b= —E‘- siny)x, + (c——T- cosy) + ug fuer t = Io+1,...,T,
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Tabelle 23: Empirische Teststaerke fuer T = 10 *3
(Variante B)
Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM-Test
v v
*
b 0 36 90 0 36 90
4.8 0.0 0.0 c.0 0.0 0.3 0.6
T.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
9.6 0.0 0.0 0.0 0.0 .0 0.0
12.0 0.0 0.0 0.0 C.0 0.0 0.0

Tabelle 24

‘Empirische Teststaérke fuer T = 20 *)

(Variante B)

Modifizierter
CUSUM~-Test CUSUM-Test
o'% i 4
+*

ko) 0 36 90 0 36 90
4,8 0.3 0.4 0.3 0.7 1.0 0.6
7.2 0.3 c.1l 0.0 0.4 0.3 0.1
9,6 0.1 0.0 0.0 0.1 0.1 0.0
12.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

*7 Angaben in Prozent
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Tabelle 25: Empirische Teststaerke fuer T = 30 *7

(Variante B)

. Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM=-Test
v 0 4
*
b 0 26 90 ] 36 Q0
4.8 3.5 2.8 0.3 4,3 3.5 1.2
T2 3.8 1.8 0.0 4,2 2.0 0.0
9.6 3ok 0.7 0.0 3.5 0.8 0.0
12.0 2.2 0.4 0.0 2,2 0.4 0.0

Tabelle 26: Empirische Teststaerke fuer T = 60 *)

(Variante B)

Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM~Test
¥ ¥
¥
b 0 36 90 0 36 90
4,8 9.3 7.2 1.3 10.0 7.8 1.6
7.2 13.8 8.1 0.2 14.1 8.5 0.2
9.6 16,3 8.2 C.1 20.2 8.5 0.1
1290 25-4- 702 O‘O 25.8 702 O'l
®) Angaben in Prozent
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Tabelle 27: Empirische Teststaerke fuer T = 120 *)

(Variante 3B)

Modifigierter
CUSUM=-Test CUSUM~Test
0 d hd

%

b 0 36 30 0 26 S0

4.8 13.6 9.3 2.1 14.0 9.9 2.5

7.2 28.3 15.9 1.3 29,0 16.7 1.4

9.6 42,2 22.2 0.8 43.5 22.7 0.9 |
12.0 55.6 30.6 0.2 57.8 31.3 0.3

*) Angaben in Prozent

Die Resultate fuer die Variante B zeigen, daf beide Tests nur
sehr unzureichend auf die 'entgegengesetzt verlaufenden’ Struk-
turbrueche reagieren. Entscheidend aber bleibt weiterhin, daf
der gewoehnliche CUSUM-Test gegenueber dem modifizierten Test

(l1eicht) abfaellt.

Abschliefend soll noch eine dritte Variante untersucht werden,

I 4
bei der die Regressionskoeffizienten einen Random walk” bilden:

Variante C

Vi = bxt + C + Uy fuer © 1,2

3, e e s 9 T

V¢ = btxt + Cp o+ Uy fuer t
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o)
= bt-l +-¥E sinvy €y
b*
= c + w— cOSY S
t=-1 VT t
= 02 =D bzw. Cy =¢Cy =cC ist.

Tabelle 28: Empirische Teststaerke fuer T = 10 *)
(Variante C)
Modifizierter
CUSUM~Test CUSUM-Test
b R4

b 0o 3% 90 o 3% 90
4.8 0.2 0.0 0.0 40.4 17.7 0.4
7.2 0.2 0.0 0.0 44.1 18,9 0.0
9.6 0.0 0.0 0.0 46.1 19.3 0.0
12.0 0.6 0.0 0.0 45.8 18.6 0.1

*7 Angaben in Prozent




Tabelle 29: zmpirische Teststaerke fuer T = 20 *)

(Variante C)

Modifizierter
CUSUM~-Test CUSUM-Test
4 v

*

b 0 26 a0 0 36 390
4,8 ‘ 40.9 16.5 0.1 5%3.5 35.8 0.2
7.2 47,2 18.3 0.0 0.1 39.9 0.0
9.6 49,8 20.5 0.0 2.1 42.3 0.0
12.0 49.7 24.7 0.0 63.4 47.5 0.0

Tabelle 30: Empirische Teststaerke fuer T = 30 *}

(Variante C)

Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM-~Test
b4 v

¥*

b ] 36 S0 0 36 90
4.8 56.5 38.3 0.0 62.1 48.3 0.2
7.2 64.3 47.1 0.0 70.2 55.4 0.0
9.6 64,1 49.4 0.0 70.3 58.6 0.0
12.0 £68.2 49.8 0.0 T73.7 5845 0.0

¥) Angaben in Prozent
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Empirische Teststaerke fuer T = 60 *

(Variante C)

Modifizierter
CUSUM-Test CUSUM-Test
¥ v

e

b 0 36 90 0 36 90
4.8 80.9 67.6 0.0 8%.4 T70.4 0.0
Te2 85.5 T4.3 0.0 88.0 T7.1 0.0
9.6 88.56 T3.9 0.0 90.1 T76.7 0.0
12.0 88.1 7T6.4 c.0 89.3 78,9 0.0

Tapelle: 32

Empirische Teststaerke fuer T = 120 *)

(Variante C)

Modifizierter
CUSUM~Test CUSUM~-Test
v ¥
*
b 0 36 90 0 36 90
4‘.8 94‘.7 87.5 002 95.1 8804’ 002
7.2 97.0 91.7 0.1 97.3 92.2 0.1
9.6 97.3 92.6 0.0 97.4 93.1 0.0
12.0 9706 9105 0.0 9709 9203 0.0

*) Angaben in Prozent
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Die Ergebtnisse dieses Kapitels legen den Schluf nahe, daf der
durch Zinfuehrung einer neuen Varianzschaetzung modifizierte
CUSUM-Test dem herkoemmlichen CUSUM-Test zumindest ebenbuertig
ist. Auf Grund der z.T. eklatanten Unterschiede bei kleinen
Stichproven, die gerade fuer die oekonomischen Anwendungen be-

sonders typisch sind, sollte der modifizierte Test bevorzugt

werden.
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