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1. EINLEITUNG

Trend ist ein nahezu universelles Phinomen Skonomischer
Zeitreihendaten. Versuche, ihn zu modellieren, zu schitzen und
zu entfernen beschéftigen Okonometriker und Statistiker seit den
Anfingen ihrer Wissenschaft (in der Okonometrie etwa FRISCH und
WAUGH, 1933; TINTNER, 1940; 1960, XKap. 7; ANDERSON, 1971, Kap. 2;
oder als Beispiele jiingerer Beitrige, CHAN et al., 1977, und
NERLOVE et al., 1979, Kap. 12. Eine niitzliche historische {iber-
sicht findet man in NERLOVE et al., 1979, Kap. 1).

Nur wenige Skonomische Variable wie etwa Zinssitze oder Arbeits-
losenraten weisen eine sachlogisch vorgegebene Obergrenze auf
(und sogar hier verschwindet durch Logarithmieren jede natiirliche
Greﬁze, wenn auch nach unten). Man beobachtet im Gegenteil oft
ein mehr oder weniger reéelmﬁBiges Wachstum der ersten oder zweiten
Stichprobenmomente im Zeitablauf. In der empirischen Okonometrie
wird das seit langem anerkannt, sei es durch Differenzenbildung zur
Vermeidung von durch Trend induzierten Nonsenskorrelationen, sei es
durch explizite Berlicksichtigung einer Zeitvariablen, dem Prototyp
eines linearen Trends, in makrodkonometrischen Modellen, oder durch
Modellierung Skonomischer Zusammenhinge in Wachstumsraten statt in
Originalvariablen. Von einer MiBachtung des Phinomens "Trend" in
der Okonometrie kann also keine Rede sein.

In seltsamem Gegensatz dazu steht die (implizite) Verleugnung
von Trend, sobald nicht mehr die Zeitreihe selbst, sondern Parameter-
schdtzungen eines Gkonometrischen Modells und deren asymptotische

Eigenschaften im Zentrum des Interesses stehen. Die dann nétigen



Annahmen zum Grenzverhalten der exogenen Modellvariablen schlieBen
die Existenz von Trend fast regelmiBig aus.

Die wichtigste dieser Standardannahmen, die bis auf wenige
spiter zu besprechende Ausnahmen der gesamten Skonometrischen GroBe-
Stichproben-Asymptotik zugrundeliegt, fordert die Konvergenz oder
sumindest Beschrinktheit der Kreuzproduktmatrix der exogenen Modell-
variablen, nach Normierung mit dem Stichprobenumfang. Diese
Annahme ist so sehr Allgemeingut geworden, daB sie vielfach bei
asymptotischen Aussagen nicht mehr explizit als Voraussetzung er—
scheint.

Die Existenz von Trend (im weiter unter prdzisierten Sinn)
impliziert jedoch, daB die zweiten empirischen Momente einer Vari-
ablen nicht beschrinkt bleiben kOnnen.

Dieser offensichtliche Widerspruch zwischen der Akzeptierung
von Trend in den Modellvariablen auf der einen und den Standard-
annahmen zum Grenzverhalten der Regressoren auf der anderen Seite
148t sich auflBsen, indem man etwa asymptotische Aussagen als Grenz-—
eigenschaften in einem (hypothetischen) Zufallsexperiment interpre-
tiert, bei dem die aktuelle Stichprobe der exogenen Modellvariablen
sukzessive wiederholt wird. In diesem Fall ist die Grenzmatrix der
zweiten Stichprobenmomente identisch mit der aktuellen Momentenmatrix
und damit trivialerweise beschrédnkt.

Alternativ dazu kann man aber auch nach den Konsequenzen fragen,
wenn nicht Niveaugrdfen (levels), sondern Differenzen oder Wachs-
tumsraten das aktuell beobachtete Muster weiterfijhren. Dann ist
die Koexistenz von Trend und herkdmmlichen Standardannahmen ausge-=

schlossen, und es erscheint durchaus sinnvoll, den asymptotischen



Eigenschaften von Test—- und Schitzverfahren auch in diesen Situa-
tionen nachzugehen.

Dazu will die vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten.
Ausgehend von der Existenz von Trend werden die daraus folgenden
statistischen Konsequenzen fiir einige ausgewihlte Modelle und
Schitzverfahren untersucht.

Der Plan der Arbeit ist dabei wie folgt:

Im folgenden Kapitel 2 werden friihere Ansitze zur Beriicksichti-
gung von Trend vorgestellt und einige in den weiteren Kapiteln be-
nétigte Hilfsresultate abgeleitet. Kapitel 3 untersucht das bi-
variate Standardregressionsmodell, mit (potentiell) autokorrelierten
StorgroBen. Hier wird gepriift, inwieweit Standardresultate zur
asymptotischen Effizienz der Gewdhnlichen Kleinst-Quadrate Methode
(im weiteren OLS fiir "Ordinary Least Squares") relativ zur Verall-
gemeinerten Kleinst-Quadrate Methode (im weiteren GLS fiir "Genera-
lized Least Squares") und zum Erste-Differenzen Schitzer (im weiteren
FD fiir "First Differences') auch bei Trend in der unabhingigen Va-
riablen erhalten bleiben. Kapitel 4 untersucht die analoge Frage im
Fehler-in~den-Variablen Modell, mit GLS und der Korregierten Kleinst-
Quadrate Schitzung (im weiteren CLS fiir "Corrected Least Squares™)
als VergleichsmafBstab, und Kapitel 5 verfolgt die Komsequenzen von
Trend fir die relative Effizienz von OLS und k-Klasse Schitzungen
in Simultanen Gleichungen. Kapitel 6 faBt die Ergebnisse zusammen.

In einem Anhang schlieBlich werden zwei fiir den Hauptteil zu um-
fangreiche Nebenbetrachtungen angestellt. Einmal wird an Hand kon-
kreter Skonomischer Zeitreihendaten aus Osterreich geﬁrﬁft, inwieweit

die in dieser Arbeit getroffenen Annahmen zum Zeitverlauf trendbe-



hafteter Variablen mit der Realitdt kompatibel sind, und zum
anderen das Grenzverhalten von GLS und FD bei wachsender Stdr-
groBenkorrelation diskutiert. Dies erscheint im vorliegenden
Kontext deswegen interessant, weil wachsende StSrgrdBenkorrelation
die bei Trend asymptotisch verschwindende relative Effizienz von
FD unter Umstinden konterkarieren kanm.

Die Hauptkapitel 3 bis 5 folgen dabei einem einheitlichen
Gliederungsschema: (i) Vorstellung von Modell und Schitzverfahren,
(ii) analytische Ableitung asymptotischer Eigenschaften,

(iii) Uberpriifung der Relevanz der Aussagen aus (ii) fir kleine
Stichproben mit Hilfe einiger Monte Carlo Experimente, und

(iv) Diskussion der relevanten Literatur und mdglicher Verallge-
meinerungen. Auch ohne Anspruch auf enzyklopddische Behandlung

des Themés s%gg dabei die betrachteten Modelle hinreichend hetero-
gen, daB eine bei den jeweiligen G;undlagen beginnende Darstellung

der Problematik wenig sinnvoll erscheint und daher auch nicht an-—

gestrebt wurde.

Neben der Diskussion von Trend hilt eine Betonung der relativen
Qualitdten von OLS als susitzlicher roter Faden diese Abhandlung zu-
sammen. Es zeigt sich dabei insbesondere, daB bei Trend in den exo-
genen Variablen einige der aus der Standardanalys bekannten asympto-
tischen Defekte von OLS (etwa Inkonsistenz bei Fehlern in den Vari-
ablen oder Simultanen Gleichungen) unter Umstinden verschwinden, und
daR auch die asymptotische Verteilung mit derjenigen anderer Verfahren
identisch ist. In diesem Sinn kann man den vorliegenden Beitrag daher
in Fortfihrung eine? fritheren Arbeit (KRAMER, 1980a) als Versuch einer

Rehabilitation der GewShnlichen Kleinst-Quadrate Methode verstehen.
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Verschiedene Teilergebnisse dieser Untersuchung wurden auf
den Jahrestagungen 1981 und 1983 der Econometric Society in Amster-
dam und Pisa, sowie der Jahrestagung 1982 der Deutschen Statisti-~
schen Gesellschaft in Miinchen und dem Econoﬁetric Society Winter
Symposium 1983 in Blanmont/Belgien vorgetragen. Den Diskussions—
teilnehmern dieser Veranstaltungen verdanke ich eine Reihe niitz-
licher Hinweise und Verbesserungsvorschlige. Gleiches gilt fiir
die anonymen Gutachter des Allgemeinen Statistischen Archivs sowie
von Metrika, Econometrica, Economics Letters und Methods of Opera-
tions Research, in denen mehr oder weniger vorliufige Resultate
aus der vorliegenden Arbeit bereits erschienen sind oder demnichst
erscheinen werden, und fiir die Teilnehmer am Okoncmetrischen
Forschungsseminar am Institut fiir Héhere Studien, insbesondere
Manfred Deis%ler, Immanuel Bomze, Benno P5tscher und Robert Kuast.
Wertvolle Ratschlige gaben auch Adrian Pagan, Roberto Mariano,
Asatoshi Maeshiro, Roch Roy, Hans SchneeweiB, Arie van der Genugten
und John Chipman. Klaus Plasser und Harald Sonnberger sowie die
anderen Mitarbeiter der EDV-Gruppe am Institut fiir HShere Studien
schlieB8lich haben mir stets hilfsbereit und mit groRer Geduld bei
den Monte Carlo Experimenten geholfen.

Hiermit danke ich nochmals ich nochmals allen, die zu dieser
Arbeit beigetragen haben, fir ihr Interesse und ihre Mitarbeit. Ver-

bleibende Fehler und Unklarheiten sind allein dem Autor anzulasten.
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2. VORBEMERKUNGEN

a) einige technische Lemmata

Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist das Standard-

Regressionsmodell
y. =x_B + a, o, t=1,2,... (2.1)
oder in Matrixschreibweise (fir einen Stichprobenumfang T)
y=XB+u. (2.2)

Dabei steht y = (y1,...,yT)' fiir den Tx!1 Beobachtungsvektor der ab-
hingigen (endogenen, zu erklirenden) Variablen, und B8 = (81""’BK)'
fir den unbekannten, zu schitzenden Kx1 Vektor der Regressionskoeffi-

)

zienten. X = ( ist die Beobachtungsmatrix der

Ltk

unabhidngigen (exogenen, erklirenden) Variablen (Regressoren), und

t=1,...,T;k=1,...,K

u = (u1,...,u1)' ein Tx!1 Vektor unbekannter stochastischer St&rgrsfen.

Die Resultate dieses Kapitels basietren auf den folgendén Annahmen

zZu {xt} und {ut} :

(1) {xt} und {ut} (t=1,2,...) sind auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,A,P) definiert (dies schlieBt die im weiteren
hauptsdchlich verwendeten nichtstochastischen Regressoren als Spezial-

fall ein).
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(ii) es gibt ein T, ¢ N mit Pr(Rang(X)=K) = 1 fir T=T0 (und

0
damit fir alle T > TO). Die maximale derartige Indexmenge wird im

weiteren T genannt.

(iii) X, und u sind unabhidngig fiir alle t,s ¢ IN . Insbesondere
sind damit verzﬁgerté erdogene Variable unter den Regressoren aus-
geschlossen.

(iv) die u, (£=1,2,...) sind unabhidngig und identisch verteilt,
mit E(ut) = 0 und E(ui) = g2,

~

Fir T €T ist die OwuS-Schitzung B fiir 8 dawit gegeben durch

8= (xn!

X'y . (2.3)
Die Abhdngigkeit von T bel é (und ebenso y, X und u) wird dabei im
weiteren nicht explizit kenntlich gemacht, steht aber im Mittelpunkt
des Interesses. Analog symbolisieren " —3 " , " By oynd " —29"
immer gewShnliche, stochastische und Verteilungskonvergenz bei T + « ,
falls nicht ausdriicklich anders gesagt.

Es sei zunidchst das Grenzverhalten von é fiir den Fall nicht-
stochastischer Regressoren untersucht. Insbesondere werden in den
weiteren Kapiteln Resultate zur asymptotischen Verteilung (bei T+« )

von B bendtigt. Die Standard~Textbuchanalyse dazu geschieht gewShnlich

unter der Annahme
lim % = Q (regulir) (2.4)

(siehe etwa THEIL (1971, S. 362, Satz 8.1), JOHNSTON (1972, S. 274)
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oder DHRYMES (1970, S. 146)) und liefert unmittelbar

2@ -8 —2 5 N 0,02 . (2.5)

Fiir die vorliegende Untersuchung ist (2.4) aber zu restriktiv.

Insbesondere werden dadurch die im Zentrum der weiteren Uberlegungen

stehenden trendbehafteten exogenen Variablen ausgeschlossen. Man

betrachte etwa den Fall K=2 , Xy = 1, X 5

Prototyp einer Regressormatrix mit Trend. Hier gilt

=t (t=1,2,...) als

T T(T+1)/2
X'x = . (2.6)
T(T+1)/2 T(T+1)(2T+1)/6

1

d.h. T 'X'X konvergiert nicht. Allgemein gilt f{ir einen polynomi-

2p+1
LA

alen Trend p'ter Ordnung th Xy = o(T , d.h. (2.4) ist

17t

notwendig verletzt.

KRAMER (1984a) diskutiert die asymptotische Verteilung von OLS

unter den allgemeineren Annahmen

2 T _2 e
.max1§t§T Xy / Zt=1 Xl — 0 (k=1,...,K) (2.7)
und
DT—1X'X DT'1 —> Q* (regulir) (2.8)
mit
T 2 .1/2
(TeiXey)
D, = 0
T
0 z,T %2 )12
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= diag ( Hx.1\l,..., X.K\l) R (2.9)

|

die euklidische Norm und X, als i'tem Spaltenvektor von X .
GRENANDER (1954), ROSENBLATT (1956) und GRENANDER und ROSENBLATT

(1957) diskutieren verwandte Fragen unter den Annahmen (2.8) ,
—_> © (k=1, ..., K) (2.10)

und

T+n 2
Temt %o 7 e

N 3

2 =
1 ek — 1 (nelN ,k=1,...,K) . (2.11)

SCHNEEWEISS (1976) operiert unter Annahmen, die im vorliegenden

Kontext wie folgt formulierbar sind:

1 1

T lham  Txxmm T — Q@ (regulir) (2.12)

mit H(T) = diag(h1(T),...,hK(T)) ,

].im,r_w° hk(T) = 1 oder @ (k=1,...,K) (2.13)
und

hk(T+1)/hk(T) — 1 (k=1,...,K) . (2.14)
EICKER (1963, 1967) und HUBER (1973) schlieBlich fordern nur, daB

max Y — 0 (2.13)

1SLsT tt

mit v, aus (v) = x(x'n  'x
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Im weiteren seien (2.7) und (2.8) durch (K) , (2.8), (2.10)
und (2.11) durch (GR), (2.12), (2.13) und (2.14) durch (SCH) und
(2.15) durch (E) symbolisiert, mit folgenden Zusammenhingen zwischen

diesen Bedingungskomplexen:

SATZ (2.1): (K) und (GR) sind iquivalent, schwicher als (SCH)
und stdrker als (E), und alle Bedingungskomplexe sind schwicher

(weniger restriktiv) als (2.4).

BEWEIS:
(1) (2.4) = (scH)

Dies folgt unmittelbar mit hk(T) =1 (k=1,...,K;t=1,2,...). Da ferner

X aus (2.6) (SCH) erfiillt (mit h1(T) 1, hZ(T) = T und
1 1/2
1/2 1/3

nicht aber (2.4), ist (2.4) echt restriktiver als (SCH)

(ii) (scH) => (GR)

Wegen (2.12) gilt zunichst

Lox3 = e, O<e <o, sl K . (2.16)

-1 =2
T hi(T) L 1 el

t

Wegen (2.13) gilt weiter T-1I1i(’r)-2 —> ©, damit wegen (2.16)
th1 Xii —> ®© , Aus (2.16) folgt fernmer, daB
-1 -2 T+1 -1 -2 T 2
(T+1) h (T+1) © Iy xi0 /T B (D 7L, oxl, —> 1,

damit wegen (2.14) aber auch

T+1 2 T 2
Zt=1 Xti / Zt=1 X0, — 1,
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damit wiederum (2.11). SchlieBlich gilt

p 'xxp. = /2% '1H(T){T'1H(T)"X'XH(T)'1}H(T)D —1p1/2
T T T T
mit T1/2DT-1H(T) —3 C = diag(c;1/2,...,c;1/2) (reguldr) , d.h.

1 5 coc  (regulir)

Da@ (SCH) echt restriktiver ist als (GR) , zeigt das Beispiel

K=1 , x, = t-”2 . Wegen th1 xi = 0(1n(T)) ist (GR) erfiillt, aber

1

T 'g'x —> 0 . Fiir jede Folge H(T) (T=1,2,...) mit

-~ ~

! —> Q (reguldr, d.h. hier 0<Q<w)

1

e x5

gilt damit H(T) — 0 , d.h. (2.13) und damit (SCH) sind verletzt.

(iii) (GR) => (K):
Da (2.8) beiden Bedingungskomplexen gemeinsam ist, bleibt zu zeigen,

dag (2.7) aus (2.10) und (2.11) folgt. Wegen (2.11) gilt aber

T T-1 2 _ 2 oI-1_2
Looy ¥ei [ Te=t Fed IR S
d.h. x2. / ZT—1 %2, —» 0 , damit auch
Ti t=1 “ti ?
2.7t T %2 s 0 . (2.17)
Ti t=1 "t1

Sei t*(T) der Index, fir den Xii (1<t<T) das Maximum annimmt.

1. Fall: {t*(T)| T=1,2,...} ist endlich.

Dann gibt es ein M € R mit 0 <M < = und xzi < M fiir alle t € N , d.h.

M/ L T Xii —>5 0 (wegen (2.10).

1 Tti t=1

»
[I7AN
[
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2. Fall: {t*(T)| T=1,2,...} 4ist unbeschrinkt.
Dann gilt

x2./% T 2 g2 / T 2 o .2 t*(T) 2

BAXy ceer¥ei/ Pe=1Fei T Fer(m), i/ Ce=1%ei = Fpx,i/%c=1 Fei o

wobei die letzte Folge als unendliche Teilfolge von (2.17) ebenfalls

gegen 0 streben muf.

(iv) (K) = (GR):

(2.10) folgt unmittelbar aus (2.7) . Eine weitere Komsequenz von (2.7)

ist (2.17), damit auch

T+1 2 2 _ T 2 2
R T R S S (2.18)
dh. x2 .. /T  x2.—3 0 und
o T+1,1 t=1 “ti
T+1 5 T 2 _ 2 T 2
Lot %o/ Zemq B Pt Xy RN LI
woraus auch (2.11) sofort folgt.
(K) = (E):
Mit x, = (Xt1""’xtK) gilt
y.. = x. X'V 'x.' = x b ! (D &' "oy Nk
tt t t t T T T T “t

Wegen (2.8) bleibt die Matrix in geschweiften Klammern beschrinkt,

-1 .
und aus (2.8) folgt max1§t§TXt'DT —> 0 und damit (2.15)

Auf der anderen Seite ist (K) echt restriktiver als (E) , wie

das folgende Gegenbeispiel zeigt: K = 2 , Xeq = 1 (t=1,2,...),
x12 = -1, x22 = x32 = x42 = 1 und
n

= (-, £ >4, 4437 << 4-3(‘”'), nelN

)
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Hier gilt

T g(T)
X'x = (2.19)
g(T) T,

mit =T/2 $ g(T) $ T/2 und

g(T) = -T/2 flir T = 43"  (n ungerade)
g(T) = T/2 fir T = 4+3%  (n gerade) ,
-1 -1 1 g(D/T
d.h. DT X'X DT = konvergiert nicht.
g(M/T 1

Auf der anderen Seite folgt aus (2.19) sofort (X'X)_'1 —> 0,

damit wegen der Beschridnktheit der X g (teN, i=1,2 ) aber auch

(2.15). q.e.d.

Im weiteren wird Trend in der i'ten exogenen Variablen

formell definiert durch
XS, —» @, (2.20)

eine durch die Standardannahme (2.4) ausgeschlossene, in den An-—
nahmekomplexen (SCH), (X), (GR) und (E) aber zugelassene Situation.
GRENANDER und ROSENBLATT (1957, S. 245-254) und EICKER (1967, S.
64-65) geben dazu weitere Beispiele an.

Auch unter der am wenigsten restriktiven Annahme (2.15)
bleiben gewisse Skonomisch interessante Variablenverlidufe welter—
hin ausgeschlossen, etwa solche mit exponentiellem Trend. Wie das

. . t . .
Beispiel K=1, xt=2 zeigt, mit
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2 T 2
15£ST ¢ t=

1 % — 4 >0,

ist hier (2.7) und damit wegen Satz (2.1) auch (2.15) verletzt.
Bei stochastischen Regressoren, wie weiter unten in Abschnitt

3b), wird (2.20) ersetzt durch

T z x°. -———fe ® (2.21)

und an die Stelle von (2.15) tritt

max, ¢ oo ytt-—ll-a 0 . (2.22)

In den weiteren Kapiteln werden an mehréren Stellen Grenzver-
teilungen von OLS-Schitzungen bei trendbehafteten exogenen Variablen
bendtigt. Dabei wird die asymptotische Normalitit von OLS unter
(2.15) (und damit auch unter (SCH), (K) und (GR)) durch EICKER (1967,
S. 61, Satz 3.1) oder HUBER (1973, S. 803, Proposition 2.2) garan-
tiert. Ein analoges Resultat auf der Basis vom (2.22) existiert je-
doch noch nicht und wird daher als nichstes gezeigt, ausgehend von

folgendem Hilfsresultat:

LEMMA (2.2) (GANSSLER, STROBEL und STUTE, 1978, S. 207; siehe

auch HALL und HEYDE, 1980, Abschnitt 3.2): Sei {S, | 0stsT; T=T,,

TO+1,...} eine Dreiecksfolge quadratisch integrierbarer, reeller,

auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) definierter

. . T _ ,
Zufallsvariablen, mit STt = Zi=0 ZTi . ZTO = 0 , und sei

{FTtI 0stsT, T=TO,TO+1,...} eine Dreiecksfolge von Unter—o-Algebren

e .
von A so daB S FT -meBbar ist, F__ monoton aufsteigt in t fiir

Tt
alle T , und E(STtIF

L Tt

T,t—1) = ST,t-1 . Dann gilt
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S —29 N(0,0%)

T (2.23)
falls
T 2 D 2 '
Loy BZpl Fpoeop) = 7 und (2.24)
t T E(z2.1(z% 20)|F ) B> 0
t=1 Tt T T,t-1 (2.25)

fiir alle € > 0 , wobei I( ) die Indikatorfunktion des Ereignisses

in Klammern bezeichnet.

7um Beweis siehe die Originalliteratur. Lemma (2.2) liefert mit

einigen Zusatziiberlegungen das gewlinschte Resultat.

SATZ (2.3): Mit Bedingung (2.22) und unter den Voraussetzungen

dieses Unterkapitels gilt

1727 D ’

(X'8) (6 - B) —— N (0,0%1). (2.26)

BEWEIS: Sei a = (a .,aK)' ein Kx1 Vektor nichtstochastischer

R

Konstanten mit Zai = 1. Dann reicht es zum Beweis von (2.26) zu

zeigen, daf

1/2,5 D
ax023 -8 —25 N (0,00 . (2.27)
Fir T2 T,und 1 St T sei W, = atx) V2% 2 =W u
= o =t Tt e 0 fte T e

_ - et . .
WTO = ZTO 0 , und STt Zi=0 Zti . Dann ist STt quadratisch
. . . (g 1/2,75 _ _
integrierbar, mit S, = a (X' TR =B . Frg = Wpgs e e Wpp”

sei die von WTO""’WTT erzeugte Unter-0-Algebra von A, und analog

eien U = < .. > und F. = < > definiert. Damit gilt
s £ ¢ Yy Tt TO’ t iniert g

1"

FT,t—1 ¢ Fp. » u, ist unabhingig von FT,t—1 und S, ist meBbar be-

ziiglich FTt . Aus einigen wohlbekannten Standardresultaten zu bedingten
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Erwartungen (siehe etwa LAHA und ROHATGI, 1979, Satz 6.1.5 und 6.1.6)

folgt weiter

ESpelFr eay) = Sp e * ECp[Fp ()
= Iyt -1/2 1
= Sp oy *a'X'D) x, 'E(u |F, e=q)
= Ste-1
d.h. {STt} besitzt die in Lemma (2.2) geforderten Eigenschaften einer
Martingal-Dreiecksfolge beziiglich {FTt} .
Analog weist man (2.24) nach:
T 2 s e T e =12 o g =1/2 2
Loy ECG2p |FT eap) = Loy @D 'x (X'0) %2 E(u er eet)
= 0’2 s
- ' 2 = 2 = 2 T 1 1/2 T 1 -1/2
da E(u ] T, e- P T E@) =c?und I__.a"(X'®) x, 'z (X'X)
Zum Beweis von (2.25). betrachté man
€>0 T Bz 1(z2 > o) |F
i e=1 “ 7Tt Tt T,t= T
= £l WA EGu? TWE2 > ©|F, )
t=1 Tt T,t-1
< ¢t E(u I(u?® > e/max )[F )
T Te=t Tt t 1SEST'Te T,t-1
= I T w2 E(u? I(u? >e/max W ) | Frry)
T Te=t Tt t t 15eST "Te” ' TO
Die letzte Zeile, in der F durch F_, ersetzt wird, folgt aus
T,t-1 T0
F

T,t-1

2 2
u
t I(ut

=<FTO’ut—1> und der Tatsache, daB sowohl FTO als auch
> €/max W}.) von U__, unabhingig sind (LAHA und ROHATGI,

= 1.
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1979, Satz 6.1.7) . Wegen FTO:=<WTO"' > ist aber

"WTT
2 2 2 . . ' . _

E(ut I(ut > g/ max, o op WTt)\FTO) eine Funktion der th s, die auBer

dem wegen der iid-Eigemschaft der ut's fir alle t=1,...,T den gleichen

Wert annimmt. Daher kann sie vor das Summenzeichen gezogen werden.

Wegen Zt£1 W%t = 1 folgt daraus aber fiir beliebiges t' (1 £ t' £ T)

E(Z2

T 2 ) |
oy B3, TZp >0 Fp oy

, £=1

2 2 2 |
SE (ug, Ilug, E/max1stsrwrt*Fro)'
Aber

- 2 =
p{ E(ul, T(ul, > e/max g o W3 Fpg) =0

z 2l ué' I(ué' > €/maxt,<.ts'r W’i‘t) =01
z P{ I(ué,_ > e/max . cn W%t) = 0}
__p_._) 1

Dabei folgt die letzte Zeile aus W%t < v_._ und damit (wegen (2.15))

tt

2
e/ max, . op WTt —L2 5 =, q.e.d.

(2.26) weicht von der iiblichen Formulierung von Grenzverteilungs-—

1/2

aussagen insofern ab, als die Matrix (X'X) (die fiir T € T immer

existiert) und nicht eine Folge g(T) von skalaren Konstanten zur

Standardisierung von (B - B) herangezogen wird. Wenn eine derartige

Folge {g(T)}TEJN existiert mit

g(T)m2 X'Xx —2— Q (regulir) ,

~

kann die Grenzverteilung von g(T) (8 - B) ummittelbar aus derjenigen von
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A

(B - B) abgeleitet werden, und umgekehrt. Ublicherweise ist

_ /2

(X'X)1/2

g(T)

sagen in Fdllen, wo eine skalare Folge zur Standardisierung von X'X

(und damit auch (B - B)) nicht ausreicht (wie im Fall (2.6)), g(T)‘-2

zwar beschrdnkt und reguldr bleibt, aber nicht konvergiert (wie in (2.19))

oder g(T)-ZX'X gegen eine nichtdegenerierte Zufallsmatrix statt einer

Konstanten konvergiert (wie weiter unten in 3.b).

Die Kapitel 4 und 5 der vorliegenden Arbeit setzten die
Bedingungen (K) (oder #dquivalent (GR)) fiir die exogenen Variablen

der jeweiligen Modelle voraus. In diesem Fall kann auch DT aus

A

Definition (2.9) zur Standardisierung von g-f verwendet werden.

Satz (2.3) liefert hier unmittelbar

D.(8 -8 —Z N(0,0%+7") . (2.28)
Das folgt sofort aus DT(é - B) = DT(X'X)—1/2{(X'X)1/2(é -8}
und

DT(X'X)'”2 — M

mit M'M = Q% !,

Um Satz (2.3) auf die iibliche Weise zur statistischen Inferenz
heranzuziehen, bleibt noch die Konsistenz der OLS-gestiitzen

Schitzung fir o2 zu zeigen.

. Die Formulierung (2.26) erlaubt dariiber hinaus auch Aus-

X'X

b
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SATZ (2.4): Mit Bedingung (2.22) und unter den Voraussetzungen

dieses Unterkapitels gilt

2 = (y-XB)'(y-X8)/(T-K) —B— o2

BEWEIS: Wegen

2 _ 1 ' - 1 1 tey T
s T v 7 WXE'D X' (2.29)

und u'u/(T-k) —P 3 52 reicht es zu zeigen, daB der zweite Ausdruck

in (2.29) gegen O geht fiir T + ® . Dies wiederum folgt wegen

u'X(X'X)—1X'u 2 0 aus

1 1

' P
=z X'u) —2—> 0 . (2.30)

E( WX(X'X)

. _ R S ' T )
Mit (Yst) X(X'X) 'X' wie in (2.15) und wegen Zt=1 Yee
1

Rang(X(X'X)_ X') = K gilt aber

1

_.1._ ' 1 - '
EQ 70 v'X@X'D) L'w

T )
TK “s,c=1 s%c¥se

"
I
N
(3]
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Satz (2.4) liefert auch die Konsistenz der alternmativen Schitzung

~

s? = s2(T-K)/T . Die in der Lehrbuchliteratur iibliche Annahme normal-
verteilter Stdrgr&Ben ist nicht notwendig, und wie der Beweis fermer

zeigt, kann auch auf (2.22) verzichtet werden. Wegen

1

< v2 £ (Spur(X(X'®) g% g x?

st tt

existiert E(Yst) unabhingig von der speziellen Gestalt von X, und

mit einem verallgemeinerten Inversen an Stelle von (X'X)“1 fiir den

Fall Rang(X) < K zeigt der Satz damit die Konsistenz von s?

ohne jede
Voraussetzung zu X und ist damit auch allgemeiner als DRYGAS (1973)

oder KLOEX (1972).

b) Diskussion

'_25 o, d.h.

Aus (2.21) folgt unter anderem (X'X)
P , 2 -8 =
[lx.k[|———ﬁ> © , Satz (2.3) liefert aber[lx.kI](Bk Bk) 0p(1)
(k=1,...,K) , damit Bk—Bk = op(1) und die Konsistenz von OLS . Jedoch
ist (2.22) dafiir unndtig restriktiv. Bei nichtstochastischen Regressoren

ist wegen cov(B) = U?‘(X'X)-1

@ —5 o (2.31)

~

notwendig und hinreichend fiir die Quadratmittel-Konsistenz von 8 (auch

fiir unkorrelierte stattunabhingige StdrgrdRen), damit auch hinreichend
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fiir schwache Konsistenz. (2.31) ist erheblich schwicher als (2.15) und
138t insbesondere exponentielles Wachstum zu.

DRYGAS (1976) zeigt auch die Notwendigkeit von (2.31) fiir schwache
Konsistenz. Unter der Zusatzvoraussetzung normalverteilter Stdrgrdfen
zeigen ANDERSON und TAYLOR (1976), daB (2.31) auch starke Konsistenz
impliziert. Ohne diese Zusatzvoraussetzung beweist DRYGAS (1976) starke

Konsistenz fir

1

(h(T))” ' X'Xx ——> Q (regulir) (2.32)

mit einer skalaren, nichtstochastischen Folge {h(T)} wund h(T) + =
fir T - « . Fir K = 1 ist (2.32) dquivalent zu (2.31), andernfalls
restriktiver. LAI, ROBBINS und WEI (1978) schlieRlich weisen starke
Konsistenz unter den gegenwidrtigen Rahmenbedingungen schon unter
(2.31) nach.

WILLERS (1978), ANDERSON und TAYLOR (1979), CHRISTOPEIT und
HELMES (1979), SCHMID (1981) und EICKER (1982) schlieBlich disku-
tieren Konsistenzbedingungen auch bei stochastischen Regressoren,
bei teilweiser Beriicksichtigung von korrelierten oder hetero-
skedastischen StdrgridBen. Je nach StdrgrdBenverhalten sind die
reslutierenden Bedingungen wiederum schwicher als (2.22), das
stochastische Analogon zu (2.15).

Statt der Frage "Wie muR die Folge der Regressoremmatrizen be-
schaffen sein, damit plin1é= 8 (bzw.é-——+ g f.s.) d.h. plim c’é
= 38 fiir alle festen K-Vektoren c¢?" kann man auch das Problem

formulieren "Wie muf bei gegebenem K-Vektor c die Folge der Regres-—
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sorenmatrizen beschaffen sein, damit plim c'é =2¢'B?" Das ist die
Frage nach den konsistenten Richtungen wvon OLS und wird etwa von
WU (1980) diskutiert.
Satz (2.3) beweist die asymptotische Normalitdt von OLS natiir-
lich auch fiir konstante (als Spezialfall von stochastischen) Re-
gressoren. IndiesemFall ist (2.15) auch notwendig fiir die asymptotische
Normalitit von CLS (HUBER, 1973, Proposition 2.2). Dagegen sind die
hier getroffenen Voraussetzungen zu den StdrgrdBen mdglicherweise

unndtig restriktiv. EICKER (1967, Satz 3.1) beweist das Analogon

~von Satz (2.3)auch fiir nicht notwendig identisch verteilte und po-

tentiell heteroskedastische St&rgréBen. WHITE (1980) und VAN DER
GENUGTEN (1982) kommen auch bei stochastischen Regressoren ohne iden-
tisch verteilte StdrgrdRen aus, bendtigen aber Annahmen zu hdheren
Momenten. Auﬁerdem‘ﬁird Trend in exogenen Variablen explizit aus-
geschlossen (WHITE), oder die weiter unten interessierenden Spezial-
fdlle werden durch sonstige Restriktionen nicht erfaBt (VAN DER
GENUGTEN) . LAI und WEI (1982) schlieBflich lassen zwar Trend zu,

sind aber wegen fehlender Unabhingigkeit von Regressoren und St&r-
groflen ebenfalls zum AusschluB der hier wvor allem interessierenden
Regressorentypen gezwungen.

Wie aus EICKER (1967, Lemma 3.2) hervorgeht, ist (2.15) nur uner-
heblich schwidcher als (K) und (GR) . Insbesondere ist (2.7) notwendig
fiir (2.15) und liefert damit eine leicht zu kontrollierende und zu
interpretierende Bedingung: Das Quadrat jeder Beobachtung muB relativ zur

Quadratsumme asymptotisch vernachlissigbar sein.



Die weiter unten in 3 b) auftretenden stochastischen Regressoren
zeigen Trend durch (fir T — ®) wachsende, aber bei festem T endliche
Varianz, wihrend der Erwartungswert konstant bleibt. Dariiber hinaus ist
(2.21) auch mdglich flir nicht quadratisch integrierbare, identisch ver-
teilte X s (t=1,2,...3 i=1,...K) . Derartige Situationen werden von
KANTER und STEIGER (1974) oder YOHAI und MARONNA (1977) untersucht, bleiben

aber im folgenden auBer Betracht.
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3. TREND BEI STANDARD-REGRESSION UND KORRELIERTEN STORGROSSEN

a) bivariate Regression mit linearem Trend

Im Mittelpunkt dieses einfiihrenden und illustrativen Abschnitts

steht das Modell

3.1

u = ou +e_ 5, (t=1,...,T) (3.2)

mit o] < 1, E(u) = E(u.e) = E(ue) = 0 (t < s) und E(eD) = o (a.h.
Q2'= E(u?) =. 02/(1—02)).Da hier nur das Grenzverhalten der Varianzen
konkurrierender Schitzverfahren und nicht deren asymptotische Vertei-
lungen interessiert, wird allein Unkorreliertheit (statt Unabhingigkeit)
der st's vorausgesetzt, d.h. E(st) = E(stes) =0 (t#2s;1<s,t £T) .

Trotz (oder wegen) seiner einfachen Gestalt war das durch (3.1) und
(3.2) definierte Modell bisher Gegenstand zahlreicher &konometrisch-
methodischer Untersuchungen (PRAIS und WINSTEN, 1954; ROSENBLATT, 1956;
HANNAN, 1960, Kapitel V; MAESHIRO, 1976; PARK und MITCHELL, 1980;

CHIPMAN, 1979; KRAMER, 1982). Die zugrundeliegende X-Matrix ist die
gleiche wie in (2.6), und die einzige Abweichung vom Standara-Regressions—
modell sind die AR(1)-Stdrgrdssen u, .

Im Einvernehmen mit der Literatur werden im weiteren die relative
Effizienz (gemessen durch den Quotienten der Varianzen) alternativer Schitz-
verfahren flir den Trendkoeffizienten 62 untersucht, und einige MiBver-
sténdﬁisse dazu ausgerdumt. Die Schitzverfahren sin& OLS , die Ver-
allgemeinerte Kleinst-Quadrate Methode (im weiteren GLS fiir "Generalized
Least Squares'), der Erste-Differenzen Schitzer (FD fiir ""First Differences)

und die durch Anwendung der Cochrane-Orcutt Transformation definierte
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Schitzfunktion COT . Die jeweiligen Schitzungen sind gegeben durch

(2.3) (OLS) sowie

~GLS 1 1

8 - vk ly o, (3.3)
5 = ((ox)'px)” (0X)'Dy (3.4)
30T o (xarxm) Tlxaryx . (3.5)
Dabei ist V = (vij) = 1/¢? E(uu') die Korrelationsmatrix von u ,
mit
|A._-
D!l Jl (3.6)

V..
1]
und D die (T-1)xT-Differenzemmatrix (siehe auch A.4), sowie

*

*
v, = yt - 0¥y 3 X, =X T X (t=2,...,T) . (3.7)

COT und FD sind iquivalent zu OLS , angewandt auf ein transfor-
miertes und um eine Beobachtung vermindertes Modell. GLS unterscheidet

sich bei stationiren AR(1) StdrgréBen von COT allein durch Hinzufigen

von

1/2

Vi oo, x, o= (1205 T x (3.8)

k = -0?
4 (1-p%) 1

Falls wie hier das Modell eine Konstante enthilt, entfdllt die
entsprechende Spalte von DX (und der entsprechende Koeffizient von B)
im transformierten Modell, d.h. mit FD sind nur Steigungskoeffizienten

zu schitzen. Im vorliegenden Spezialfall giltDX = (1,1,...,1)" , d.h.

(FD)

82 = (yT - y1) / (T-1) . (3.9)
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Der Autokorrelationskoeffizient p der StdrgrdBen wird im folgenden
fir GLS und FD als bekannt vorausgesetzt. Diese Methoden sind daher vor
allem als Vergleichsmafstab und kaum fiir praktische Anwendungen von
Interesse. Als praktikable Approximationbei hoher positiver Stdrgréfen—
korrelation dient oft FD (die auf geschitztem p beruhenden praktisch
anwendbaren Varianten von GLS und COT bleiben im folgenden auBer Betracht).

Alle hier zugelassenen Schitzverfahren fiir 82 sind linear und
erwartungstfeu. Daher befaBt sich die weitere Diskussion allein mit den

Varianzen als Giitekriterium.

SATZ (3.1): In dem durch (3.1) und (3.2) definierten Modell

gilt
var(8, %)) = 12020-60™ T ((1-1)p - (T+1))2- (1% - T)o*
+2(T% = 1) (T-3)p® + 12(T? + 1)p?
C-2(T2 = 1)(T+3)p + (TP - T)} /

(1 =) - ™1 -T2 (3.10)
var(8,%T) = 1202 / (1 - 2(1? - 372 4 21) (3.11)
var(§2<FD)) = 20701 - o' /(= e T-n? (3.12)
var ())<= 1202 / (1 - (T - 3)(T - 2)p?

= 2(T - 3)(T + p + T(T + 1)) . (3.13)

BEWEIS: (3.10) und (3.13) folgen unmittelbar aus CHIPMAN (1979,

S. 120, Formel (2.11) - (2.13)), und (3.12) folgt aus (3.9) und

-]

cov(y ,y) = cov(u ,u) = Oélp !/ (1-p%) . (3.14)

(3.11) ergibt sich analog durch triviale Umformung aus der Formel
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var (85€9T)y = o2/ 1

rt
*
i

=]

™

mit

Tabelle (3.1) gibt fiir T=20 und verschiedene o die Werte
dieser Varianzen wieder. In Fortfilhrung eine- langanhaltenden Diskussion
in der Literatur, ob oder ob nicht die C~0 Transformation einen Effizienz-
verlust gegeniiber FD und OLS bewirkt, sind alle Varianzen relativ zu
COT angegeben. Dies erlaubt auch einen direkten Vergleich mit MAESHIRO
(1976, S. 498, Tabelle 1) (die erste Zeile in Tabelle (3.1) ist identisch

mit der Zeile "Bt" in Maeshiro).

TABELLE (3.1): Relative Effizienz der Schitzverfahren fir

T=20 und verschiedene p .

-.98 -.80 .00 .20 .40 .60 .80 .90 .98

var (OLS) /var (COT) 11.50 1.44 .86 .80 74 .63 .39 .17 .012
var(FD)/var(CQT) 525.60 28.83 3.18 2.11 1.35 .79 .35 .14 .010

var(GLS) /var(COT) .998 .98 .86 .80 .71 .57 .32 .14 .010

Die Tabelle dokumentiert einen betrichtlichen Effizienzvorteil
von COT verglichen mit OLS und insbesondere verglichen mit FD fir
negative und (im Fall FD) m#Rig positive p , der aber fiir p -~ 1 ver-

schwindet (GLS als BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) ist natirlich
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immer besser als COT) . Fiir festes T und G; folgt aus Satz (3.1)

sofort, daB

. ~FD, .. ~ GLS
lim 1var(Bz ) = 11mp Var(82

= 2 -
o> o ) = o2/ (T-1) (3.15)

COT) > @ (als Folge von lim ,0% = ® ; ebenso konnte

o1

man 02 bei variierendem p festhalten. Das ist hier unerheblich, da

wihrend var(B2

sich dieser Faktor beim Quotientenbilden herauskiirzt).

Damit wird COT fiir wachsendes 0 , wie auch in Tabelle (3.1) zu
sehen, zunehmend ineffizient. Wegen (3.15) ist FD dagegen approximativ
BLUE fir hohes p und keinesfalls Zquivalent zum immer schlechter wer-
denden COT, wie oft filschlich behauptet wird (KADIYALA, 1968, S. 93;
MAESHIRO, 1976, S. 499). Wegen (3.7) gilt zwar ].imp_,_1 t* = (1,1,...,1)"'
(der Regressor bei FD), aber im Gegensatz zu FD wird COT durch Anwendung
von OLS auf ein Modell mit einer Konstanten geschitzt, wobei die fiir

p~>1 zunehmende Kollinearitit der Regressoren den Qualititsabfall bei

COT verursacht.

GLS ~ COT

Aus (3.15) folgt weiterhin, daB lim var(B2 )/var(B2 ) =0,

o1
d.h. eine positive untere Schranke fiir diesen Quotienten existiert nicht.
Damiﬁ ist die von CHIPMAN (1979, S. 117) angegebene untere Schranke von
.535898 offensichtlich falsch. Diese Schranke entstand offenbar durch
AnalogieschluBR aus dem Modell V. = Bt + u, (d.h. einer homogenen
Trend-Regression), unter Vernachlissigung der Tatsache, daB durch Hinzu-
fligen einer Konstanten das Grenzverhalten fiir o>1 von COT (nicht dagegen
von OLS, GLS und FD) drastisch ver#dndert wird. Wie fernmer von Chipman
persdnlich mitgeteilt, gibt .535898 auch in diesem einfachen Modell

, . ~GLS ~COT v .
nur den llmT+® mln0§p<1 var(8 ) /var(B ) an, wihrend die untere

Schranke fiir diesen Quotienten .5 betrigt und fiir p = 0 und T=2, 3



auch angenommen wird.

Man rechnet weiterhin leicht nach, daB fiir beliebiges (aber festes)
T auch limpﬂ varCEZOLS)/var(éZCOT) = 0 . Das wird schon durch die
Tabelle nahegelegt und weist COT bei gegebenem T als (ab einem p(T))
schlechtestes aller zur Debatte stehenden Verfahren aus.

Ein vollkommen verschiedenes Grenzverhalten der relativén Effizienzen
erhilt man aber fiir fixes o und T - ®, Wie unmittelbar aus Satz (3.1)

OLS) - O(T-3) ,

zu sehen, gilt fiir beliebiges p (-1<p<1): var(B2
var(3,° = 01, var(g,) = o(r™) , wihrend var(s,”") = 0(170).

Daraus und aus (3.15) folgt sofort das bemerkenswerte Resultat, daB

lim var(BZFD)/var(82COT) 0 fiir jedes feste T , und

o1
lim,r_*00 var(BZFD)/var(BZCOT)

o fiir jedes feste p . Wie Tabelle (3.1)
zeigt, liegt der Punkt identischer Effizienz flir T=20 bei p = .5 .

Von grdBeren praktischem Interesse istsaber ein Vergleich der beiden
ummittelbar anwendbaren Verfahrem OLS und FD . Einerseit gilt hier fiir

festes pund T » = var(BzFD)/var(BZOLS) —> ® | andererseit wegen

CHIPMAN (1979, S. 120, Formel (i))

~

lin_, var(szGLs)/var(éZOLS> = 5(T2+T)/6(T*+1) , (3.16)

damit wegen (3.15) auch

limp+1 var(ngD)/var(§20Ls) =‘5(T2+T)/6(Tz+1) < 1

Daher ist FD filir beliebiges T fiir o > p*(T) besser als OLS, anderer-
seits OLS bei beliebigem p fiir T > T*(p) besser als FD. Tabelle (3.2)
gibt p*(T) flir verschiedene T und Schaubild (3.1) einige Kurvenverliufe

~F ~ . ..
von e(p) = var(B2 D)/var(BZOLS) wieder (fiir positives 0).
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TABELLE (3.2): Punkte identischer Effizienz wvon

OLS und FD fiir verschiédene T

T 10 20 30 40 - 50 60 70 80 ~ 90
p*(T) .572 .726 .799 .841 .869 .888 .902 .913 .922

T 100 200 300 400 500 600 700 800 900
o*(T) .929 .963 .975 .981 .985 .987 .989 .990 .991

Wie zunichst die Tabelle zeigt, wird die fiir o+ 1 geltende {iber-
legenheit von FD fiir praktisch bedeutsame Stichprobenumfinge erst ab

sehr hohen und mit wachsendem T ebenfalls wachsenden Schwellenwerten

SCHAUBILD (3.1): Relative Effizienz von OLS und FD

T=200
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der StdrgrdBenkcrrelation wirksam. Dieser schlieBlichen Uberlegenheit
stehen jedoch erhebliche Effizienzverluste bei mi&Rigen p gegeniiber,
wie in Schaubild (3.1) (und auch schon in Tabelle (3.1)) zu sehen.

Schaubild (3.1) macht ferner deutlich, daB die relative Effizienz
von OLS bei festem T ein relatives Minimum aufweist, und daB die

Effizienzkurven eT(p) sich kreuzen. Das folgt aus eT+1(O) > eT(O) und

1imp_>1 er (0 = S((T+1) 2+(T+1)) /6 ((T+1) 2+1)

< 5(T2%+T)/6(T%+1) = lim eT(p) , (3.17)

o1

wobel limT+m lim ’ eT(p) = 5/6 = .833

o>
Schaubild (3.1) dokumentiert auBerdem den betrichtlichen Effizienz-

verlust von FD fiir kleine ¢ . Tabelle (3.3) gibt zur Illustration e(0)

und e(.3) fiir verschiedene T wieder.

TABELLE (3.3): Relative Effizienz von OLS fir

¢ = 0, .3 und verschiedene T

T 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0=0 2.04 3.68 5.35 7.01 8.67 10.34 12.01 13.67 15.34
0=.3 1.36 2.20 3.08 3.97 4.86 5.76 6.65 7.75 8.44

T 100 200 300 400 500 600 700 800 900
p=0 17.00 33.67 50.33 67.00 83.67 100.3 117.0 133.7 150.3
0=.3  9.34 18.31 27.83 36.25 45.23 54.20 63.18 72.15 81.13

Ein letzter Kommentar gilt der Effizienz von OLS relativ zu GLS,

fliir festes © und T -+ ®. Wegen stetiger und positiver Spektraldichte des
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StdrgrdBenprozesses lassen sich hier unmittelbar die allgemeinen
Resultate von GRENANDER und ROSENBLATT (1957, Kapitel 7) anwenden.
Die Regressoren erfiillen (2.8), (2.10) und (2.11) (und sind damit, in
der Terminologie von Grenander und Rosenblatt, "langsam wachsend'),

und wegen x_, = 1, x_, =t (t=1,2,...) gilt

t1 t2

. T T 1/2,. T 172
limp 2, een, 1%t F (g 2y T th) =1 (3.18)

fiir i,j € {1,2} und jedes feste n € N . Damit besteht das Regressor-
spektrum (siehe GRENANDER und ROSENBLATT, 1957, Abschnitt 7.2) nur aus

einem Punkt und es gilt

S

ting var(8.%%) fvar(3,%5) = 1 Gm1,2) . (3.19)

Der folgende Unterabschnitt zeigt, daB sich dieses Resultat in
gewissem Sinn auch auf trendbehaftete stochastische Regressoren ilber-

tragen 1l3Rt.

b) bivariate Regression mit exogenen ARIMA Variablen

Das hier betrachtete Modell unterscheidet sich von (3.1) vor allem

durch einen ARIMA (p,1,q)-Prozess als unabhingiger Variablen, d.h.

X =X = 7 (t=1,2,... ) (3.20)

t

mit einem stationiren ARMA(p,q)-Prozess {nt}t:—w s E(ﬂt) = 0 und
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E(nt) = O; > 0 . Dabei soll x, in diesem Abschnitt allein die t'te
Beobachtung der exogenen Variablen bezeichnen; die sonst so benannte
-t'te--Zeile von X ist damit (1,xt), und die Beobachtungen erfiillen in
leichter Verallgemeinerung von (3.1)

Yo = 81 + 52 Xt u (e=1,2,... ) . (3.21)

Im Gefolge von Box und Jenkins (1970) findet man in der statistischen
Literatur zunehmend ARIMA-Prozesse als stochastische Modelle von Zeit-
reihenbeobachtungen. Ckonometrische Anwendungen umfassen Aktienkurse (siehe
etwa GRANGER und MORGENSTERN, 1970; CONRAD und JUTTNER, 1973; RONNING,
1975, neben vielen anderen), die Umlaufgeschwindigkeit des Geldes (GOULD
und NELSON, 1974) oder individuelle Konsumausgaben (HALL, 1978), mit dem
Random Walk als ARIMA (0,1,0)-Prozess als wichtigstem Spezialfall. Daher
erscheint es sinnvoll, den Konsequenzen von ARIMA-Prozessen als exogenen
Variablen in GSkonometrischen Modellen nachzugehen.

Im weiteren konzentriert sich das Interesse wie in a) auf Schitzungen
des Steigungskoeffizienten 82. Daher sei 0.B.d.A. (denn die hier be-
trachteten Schitzverfahren bleiben unter Verschiebungen der x—Achse in-

variant) X = 0 , damit

E(xp) =0, E(X%) =0(T) (T= 1,2,...) (3.22)
und
‘1 T 2 p .
T I, xl—— . (3.23)

Nach Definition (2.21) enthilt die exogene Variable damit einen

Trend. (3.23) folgt etwa aus HASZA (1980, S. 351, Theorem 1), d.h.
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(x,-x)% —— Z (3.24)

mit einer nichtdegenerierten Zufallsvariablen Z . Fiir spitere Zwecke
wird auBerdem die Tatsache bendtigt, daB Z keine Masse bei 0O besitzt.

In Verallgemeinerung von (3.2) seien die Stdrgrdfen u, jetzt Aus=-
schnitt eines stationiren AR(m)-Prozesses mit beliebigem (aber festen)
m , d.h. insbesondere

u Fpu .. Pole—m = St (t=m+1,m+2,... ) . ‘ (3.25)

Die €, seien iid(O,qg), in Verschirfung der Unkorreliertheitsannahme
aus a).

Im weiteren werden vor allem die asymptotischen Verteilungen von
égLS und ESLS verglichen. Dazu sei folgende Notation vereinbart:

y = (Y1,...,yT)' , u = (u1,...,uT)' (wie in 2a), 1 = (1,1,...,1)",
X = (x1;...,xT)' (d.h. X = (1,x)), V = 1/0; E(uu') . Die Abhidngigkeit
dieser GrdBen von T wird auch weiterhin nicht explizit kenntlich gemacht.
Ein Punkt {iber einem Vektor bezeichnet Abweichungen vom jeweiligen

Mittelwert (z.B. % = (x1-§,...,xT—§)'). Damit ergibt sich durch Spe-

zialisierung von (2.3)

B = &ty /e . (3.26)

Zur Analyse von BgLS erscheint die Betrachtung von GLS als

OLS vorteilhaft, angewandt auf ein transformiertes Modell. Dazu sei
R definiert durch RR' = V , wobei R so gewihlt werden kann, da8 R—1

untere Dreiecksmatrix ist mit
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X
X X
m .
-1 . .
R = b SN X (3.2D)
98 Pm=1 " 994 1 1
T-m °m Pm-1 """ Py
\ 0...0 °a o1 ?4 1)

e -1

Ferner sei y =R y , 1=R 1 ,x=R x, X= R

X = (1,x) , und

~

4 =R 1. . Mit diesen Vereinbarungen ist ¥ = X8 + 4 und BgLS das zweite

Element in

-l
-
gt

(3.28)

S
-
MW

RS

~

Die Herleitung der asymptotischen Verteilung von BgLS erfordert

einige vorbereitende Lemmata. Dazu sei x = R—1i = R_1(I—D)x mit

(I-D)R 'x = &

-~

D= (dij) und dij =1/T (i,j=1,....,T) (wihrend x

1

wegen DR ' = R_1D). Analog sei u = R—1(I—D)u und u = (I—D)R-1u .

LEMMA (3.2):

-~

%) %'k = 0, (1) (3.29)
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BEWEIS: Sei GmaX(T) der maximale Eigenwert von V . Wegen der

' . - . »
s gilt emax(T) 0(1) , damit aber auch

AR(m)-Eigenschaft der u,

~p~

/%% = T 0

: 2,00,
x £ emaX(T) T°/%'%x = Op(1) s

denn wegen (3.24) gilt Tz/ﬁ’i = 0p(1) . qg.e.d.

Eine Hquivalente und im weiteren alternativ zu (3.29) gebrauchte

Schreibweise fiir Lemma (3.2) ist

T /x|l = o (1)
p
PN 2 .
Weiterhin folgt aus (3.29) sofort, daB x x = Op(T ) , aber die
~r~ P
Formulierung (3.29) betont, daB x % /Tg——++ 0 , eine durch die Gleichung

x'x = Op(Tz) nicht ausgeschlossene Mdglichkeit (dabei wird die 0,0 -

Notation in der allgemein {iblichen, etwa bei FULLER (1976, Kap. 5)

nachzuschlagenden Bedeutung gebraucht).

LEMMA (3.3):

~ -~

'/ 3'x —E 1 . (3.30)

-~ -~

BEWEIS: Wegen X = (I—D)R-1x und X = R_1(I—D)x gilt x - X =

(DR-1 - R-1D)x , wobei die rechte untere (T-m)x(T-m)-Teilmatrix von
DR™' - R 'D verschwindet. Daher gilt || % - X|| = Op(T1/2), und damit

Nxll /RN s 1+ |2-2/15) 2> 1. | (3.31)

~

Analog folgt durch Vertauschung der Rollen von % und ¥ , da8

/ Héll 2 1, und damit (3.30) . q.e.d.

<z
4

plim
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LEMMA (3.4):
@ 2@ -5y = xu/ @o? v o () 3

BEWEIS: Aus (3.28) folgt nach einigen Umformungen

~GLS S -
82 - 82 Xxu/ xx + op(T Yy, (3.33)

d.h. das Analogon zu (3.26). Da die erste Spalte des transformierten

~

Modells nicht mehr aus Konstanten besteht (erst ab Zeile m gilt 1t =

m # 0 ) , gibt es keine exakte Entsprechung. Lemma (3.2) und

i=0 °1

Lemma (3.3) liefern die Ordnung des Resttermes, und wegen

o
i-%4d /2,

1

und || %'u - %'u]| = op(T‘

W

auch (3.32) g.e.d.

Die in (3.32) gewidhlte Normierung erweist sich als niitzlich

sowohl zur Herleitung der asymptotischen Verteilung von 62 5 als auch

zum Vergleich mit BZOLS

SATZ (3.5): Unter den allgemeinen Voraussetzungen von Kapitel 2

und den Zusatzbedingungen dieses Abschnitts gilt

(k'i)1/2(é§Ls - 8, SN N(0,02) . (3.34)

BEWEIS: Wegen Lemma (3.4) ist die Grenzverteilung in (3.34)

identisch mit derjenigen der standardisierten OLS-Schitzung im univariaten

Modell
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Wegen (3.27) gilt fernmer fiir t > m

u =u tpu ...+ Ple-m = ¢ (3.35)

d.h. die StdrgroBen erfiillen bis auf eine vernachlidssigbare Menge zu
Beginn der Zeitreihe die Bedingungen von Satz (2.3). Zur unmittelbaren

Anwendung dieses Satzes bleibt allein (2.22) nachzuweisen, im vorliegenden

Spezialfall
/ x'x —B5 0. (3.36)

Zum Beweis von (3.36) beachte man, daB wegen (3.27) und in Analogie

zu (3.35)

X SR vk ot ...t X (3.37)

~

fir t > m. Wegen var(kT) = 0(T) gilt damit auch var(éT) = 0(T) und

~

kT / T -5 0 . Dies liefert wegen Lemma (3.2) aber sofort

%2/ x'x —2 5 0. (3.38)

~ ~ o~

Nun sei t*(T) (12t*(T)ST) der Index, fiir den it/i'i das Maximum annimmt.

{ex(D)}

T=1.92 ist eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in IN ,
52y ean

sowie t*(T) £ t*(T+1) (T=1,2,... ) und

tx(T) —2 o ) (3.39)
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Daher gilt
R ELE, ;i ik - ;i*(T) / Zt£1;i
S R /TR
—£— 0 . q.e.d. (3.40)
Wegen Lemma (3.2) liefert Satz (3.5) sofort EZGLS _ 82 - OP(T—i) ,
-1/2

im Vergleich zu OP(T ) im Standardfall ohne Trend. Insbesondere ist

GLS damit (schwach) konsistent. Die Konvergenz gegen Null des Schidtzfehlers
ist aber nicht so schnell wie im Modell mit deterministischem Trend aus
Abschnitt a). Da ;';/Tz nicht notwendig gegen eine Konstante konvergiert
(siehe Hasza, 1980), 1iBt sich Satz (3.5) auch nicht auf die iibliche

Weise in eine Aussage zur Grenzvertellung von T(éZGLS - 82) iibersetzen.

Zur Konstruktion von (asymptotischen) Signifikanztests und Konfidenz-

intervallen fir 82 bleibt noch die Konsistenz der GLS-Schitzung

2= G- xSy 5 - x5y /(1-2)

fiir O;'zuzeigen. Dies folgt aber ummittelbar aus Satz (2.4), angewandt

auf das transformierte Modell ¥y = X8 + u . Damit gilt

@'l GLS
(8,

- 8,) — N(0,1) (3.41)

Das nichst Resultat gilt dem Vergleich von OLS und GLS und basiert

auf folgendem fundamentalem Lemma:
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LEMMA (3.6): Unter den Voraussetzungen dieses Abschnitts gilt fir

allemyn € N mitm >n

- —25 1 . (3.42)

X, ) —— V (3.43)

=3
()
<D

T ..
T =L B [ T

mit einer endlichen und wohldefinierten Zufallsvariablen Vn . Daraus

folgt ' ‘
_ T .. T .2 )
1 Zt=m & _ / Zt=1 X — 0,
in Aquivalenz zu (3.42). q.e.d.

SATZ (3.7): Unter den allgemeinen Voraussetzungen von Kapitel 2

und den Zusatzbedingungen dieses Abschnitts sind die Grenzverteilungen

1/2,5 1/2(B OLS

von (x x) (B Bz) und (x") - 82) identisch.

BEWEIS: Der Satz folgt ummittelbar aus den folgenden im weiteren

zu beweisenden Hilfsresultaten

et )1/2(BOLS 8,) = @' V20 (Zifo p )%+ 0, (1) (3.44)
und
(x )1/2(éGLS 2) = (;';)_1/2i'ﬁ (ZiZO pi)2 * Op(1> - (B.49)

Zum Beweis von (3.44) beachte man, daR wegen (3.26)
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Mo 2

1/2,°0LS_

(1'% (89"°-8,) = - - — (3.46)
(i'i)1/2 x'x

gilt, wobei der erste Quotient stochastisch beschrdnkt bleibt und

% / %'k = (zI,0

2 1
1=0 pi) + op(.) . (3.47)

Der kritische Punkt ist der Beweis von (3.47), woraus (3.44)

wegen (3.46) unmittelbar folgt. Dazu beachte man, daf fir t>m ,

m .
= I, . .
Xt 120 olxt_l und daher

e T :2 T m . 2
1 = =
v L=t %¢ Teemet Fia1PiFemg) F 0D
Daraus folgt aber wegen Lemma (3.6)
Pk k= e.0.C Y k x_0) /Il o+ o (1)
) 1,3J=0"173 Te=mH1Tt-1Tt-] t=1"¢t P

m 2
7
(T.g?)" * op(1) ,
als Beweis von (3.47) und damit auch (3.44).

Zum Beweis von (3.43) reicht es wegen (3.32) und (3.29) zu

zeigen, daB

t = m 2 ag.e

%'u ( Zi=0 o4 Y4 x'a o+ op(T) . (3.48)
Dies folgt aber aus
e o= $ ' (R ok 0 Pow ) o+ 0.(1)
' t=m+1" "i=0 "i"t-1 3j=0"317t-] P
m T .
= L. . 0. . .
“1,3=0 plpj Zt=m+1xt-1ut-3 * Op(1>

T , 1/2
. 0. L
i,3=0 "1i7; e=1 %% T op(T )
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_ m 2 1
= ( Zi=0 oy )° x'u + OP(T)
= m 2 ey
(z -0 °i y< x'a + op(T) .

Dabei ist das erste Gleichheitszeichen gerechtfertigt wegen

T X = I T X .u + I T
t=m+ 1 t=-i%t~j t=m+15e=3 "t~ t=m+1

(X, _.=x__DJu__. ,

X
t=1i -3’ Tt-j

. T . . _

wobei var(Zt_ +1(Xt-i Xt—j)ut-j) = o(T) ,
T . . ~ 1/2

d.h. Zt=m+1(xt—i Xt-j)ut-j = OP(T )

Daraus folgt auch

T .

z ‘ z X u /2
i,j=0°i"; “t=m+1¥t-i"t-j

m . 1
= Ii,5=0P1P5 Te=i®e8e * (T

Die letzte Gleichung zum Beweis von (3.48) schlieflich folgt aus
I | _

x'u = %' , was den Beweis von (3.45) und damit von Satz (3.7) kom-

plettiert. qg.e.d.

Satz (3.7) zeigt damit die asymptotische Aquivalenz von OLS und
GLS auch unter den Annahmen von Abschnitt b). Wie in Abschnitt aJs bleiben
hier "feasible' GLS-Versionen auBer Betracht. Jedoch sieht man sofort,
daB auch im gegenwidrtigen Modell die FD-Schidtzung fiir BZ’ die fiir hohe
St8rgrdBenkorrelation oft als Approximation fiir GLS herangezogen wird,

eine asymptotisch verschwindende Effizienz besitzt (fiir beliebige,

T

aber feste pi und T« ). Wegen Dx'Dx = Zt=1 n

2 . AFD_ -
. - OP(T) gilt B2 -B8»

Op(T_1/2) , verglichen mit op(r") fiir OLS und GLS.
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¢) Simulation

Dieser Abschnitt iberpriift mit Hilfe von Monte-Carlo Simulationen
die Aussagekraft der asymptotischen Resultate aus b) fiir endliche Stich-
proben. Dabei werden durch Spezialisierung von (3.20) die Zeitreihen
der exogenen Variablen durchweg als Random Walk erzeugt, d.h.

X =X

. -1 T mit unabhingigen und identisch verteilten N, (t=1,2,... ).

Dies scheint zugleich der fiir Skonometrische Anwendungen wichtigste
ARIMA-Prozess zu sein. Die StdrgrdBen u, werden wie in Abschmitt a) als
AR(1)-Prozess modelliert, ebenfalls der in Skonometrischen Anwendungen
bei weitem hdufigste Spezialfall.

Alle Experimente wurden mit eigenen Programmen auf dem Sperry-Univac
1100 -Rechner des Instituts fiir HShere Studien durchgefiihrt. Zufalls-
zahlen wurden mit den NAG-Routinen GOS5CAF und GOSDDF erzeugt (siehe
NUMERICAL ALGORITHMS GROUP, 1981, Library Manual, Volume 6).

Eine erste Serie wvon Experimenten gilt der endlichen-Stichproben-
Relevanz von Satz (3.5), d.h. der Giite der Normalverteilungsapproximation.
Dabei wird hier nur der Fall unabhingiger Stdrgrdfem, d.h. OLS = GLS
untersucht. Das erscheint deswegen sinnvoll, weil fiir praktische An-
wendungen vor allem OLS und weniger das nur theoretisch bedeutsame GLS
interessiert.

Schaubild (3.2) gibt die Histogramme von 10 000 Realisationen von

@0’

OLS
8,

- 8,) (3.49)

an, fiir T=25 (3.2-a) und T=200 (3.2-b). Wegen Satz (3.5) und (3.41) ist
(3.49) asymptotisch standardnormalverteilt, unabhingig von der Verteilung

der nt's und ut's , sofern diese ansonsten die Voraussetzungen dieses



o

47

SCHAUBILD (3.2): Histogramm von 10 000 Realisationen von OLS

(St8rgrdRen normalverteilt)

0
b) T = 200
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Kapitels erfiillen. Zum Vergleich ist auch die Dichtefunktion der Normal-
verteilung eingezeichnet.

Fiir Schaubild (3.2) sind sowohl die nt's als auch die ut's selbst
standardnormalverteilt. Weiter wurde in allen Experimenten 81 = 82 = 1
gesetzt. Das dient allein zur Vereinfachung der Rechnungen, denn
wahre Verteilung und Monte~Carlo Simulation von éZOLS - Bz hingen von
diesen Parametern nicht ab. Analog ist die Verteilung von (3.49)
unabhidngig von G; = var(nt) und Oé = var(ut), so daf die hier gewihlten
Werte fiir 81, 82, Ui (=1) und U; (=1) auch Riickschliisse auf andere
Parameterkombinationen erlauben. Der einzige, die wahre und empirische
Verteilung von (3.49) beeinflussende Parameter ist der Stichprobenumfang T.

Die Intervallbreite der Histogramme ist .25 , von z = =2.625
bis z = 2.625 . Wegen symmetrischer Verteilung vom von §20LS—82 wird
nach einer Anregung von DICKEY und FULLER (1981) die HShe des Histo-
gramms als arithmetische Mittel je zweier symmetrischer Intervalle
berechnet. Wegen negativer Korrelation der Besetzungszahlen je zweier
Intervalle (ob symmetrisch oder nicht) liefert das eine sonst nur mit
mehr als 20 000 Wiederholungen zu erzielende Genauigkeit der Monte-Carlo
Schitzungen der Besetzungswahrscheinlichkeiten. Weitere "sampling tricks"
wurden nicht verwendet .

Wie das Schaubild zeigt, scheint schon fir T=25 die asymptotische
Normalverteilung die wahre Verteilung von (3.49) gut zu approximierem.

Um zu {iberpriifen, inwieweit das auf die Normalverteilung der ut's selbst
zuriickgeht, wurden in einer weiteren Versuchsreihe die StdrgrdBen als
gleichverteilte Zufallszahlen erieugt. Schaubild (3.3) gibt die zu

Schaubild (3.2) analogen Ergebnisse wieder. Auch hier scheint schon fiir

T=25 die Normalverteilung eine zufriedenstellende Approximation zu liefernm.
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SCHAUBILD (3.3): Histogramm von 10 000 Realisationen von OLS

(StdrgrdRen gleichverteilt)

Fann

=

0
b) T = 200
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Zur Prizisierung von "zufriedenstellende Approximation" gibt
Tabelle (3.5) Monte—Carlo Schitzungen der Verteilungsfunktion von (3.49)
fiir verschiedene T und Ordinatenwerte an. Zum Vergleich sind wiederum
die entsprechenden Werte fiir die Standardnormalverteilung beigefiigt.
Die letzte Zeile der Tabelle enthi#lt das Maximum der geschidtzten
Standardabweichungen der Monte-Carlo Ergebnisse der jeweiligen Spalte.

Wie schon in den Histogrammen wurden die Monte-Carlo Schitzungen
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten durch Mittelung der Simulations-
ergebnisse jeweils symmetrischer Halbintervalle gewonnen. Das ergibe
flir die letzte Spalte durchweg den Wert .5 , den (wegen Symmetrie der
Verteilung bekannten) wahren Wert der Wahrscheinlichkeit. Daher gibt
die letzte Spalte zu Kontrollzwecken allein den Anteil der negativen

Ausprigungen von (3.39) wieder.

»

TABELLE (3.4): Vergleich von relativen Hiufigkeiten und

Grenzwahrscheinlichkeiten (StdrgrdBen gleichverteilt)

Wahrscheinlichkeit/rel. Hiufigkeit, daB ZV

kleiner/gleich
~2.625 -2 -1 -.5 0
=25 0082 .0299  .1617  .3113  .4977
=50 0064  .0255  .1610  .3092  .5001
=100 0054 .0246  .1614  .3077  .5018
=200 0041 .0219  .1619  .3122  .4990
N(0,1) 0044 .0228  .1587  .3085  .5000
Stichproben—  50c o171 .0025  .0032  .0050

fehler
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Die Tabelle deutet darauf hin, daB die Wahrscheinlichkeiten
absolut groBer Werte von (3.49) durch die Normalverteilungsapproximation
unterschitzt werden. Ein zweiseitiger Signifikanztest fiir 62 =0
mit nominalem Signifikanzniveau o = 4.567 beinhaltet damit bei T = 25
eine wahre Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art von etwa
67 . Ahnliche Ergebnisse erbrachten auch Simulationen mit normalver-
teilten StdrgrdRfen.

Eine weitere Serie von Experimenten iiberpriift die endliche-Stich-
proben Relevanz von Satz (3.7), der (im dort spezifizierten Sinn)
asymptotischen Aquivalenz von OLS und GLS . Dazu werden die empirischen
Verteilungen von OLS und GLS verglichen an Hand von (i) Histogrammen

der Monte~Carlo Ergebnisse wie in den Schaubildern (3.2) und (3.3),

(ii) denrelativen Hiufigkeiten von ]é'iT/Z/s (BZGLS/OLS - Bz)[ > z fiir
verschiedene z, und (iii) durch die empirischen Varianzen von 62GLS ’
~ OLS ~ OLS_% GLS

52 und 52 52 .

BASMAN (1961) kritisiert empirische Momente zur Beschreibung von
Wéhrscheinlichkeitsverteilungen bei Monte—Carlo Experimenten mit dem
Hinweis, daR bei Nichtexistenz der entsprechenden Populationsparameter
mit wachsender Versuchsanzahl keine Konvergenz eintritt. Das trifft je-
doch bei computergestiitzten Monte-Carlo Experimenten, also dem bei
weitem hdufigsten Regelfall, nicht zu. Da jede Rechenanlage nur Zahlen
bis zu einem von der jeweiligen Hardware abhingenden Maximum z verarbei-
ten kann, geschieht (bei Vernachlissigung sonstiger numerischer Probleme)
jede computergestiitzte Monte-Carlo Simulation einer .Zufallsvariablen Y
nur fiir die bedingte Verteilung von Y, gegeben |Y| £ z. Diese so gestutzte

Verteilung hat aber Momente jeder Ordnung.



AuBer von T hingen die zu simulierenden Grd8en nur noch

Autoregressionsparameter 0 der StdrgriBen ab (nicht aber von 81 und

B

99 die weiterhin =1 gesetzt werden). Auch G; und Ui behalten weiter

den Wert 1. Das bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da
die im folgenden vor allem betrachteten Quotienten empirischer Varianzen
von den konkret bei der Simulation gewdZhlten Werten von O; und Oi nicht

abhingen.

Fiir jede Kombination von T und P werden 200 Schitzwerte BZGLS und

ZOLS erzeugt, jeweils mit neuen Zufallszahlen. Daraus werden die em-
i . GLS > OLS

pirischen Varianzen von 8, (=var(GLS) (e)), B, (=var(OLS) (e)) und
~ 0LS 7 GL
82 B2

8

S (=war (OLS-GLS) (&) ermittelt. Im weiteren wird allein

1 + var(OLS-GLS) (&) / wvar(GLS) (e) (3.50)

~ ~

explizit wiedergegeben. Falls var(BZOLS) und var(BZGLS) existieren, ist

(3.50) eine effizientere Schidtzung fiir
- OLS 2 ~ GLS 2
E{ (B, BT/ EL(B, T - Bg) } (3.51)

als var(OLS) (e)/var(GLS) (e), da (3.50) die Kenntnis verwertet, daB
COV(éZOLS-échS,éZGLS) = 0 . AuBerdem erlaubt (3.50) einen unmittelbaren
RickschluR auf die relative Abweichung von OLS und GLS, verglichen mit
dem Schitzfehler von GLS.

Existenz vorausgesetzt, sind Zihler und Nenmer von (3.50) grund-

sitzlich auch anmalytisch berechenbar. Man hat

i

cov(éOLS) =oéE{(X'X)- TVRE'O Y,

cov(écLS) =o§E{ v o™ , (3.52)

aber fiir das gegenwirtige beschrinkte Untersuchungsziel lassen die
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Vorteile einer Monte-Carlo Simulation als "capital intensive approach"
(SUMMERS, 1965) eine mihsame analytische Ableitung (den "labour intensive
approach") wenig sinnvoll erscheinen.

Tabelle (3.5) gibt Simulationsergebnisse fiir normalverteilte N,
und u, wieder, fiir verschiedene T und p. Als Hauptergebnis zeigt sich,
daB die Anndherung der Verteilungen von OLS und GLS (gemessen durch
var(OLS/5LS) (e) keineswegs monoton in T erfolgt. Zwar ist fiir kleine p
schon bei bescheidenen Stichprobenumfingen gute Ubereinstimmung festzu-
stellen, aber fiir grofe positive p nimmt der Quotient der empirischen
Varianzen und die relative Abweichung von OLS und GLS verglichen mit dem
Schiatzfehler von GLS zunichst zu.

Eine mdgliche Erkldrung fiir dieses Phinomen liefert CHIPMAN'S (1979)
Analyse des in a) untersuchten verwandten Modells mit deterministischem
Trend. Dort (S. 124, Tabelle II) wird gezeigt, daB der Punkt minimaler
relativer Effizienz von OLS mit wachsendem T monoton gegen 1 strebt.
Gleichzeitig nimmt das Minimum selbst monoton ab (d.h. die Konvergenz
gegen 1 der relativen Effizienz von OLS fiir T + « ist nicht gleichmifig

fiir pe (~1,1)). Damit nimmt fiir ein gegebenes p , dag fiir kleines T

TABELLE (3.5): Quotienten der empirischen Varianzen

(200 Wiederholungen; StdrgrdBen normalverteilt)

p
T
-.95 -.9 ~-.6 =.3 .3 .6 .9 95
25 6.07 3.56 1.45 1.07 1.09 1.50 4.56 8.25
50 5.17  3.22 1.18 1.05 1.10 1.62 8.16 10.07
100 2.72 1.63 1.18 1.02 1.03 1.26  4.59 10.88
200 1.76 1.31 1.07 1.01 1.02 1.17  4.47 9.30

400 1.51 1.18 1.03 1.01 1.01 1.12  2.90 9.64
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rechts vom Minimum liegt, die relative Effizienz von OLS mit wachsendem
T zunichst ab. Tabelle (3.5) deutet darauf hin, daB #hnliches auch im
vorliegenden Modellzusammenhang gilt.

Tabelle (3.6) liefert die analogen Zahlen fiir gleichverteilt €.
(die StdrgrdBen u, selbst sind dann nicht gleichverteilt). Das dient vor
allen der Kontrolle der Variabilitit der Monte-Carlo Ergebnisse, denn
Zihler und Nenner von (3.51) hingen, Existenz vorausgesetzt, von der

konkreten Verteilung der StdrgrdBen nicht ab.

TABELLE (3.6): Quotienten der empirischen Varianzen

(200 Wiederholungen; Stdrgrdfen gleichverteilt)

o
T
-:95 -:9 -.6 -.3 .3 .6 .9 .95
3
25 5.82  3.39 1.44 1.10 1.10  1.50 5.73  6.90
50 4.03 2.46 1.20 1.03 1.10 1.42 4.85 10.24
100 2.46  1.88 1.11 1.04 1.05 1.29 6.95 11.39
200 2.55 1.60 1.08 _1.01 1.04 1.23  3.91 11.29
400 1.63 1.16 1.03 1.0t 1.01 1.09 2.87 8.04

Trotz geringfiigiger Abweichungen, vor allem fiir groBe p , bestidtigt
Tabelle (3.6) die fritheren Ergebnisse. Fiir absolut groBe 0o und kleinme T
ist OLS trotz Satz (3.7) sehr ineffizient, und diese Ineffizienz nimmt
sogar filir hohe positive p mit wachsendem T zundchst noch zu. Auch alter-
native Effizienzmafe fiithren zu keiner anderen Aussage. Damit bleibt als
Hauptergebnis dieses Abschnitts festzuhalten, daB fiir bestiﬁmte Parameter-—
konstellationen die praktische Relevanz von Satz (3.7) erst bei sehr

grofen Stichproben einsetzt.
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d) Diskussion

Ein bemerkenswertes Teilergeﬁnis dieses Kapitels ist die flir T » =
verschwindende relative Effizienz des Erste-Differenzen Schitzers FD.
Auf diese Konsequenz von Trend in den hier betrachteten Modellen weist
schon HANNAN (1960, S. 115) hin. In scharfem Gegensatz dazu steht die
bei gegebenem T gegen Eins strebende Effizienz von FD relativ zu GLS
fiir den Fall wachsender StSrgrdBenkorrelation. Das folgt fiir das ein-
fache Modell aus Abschnitt a) aus (3.15) und wird in Anhang b fiir beliebige
Regressionsmodelle mit festen Regressoren und AR-Stdrgrdfen gezeigt.
Dort erweist sich aber auch, daB AR(1)-StSrgrdBenprozesse im wesent-
lichen die einzigen AR-Prozesse sind, flir die man dieses Ergebnis bei
zunehmender Korrelation erster Ordnung der StdrgrdRen erwarten kann.

Trotz geringer relativer Effizienz wird FD gerade bei trendbe-
hafteten Variablen oft als Alternative zu OLS empfohien (GRANGER
und NEWBOLD, 1974; NEWBOLD und DAVIES, 1978). Diese Empfehlung beruht
aber nicht auf Effiz?enzﬁberlegungen in einem korrekt spezifizierten
Modell, sondern auf der grdBeren Robustheit von FD gegen die filsch-
liche Konstatierung eines nicht vorhandenen Zusammenhangs zwischen
abhingigen und unabhingigen Variablen (spurious regression, nonsense
regression). Bei Trend in abhingigen und unabhingigen Variablen
wird OLS (nicht aber FD) in der Regel auch ohne jeden Zusammenhang
hohe Parameterwerte und ein hohes R2 liefern (GRANGER und NEWBOLD, 1974).
Diese geringere Anfdlligkeit von FD gegen ungerechtfertigte "Schitzung"
nichtvorhandener Zusammenhinge muB aber von Effizienzﬁberlegungen in
einem korrekt spezifizierten Modell auseinandergehalten werden.

Eng verwandt mit Effizienziiberlegungen zu FD ist die in der

Literatur vieldiskutierte Frage, ob bei AR(1)-StdrgrdBen die erste
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Beobachtung des fiir GLS implizit transformierten Modells beriicksichtigt
werden soll oder nicht (d.h. GLS versus COT). Obwohl in der Regel fir

T + » vernachlissigbar, bewirkt die erste transformierte Beobachtung bei
festem T und trendbehafteten Daten einen grofen Effizienzgewinn, wie

in Abschnitt a) und von MAESHIRO (1976) gezeigt. PARK und MITCHELL
(1980) bestitigen das mit Hilfe von Monte Carlo Experimenten auch fiir
andere Trendvariable, sowohl fiir bekannte als auch fiir aus den Daten
geschitzte ¢ . Analoge Resultate liefert auch MAESHIRO (1980) fiir

SUR (seemingly unrelated regresssion) Modelle. MAESHIRO (1979) gibt
sogar fiir eine Reihe typischer Variablenverliufe konkrete Formeln fiir
die Effizienzunterschiede an, und POIRIER (1978) stellt Methoden zur
nachtriglichen Berechnung von GLS-Schdtzungen aus gegebenen COT-Schitz-
werten bereit. TAYLOR (1981) schlieflich diskutiert Bedingungen, unter
denen die erste transformierte Beobachtung auch fiir T > ® von Bedeutung
bleibt.

Das in b) untersuchte Modell #hmelt der autoregressiven Beziehung

V. = 81 + Bz Veop T Y (3.53)

fiir den Fall 82 = 1 . Das normierte zweite empirische Moment des Re-
gressors verhdlt sich dann genauso wie im Modell (3.21). Wegen mangelnder
Unabhingigkeit von Regressoren und StdrgridBen ist die asymptotische
Verteilungstheorie hier aber wesentlich komplizierte; (ANDERSON, 1959;
RAO, 1978; EVANS und SAVIN, 1981). Insbesondere ist (3.41) auch bei
unabhingigen u, nicht mehr asymptotisch nofmalverteilt (DICKEY und FULLER,
1981). WHITE (j958, 1959) und RAO (1961) schlieBlich untersuchen auch

die asymptotische Verteilung von OLS in (3.53) fir 182{ > 1, d.h.

den Fall des in der vorliegenden Arbeit ausgeschlossenen exponentiellen

Trends.
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Verallgemeinerungen der Ergebnisse aus b) bieten sich in verschie-
dene Richtungen an. Zunidchst ist das Analogon von Satz (3.5) auch auf
mehrere exogene Variable zu ibertragen, von denen einige oder alle
ARIMA-Prozesse sein mdgen. Zum Beweis der asymptotischen Normalvertei-
lung von GLS ist allein die Geltung von (2.22) fiir die Regressoren des
transformierten Modells nachzuweisen.

Verallgemeinerungen von Satz (3.7) scheinen mdglich fiir (i) ARIMA
(p,d,q)-Prozesse mit d > 1, (ii) multiple statt bivariate Regressionen,
und (iii) Stérgraﬁenprozeése mit beliebiger stetiger Spektraldichte.

Die Beschrdnkung auf d = 1 bei den ARIMA (p,d,q)-Regressorpro-
zessen ist allein durch die.fundamentale beweistechnische Bedeutung
von Lemma (3.6) bedingt. Die rege Diskussion des Grenzverhaltens
empirischer Korrelationskoeffizienten bei ARIMA~Prozessen (WICHERN,
1973; ROY, 1977; ANDERSON, 19793 HASZA, 1980; ROY und LEFRANCOIS, 1981)
148t abégberwarten,.daﬁ (3.42) auch fiir ARIMA (p,é,q)—Prozesse mit
d > 1 gezeigt werden kann. In diesem Fall wire Satz (3.7) unmittelbar
zu verallgemeinern.

Dagegen erscheint eine Verallgemeinerung der hier gebrauchten
Beweistechnik auf multiple Regressiomen nicht ohne weiteres mdglich.
Der Beweis von Satz (3.7) benutzt gntscheidend die Darstellungen (3.26)
bzw. (3;33) der OLS bzw. GLS-Schitzung fiir Bz, eine nicht ohne weiteres
auf multiple Regressionen iibertragbare Mdglichkeit.

Eine Erweiterung von Satz (5.7) auf StdrgrdBenprozesse mit be-
liebiger stetiger Spektraldichte schlieBlich bietet sich an auf dem
Umweg {iber eine AR(m)-Approximation, énalog zu GRENANDER (1954). Je-
doch ist die dortige Vorgangsweise wegen des stochastischen Charakters
der hier vorliegenden Regressoren nicht ummittelbar zu {ibertragen, und

andere L3dsungsversuche haben noch nicht zum Ziel gefiihrt.
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4, TREND BEI FEHLERN IN DEN VARIABLEN

a) Modell und Schitzverfahren

Okonometrische Modelle mit Fehlern in dem Variablen stoBen in
jingster Zeit, nach einer langen Periode relativer Vernachléséigung,
wieder auf zunehmendes Interesse. Ohnehin wurde die Bedeutung von MeR~-
fehlern in nahezu allen Skonomischen Variablen kaum jemals bestritten,
und standen vor allem technisch—statistische Probleme einer grdBeren Ver-
breitung im Wege.

In diesem Kapitel werden die Auswirkungen von Trend in den exo-
genen Variablen auf die asymptotischen Eigenschaften einiger Schitz-
verfahren in der funktionalen Variante des Fehler—in-den-Variablen

Modells untersucht. Ausgangspunkt ist die Gleichung
v ='B Z_ o, * v + Bz o+ €, (e=1,2,... ) , (4.1)
oder kompakt in Matrixschreibweise (fiir einen Stichprobenumfang T)
y=28 +¢ . (4.2)

Dabei bezeichnet y in Fortfilhrung der bisherigen Schreibweise den
Tx1-Beobachtungsvektor der abhingigen Variablen, Z eine nichtstochas-
tische TxK-Matrix (T2K; Rang(Z)=K) von Werten der exogenen Variablen,
B den zu schitzenden Kxl-Parametervektor, und € den Tx1-Stdrgrdfen—
vektor der Regressionsgleichung.

Im Gegensatz zum Standardregressionsmodell seien gewisse Spalten



von Z nunmehr durch zufidllige Beobachtungsfehler gestdrt, d.h. an

Stelle von Z = (2(1):2(2>) wird X = (X(1):X(2)) beobachtet, mit

X(1) = 2(1), X(z) = 2(2) + V(Z) und einer Tsz-Zufallsmatrix V(z)

(0 = K2 < K). Mdgliche MeRfehler bei Ve seien dagegen in €, enthalten.

3= gD Py

sei die analoge Zerlegung von R. Mit V(1) =0,

vV = (V(1):V(2>) und X = Z + V gilt dann

g1
= @M@ - v { ] . e

B(2)
B(1) .
_ (Xu):x(z)) s e - yBgD
B(2)
= XB +u (4.3)
mit
u = e -yPp®@ (4.4)

(4.3) entspricht der Standardnotation aus Kapitel 2 und liegt der

OLS-Schitzung von S zugrunde.

(2) (2)

Fiir die Zeilen v, von V' 77 wird E(vt<2)) = 0 und

2 ]
Et (2) OE W )
E{ v (2, (et,vt )} = Q = T (regulir) (4.5)

W
t

vorausgesetzt. Zusidtzlich seien (Et,v (2)) und (ss,vs(z)) fiir s # t

t

unabhingig, mit identischer Verteilung. Das entspricht den Standard-
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annahmen im vorliegenden Modellzusammenhang. Unter der zusdtzlichen

Standardannahme

limT+mT-1Z'Z = Q* (regulir) (4.6)

ist BOLS = (X'X)-1X'y wegen

0
E(T 'X'u) = o * 0 4.7
w=-28
(auRer fiir eine Parametermenge von Lesbesgue-Maf 0) damit im allgemeinen
nicht mehr konsistent.

Zur Illustration betrachte man das weiter unten auch zur Simulation

verwendete bivariate Modell

Vo = Byt Bz g
= 81 + BZXtZ + ut‘ (t=1,2,... ) ' (4.8)
_ . (1 1 : 2
mit u, =€ - 82Vt . Hier ist Z ) X( ) - (1,1,...,1)', Z( ) .
(2) (2) 1 2
TR R S R COPPRI LI: S M G
K =2 und K2 = 1 . Zur Vereinfachung sei weiter E(vtet) =0 .
In diesem einfachen Modell reduziert sich (4.6) auf 0 < m =
. -1 —
lim, T Z(ztz-zz)2 < =, Daraus folgt aber
0 < m :=pli T_1Z(x -x. )2 = m_ + 0?2 (4.9)
XX ) t2 72 zz v :

und
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-1 -__
~ T Z(x_.-x.)u
. oLs__ \ _ .. £2 %0
p].:.mT_>oo (82 82) = le_m,r_)_oo T_1Z( ——
Xy 97¥y)
2
- - BZGV
m + 02
zz v
= 0

(4.10)

(auBer fiir 82 = 0), d.h. die Inkonsistenz von OLS. Dieses Ergebnis iét
wohlbekannt (fiir neuere Diskussionen siehe etwa SCHONFELD, 1971, S. 105;
THEIL, 1971, S. 608; SCHNEEWEISS, 1971, Abschnitt 7.2.1; 1981, S.48:
SCHNEEWEISS und MITTAG, 1984, Abschnitt 3.2.1) und zeigt insbesonders,
daB OLS den Absolutbetrag des Steigungskoeffizienten in diesem einfachen
Modell systematisch unterschitzt. Diese asymptotische Verzerrung nimmt
aber mit wachsendem Grenzwert des zweiten empirischen Moments der un-—
abhingigen Variablen ab, was als Plausibilitdtsiiberlegung zu der weiter
unten zu zeigenden Konsistenz von OLS im Trendfall (d.h. unendlichen
Grenzwerten der zweiten empirischen Momente) herangezogen werden kann.
Alternative und auch unter (4.6) konsistente Schidtzverfahren
unterscheiden sich vor allem durch die zur Schitzung von B herangezo-
gene Zusatzinformation. Dabei soll filir die vorliegende Untersuchung
offen bleiben, aus welchen Quellen diese Kenntnisse stammen. Zwel dieser
Verfahren, die sogenannte "Korregierte Kleinst-Quadrate Methode"
(im weiteren CLS fiir "Corrected Least Squares'; siehe MADANSKY,
1959; THEIL, 1971, S. 614; SCHNEEWEIB, 1976; KETELLAPPER, 1982,
1983) und GLS (siehe SCHONFELD, 1971, Kap. 7) werden im weiteren

mit OLS verglichen.
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CLS setzt die Kenntnis bzw. konsistente Schitzbarkeit von
2 (der in (4.5) definierten Kovarianzmatrix der MeBfehler der exo-
genen Variablen) voraus. Mit

o e (D (D, (D (2 {0 0

ist diese Schitzung gegeben durch

~CLS

8 = @xx-T10)"!

X'y . (4.11)
Offenbar ist éCLS bei fehlerfreien Beobachtungen mit OLS
identisch und fiir w = 0 auch konsistent (siehe SCHNEEWEISS, 1976).
In SCHNEEWEISS und MITTAG (1§84) wird CLS auch als V-Schitzung,
GLS als P-Schitzung bezeichnet.
" Die GLS-Schitzung éGLS fiir B beruht auf der Kenntnis vsn z (bis
auf eine skalare multiplikative Konstante) und ist definiert durch

T (2), =1, -
I CRR P E

t,'vé”)' = mint (4.12)

mit der Nebenbedingung

g = X(1)B(1)GLS . (X(z) _ V(Z))é(Z)GLS re . (4.13)

Dieses Minimierungsproblem, mit den Variablen g, V(z) und BGLS =

~(1eLs, ; G .
(B( ) ',5(2) LS,),, bleibt unter skalarer Multiplikation von I in-

variant. Im allgemeinen fiihrt es nicht zu einem geschlossenen Ausdruck
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fir BGLS. Bei normalverteilten Fehlern und Stdrgrbfen liefert BGLS zu-

gleich die Maximum-Likelihood Schitzung fir B. Einzelheiten dazu sind
etwa bei SCHONFELD (1971, S. 114-118) nachzulesen. Wie man weiter sofort
sieht, wird auch durch das in (4.12) und (4.13) gegebene Minimierungs-
problem fiir V(z) = leer (keine Fehler in den exogenen Variablen) ge-
rade die OLS-Schdtzung éOLS definiert.

Konsistenz und asymptotische Normalverteilung unter (4.6) werden
von SCHNEEWEISS (1976) fiir %CLS und von MALINVAUD (1981, Kapitel 10)
fir EGLS gezeigt. Im weiteren stehen analoge iberlegungen fiir demn Fall
trendbehafteter exogener Variablen im Mittelpunkt. Dabei wird an Stelle

von (4.6) lediglich das Analogon von (2.7) und (2.8) vorausgesetzt, in

der Notation dieses Kapitels

2 T 2
maX, o op Zpy / Zt=1 2oy — 0 (k=1,...,K) (4.14)
und
DT-1Z'Z DT"1 —> Q (regulir) (4.15)
mit D, = diag( Hz.1H ,...,HZ.K{I) . Wegen Satz (2.1) folgt daraus
DXy gesT See T O (4.16)

1

mit Cer als t'tem Diagonalelement in Z(Z'Z) 'Z' . Entsprechend der

Vereinbarung (2.20) ist ferner Trend in der i'ten exogenen Variablen

definiert durch
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z l — = . (4.17)

Die Annéﬁmen (4.14) und (4.15) bilden die Grundlage der asympto-

- tischen Resultate dieses Kapitels und.auch von Kapitel 5 zu Simultanen

Gleichungssystemen. Obwohl per se nur Verallgemeinerung von (4.6), sind
damit im Verein mit (4.17) einige unerwartete Implikationen verkniipft.
Bei mehr als einer trendbehafteten Variablen unter den Regressoren
beinhaltet (4.15) Restriktionen zu den Abweichungen vom Trend, die be-
stimmte Variablenverliufe ausschlieBen. Zur Illustration betrachte man

den Fall K = 2 und

Z,4 =t Z, =t + cos(me)  (t=1,2,... ) . (4.18)

Beide Variablen erfiillen (4.14) und (4.17), aber

eine singulire Matrix. Damit ist (4.15) verletzt und sind Fille wie
(4.18) durch die folgenden Sitze nicht erfaBt.

(4.15) fordert damit etwa, daB bei linearem Trend und mehr als
einer trendbehafteten Variablen unter den exogenen Variablen des
Modells die Abweichungen vom Trend mit hdchstens einer Ausnahme
selbst trendbehaftet sein miissen (d.h. nicht beschrinkt bleiben

dirfen) . Bei unterjihrigen Daten sind derartige Variablenverliufe



66

mit trendabhingigen additiven Abweichungen vom Trend bei Saison-—
bereinigungsverfahren mit multiplikativer Saisonfigur immer impli-
zit unterstellt, aber auch in Modellen mit additiver Saisonfigur
zuweilen explizit zugelassen (WINCKLER, 1970; KRAMER, 1979). Ein

Beispiel ist

2 = t; Z,, = t + tcos (mt) . (4.19)
Hier gilt
-1/2
-1_, -1 1 2
Dp 2°T Dp g [2—1/2 1 ]

und (4.15) ist erfiillt. Auch bei polynomialen Trends abweichender
Ordnung sind (4.14), (4.15) und (4.17) durchaus vereinbar (GRE-
NANDER und ROSENBLATT, 1957, S. 245; EICKER, 1967, S. 64).
Letztendlich muB jedoch die Skonomische Realitdt iiber die
Brauchbarkeit der hier getroffenen Annahmen entscheiden. Daher werden
im Anhang dieser Arbeit eine Reihe trendbehafteter Zeitreihen auf
ihre Vertriglichkeit mit obigen Annahmen untersucht. Als vorliufige
Illustration gibt Schaubild (4.1a), entnommen aus JOCKEL (1982,
S. 371), einen typischen hier zugelassenen Kurvenverlauf wieder,
entstanden aus von HEILER (1980) untersuchten Monatsdaten zum
Nettoproduktionsindex der westdeutschen Bekleidungsindustrie.
Bei Jahresdaten kann man derartige streng periodische Trend-
abweichungen natiirlich nicht erwarten, aber auch hier sind zunehmende
Abweichungen von einem langfristigen Trend nicht ausgeschlossen.

Schaubild (4.1b) gibt zur Illustration die ersten 120 Werte einer
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SCHAUBILD (4.1a): Monatsdaten zum Nettoproduktionsindex der

westdeutschen Bekleidungsindustrie

200¢

40t

1963 1970 1978

der lingsten bekannten Skonomischen Zeitreihen wieder, des von
Beveridge zusammengetragenen Weizenpreis-Index' (entnommen aus
ANDERSON, 1971, S. 623-626). Auch hier sind Zyklen mit zunehmender

Amplitude unschwer auszumachen.



SCHAUBILD (4.1b): Der Beveridge Weizenpreis-Index

=100

1500 1550 1600

Vorerst sei jedoch die Diskussion der Realitdtsndhe unserer
Annahmen zuriickgestellt und nochmals auf deren implizite Konse-

quenzen hingewiesen.
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b) Konsistenz und Effizienz von OLS

Im weiteren seien trendfreie Variable durch ein Superskript a,
trendbehaftete Variable durch ein Superskript b gekennzeichnet. Z sei

nach den Kriterien exakt/fehlerbehaftet und trendfrei/Trend zerlegt in

(Z(1a):z(1b):Z(Za):z(Zb)) ) (4.20)

(1a)

Damit faBt etwa Z die trendfreien und exakt gemessenen Spalten von

Z zusammen. Entsprechend seien auch V y X DT und I zerlegt. So

wird etwa (4.5) in ausfiihrlicher Schreibweise zu

t
- 2a), : 2 2b) -
T = E{ vé 2) ( et,vi a)’ é ) }}

(2b),

v
t

O.é w(a)v w(b)v .

= W3 glad) g(ab) : (4.21)

LB J(ba)  (bb)

SATZ (4.1):,2(23) leer (alle fehlerhaften Variablen enthalten
Trend) = BOLS ist (schwach) konsistent. Unter der Zusatzvoraussetzung
T—1/2Déa) — ﬁ(a) (regulir) (4.22)

(eine Verschidrfung von (4.15)), und abgesehen von einer Parametermenge

vom Maf 0, gilt auch die Umkehrung.
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(2a)

BEWEIS: Sei zundchst Z'~ leer, d4.h.
Déla) .
(1b)
DT DT
0 D(2b)
T

Dann gilt

~

LS _ g L x'm) k'
- "o x'm o Tk (4.23)
T YT ¢ T
mit
0. 'x'w = 0. 'z'u + D Wiu = 0 (D (4.24)
T T T p . .

Die letzte Behauptung folgt dabei umnmittelbar aus DT‘1V'u 25 0

und der Konstanz der Varianz aller Kompomenten von DT Z'u . Wegen

Z(Za) = leer priift man weiterhin leicht nach, da8

. Moo =1 L =1
pllmT+m DT X'X DT = llmT+m DT z2'Z DT =Q, (4.25)

woraus wegen DT(X'X)_1DT 2, Q-1 < @, DT_1 —— 0 und (4.23) die

Konsistenz von OLS sofort folgt.

Sei nun umgekehrt Z(Za) nicht leer, und zusitzlich existiere
=(a) _ 4. -1/2_(a) v . .
D = llmT+m T DT (regulir). Dann gilt (4.25) nicht mehr, aber
pli p 'wxp.! =q+Rr (4.26)
i Tt T

ist weiterhin regulir. Dabei ist R eine Blockdiagonalmatrix mit
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E(Za)—lﬂ(aa)ﬁ(Za)-1 als einzigem von 0 verschiedenen Block. Man

arrangiere ferner die Spalten von Z und X dergestalt um, daf die trend-
freien Komponenten zusammenhingende Teilmatrizen bilden, d.h. Z =
(z(a):z(b)) und X = (X(a):X(b)). Mit diesen Vereinbarungen 1i8t sich

(4.23) schreiben als

PlSg - {T1/2DT_1}{DT(X'X)—1DT}{T_1/ZDT_1X'u} , (4.27)
wobeil
7!/2p_ ! T o ] (4.28)
T 0 0 ? *
DT(X'X)-1DT 25 (R < w , (4.29)
und _ .
-1/2, =1, -1/2_ -1, -1/2_ -1_,
T DX R A e N
—2 1in ") plinr v
- 5(a>-1 plim(T_1V(a)'u)
0
2 0 . (4.30)

Die letzte Ungleichung, aus der die Inkonsistenz von OLS unmittelbar

folgt, ergibt sich dabei aus

(22, . (@ _ glaa)g(2a) _ o(ab)(2b) (4.31)

(bis auf eine Parametermenge vom Lesbesgue-MaB 0) . q.e.d.
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(4.22) bedeutet in der Tat eine Verschdrfung von (4.15), wie etwa

-1/2

das Beispiel z;, =t zeigt. Diese Folge erfiillt (4.14) und steht
auch (4.15) nicht im Weg, aber th1 zii = 0(1n(T)), d.h. T-1/2{lz°il
=(a)

—> O und D ist singuldr. Allerdings ist die Regularitdtsbedingung
fir E(a) allein durch die oben gewdhlte Beweistechnik bedingt und
mdglicherweise iiberflissig.

Wie der Beweis fermer zeigt, wird (4.14) fir die Konsistenz von
OLS an keiner Stelle gebraucht. Diese ist damit durch Satz (4.1) auch
fiir nicht langsam wachsende Regressoren, etwa exponentielle Trends,
gezeigt, sofern nur die restlichen Bedingungen erfiillt sind. Zur Her-
leitung der asymptotischen Verteilung von OLS spielt (4.14) aber eine
zentrale Rolle. Diese asymptotische Verteilung wird im weiteren nur

fiir konsistente OLS-Schitzungen betrachtet, da andernfalls eine OLS-

Schitzung wenig sinnvoll erscheint.

SATZ (4.2): Sei Z(Za) leer, und es gelte (4.14) und (4.15). Dann
gilt
8% - & —Eo N0, 020Th (4.32)
und diese Grenzverteilung ist identisch mit der von DT(BGLS - R) uand
~CLS
DT(B 8) .

BEWEIS: Man hat
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~OLS _ _ von =1y
(8 B) = Di(X'®) X'u
= o.z'n) 2w o+ oL@ . -0.z'2)" .} b x'u
T T T T T’ P
+ pz'2) o0 k' - 0.z} (4.33)
T T T , .

Die Ausdriicke in geschweiften Klammern verschwinden dabei fiir T - «

wegen (4.25) und

Agr o = -1
Dy X'u - D T

-ty oy =l . y
Wegen D, X'u = OP(1) und DT(Z Z) DT Op(1) verschwinden damit

alle Summanden in (4.33) aufler DT(Z'Z)-1Z'u . Dieser Ausdruck ist aber

der normalisierte Schdtzfehler im Modell y = Z 8 + u , fiir den wegen

Satz (2.3) und (2.28) gilt, das

D

[ATNLAN N(o,o§Q'1) . (4.34)

DT(Z'Z)

Damit ist (4.32) bewiesen. Zum Beweis des zweiten Teils von Satz

(4.2) wird gezeigt, daB

(8% - %5 By o (4.35)
und
~OLS ~cLs) -£» 0 . (4.36)

DT(B - B
Dabei folgt (4.36) sofort aus

'@z -7y gy

~0LS  4CLS ron
DT(B - 87 Dy {x'%)

rey= 1 1oty moym ~Iv=11n =
{DT(X X) Dy - (Dp X'D-TWD, ) 1D

o
'S
<
n

o (1 d
p( )  un
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1 1

{DT(X'X) D. - (DT(X'X—TQ)DT

T y b2y o (4.37)

Zum Beweis von (4.37) beachte man, daf
1 -1

-1 v o o - - '
DT (X'x TQ)DT = D X'XD

wobei D. X'X D -1 £, Q (wegen (4.25)), und

die zu den von 0 verschie-

T1/2

(da fiir diejenigen Diagonalelemente von DT’

-~

denen Zeilen und Spalten von § gehSren, nach Vorausetzung DT ../

,1i
1/2

— «, d.h. T /DT .. —> 0).

11

Der Beweis von (4.35) erfordert einige zusitzliche Uberlegungen.

Dazu sei (8(1)',8(2)')' die in (4.3) vereinbarte ZBrlegung von B

(1):X(2))

entsprechend der Aufteilung X = (X in korrekt gemessene und

gestdrte exogene Variable. Nach SCHONFELD (1971, S. 117) ist dann

é(Z)GLS gegeben durch
-1
(W - uz) é(z)GLS = 0 (4.38)
mit -
§v§ §|X(2)
w = ~ ~ - s
MO PCIRNE)
5 =y - xD Mgy D
;:(2) - X(Z) - X(1)(X(1)‘X(1))—1X(1)'X(2) ,

U kleinster Eigenwert von P W P’ ,
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-1 o '
p reguldr mit P'P =} und I = l
-w 2
Daraus folgt sofort
Andererseits gilt
g(2oLs (§(2),§(2))-1§(2),§ , (4.40)
d.h.
DT(z)(é(z)GLs _ é(Z)OLS)
= {Déz)'1 (2(2)'2(2) - uQ)Déz)_1}_1 Déz)—1(§(2)'§ - Hw)
_ {Dé2>_1 x(2)15(2) D§2>—1}—1 D§%>“§(2)'y
={(D§2>-1(§(2),§<2> - UQ)DéZ)-1)-1 - <D§2)“§(2>'i(Z)D§2)“>“1}
- Dr§?2)—1 (;('(2) vi" - Uw)
—25 0 . (4.41)

Zum Beweis dieser letzten Behauptung beachte man, daR

_ s a'PwP'a _ . b'WB
U = min — = min o R
a b b'P (P )

mit von Null verschiedenen Vektoren a und b = P'a . Fiir b = (1,—8(2)')f

liefert dies

u < lu - X(1)(X(1)'X(1))—1X(1)'u]]2/ b'Zbh = O(T) = o(Déz))
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(komponentenweise), d.h. in (4.41) verschwinden die Ausdriicke in ge-
schweiften Klammern fiir T -+ . Wegen stochastischer Beschrédnktheit der

{ibrigen Ausdriicke folgt daraus aber die Behauptung.

Es bleibt noch zu zeigen, daR auch

Dé1) (é(1)OLS _ é(1)GLS) P, 5. (4.42)

Dazu beachte man (siehe SCHONFELD, 1971, S. 116), daB

A

1
BDGLS | (1)1 (D=1 (1)1 (0 (D) l_g(Z)GLS] :

wiahrend

X 1
BODOLS (D) (1) =15 (1) (4 (D) [_é(Z)OLS] ’

d.h.

oD (BOLS _ paLs,

(1)—TX(1),X(Z)DéZ)—1Dé2).(é(Z)OLS-é(Z)GLS>.

_ oD (D) (1) =1 (1)
=Dy (X°7'X7) T DDy

Da Q-‘1 = plimT_mDT(X'X)_1DT regulir, existieren auch

(1) (g (D g (D=1 (1)

plimp,, Dy Pr B
und
plin,_ Dé1)-1x(1>,x(2)D;z>—1 < w

éZ)(é(Z)OLS _ gldeLsy o,

woraus (4.42) wegen D 0 sofort folgt und was

den Beweis des Satzes komplettiert. qg.e.d.
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Zur Konstruktion von OLS-gestiitzten (asymptotischen) Signifikanz-
tests und Konfidenzintervallen bleibt noch die Konsistenz der OLS-
Schitzung fiir 03 zu zeigen. Wegen Korrelation von Regressoren und Stdr—

grdBen ist Satz (2.4) hier nicht anwendbar.

SATZ (4.3): Unter (4.14) und (4.15), und fiir Z(2a) = leer, gilt
s = (y-XBOLS)'(y-XBOLS)/(T-K) 2, Gi . (4.43)

BEWEIS: Wegen

2 1 osiu - == u'x(x'x) !

L, L}
T-X Tk ¢ X'u

und u'u/(T-K) —E— Gi reicht es wie im Beweis von Satz (2.4) zu zeigen,

1

daf u'X(X'X)" X'u/(T-K) 25 0 . Dies wiederum folgt wegen

(1-0) lurrx'n) "kt = (T-K)_1/2u'XDT—1{DT(X'X)_1DT}DT-1X'u(T—K)_1/2
(4.44)
-1
1 —
und DT(X X) DT = Op(1) aus
-0 V27! 25 o . (4.45)

T

(a):

Zum Beweis von (4.45) zerlege man X = (X X(b)) in trendfreie

und trendbehaftete Spalten, mit

(T—K;l/zu'XD -1 _ {(T_K)-T/Z

(a) . (a)-1.
T D :

T
IERPIOME

u'xX
(T-K)~

‘ (T-K)“u'v(b><D§b)/(T-K)1/2)“ . (4.46)
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Nach Voraussetzung ist X(a) = Z(a) fehlerfrei, d.h.
u'X(a)S;)-1 = 0,(1) und (T—K)-1/2u'X(a)Déa)_1 -2, 0 . Das gleiche

Argument liefert auch die Konvergenz gegen Null des zweiten Terms.

Der letzte Term in (4.46) schlieBlich verschwindet wegen (T--K)-1

1/2)-1 D

(T—K)_1u'v(b) = 0p(1) und (Déb)/(T-K) — 0 . qg.e.d.

Eine letzte Zusatziiberlegung wird durch den Umstand ndtig, daB

DT als Funktion der unbeobachtbaren Kompomenten von Z selbst ebenfalls

-~

nicht beobachtbar ist. Stattdessen kann jedoch DT verwendet werden,
mit

Y T 2 (1/2

T,ii =1 %pi : (4.47)

Unter den Voraussetzungen von Satz (4.2) gilt
L

_1 p
DD —-— I, (4.48)

-~

= ~0LS _ -1 ~0LS ~OL
d.h. DT(B - B) = DTDT DT(B ~ B) und DT(B

S . B) haben die

gleiche Grenzverteilung. Als Fazit von Satz (4.2) und Satz (4.3) er-
hilt man damit, daB auch bei Fehlern in den Variablen, sofern alle
fehlerbehafteten Variablen einen Trend aufweisen und die Annahmen dieses

Kapitels gelten, verfahren werden kann wie im Standardregressionsmodell.
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c¢) Simulation

Analog zu Kapitel 3 erfolgt nun eine Monte-Carlo Uberpriifung
der Aussagekraft obiger Resultate in endlichen Stichproben. Alle
Experimente wurden wiederum mit dem Sperry-Univac 1100 Rechner des
Instituts fiir Hbhere Studien'durchgefﬁhrt, unter Verwenduﬁg eigener
Fortran-Programme und mit den gleichen Bibliotheks-Routinen zur Er-—
Zeugung von Pseudo-Zufallszahlen wie in Kapitel 3.

Grundlage aller Experimente ist das bivariate Modell (4.8), mit
Ve = By ¥ Byzp v B T By Byxip Uy, Xy Sz, vV, u S
g - Bzvt , und

E(vtet) =0 . (4.49)

Dieses einfache Modell erlaubt eine im Vergleich zu multiplen Re-
gressionen dichtere Uberdeckung des relevanten Parameterraumes und
insbesondere auch eine Konfrontation von Monte Carlo Ergebnissen mit
analytischen endliche~Stichproben Resultaten der einschligigen Litera-—
tur. Wie in 3 c¢) stehen dabei wiederum die Schitzungen fiir den Stei-
gungskoeffizienten 82 im Mittelpunkt.

Ein weiterer Vorteil dieses einfachen Modells ist die Existenz
geschlossener Ausdriicke fiir alle betrachteten Schitzverfahren. OLS

liefert wie in (3.26)

~0LS

S RN X e Il (x % ?

1(xt-x) , (4.50)

A

die Formel (4.11) zur Berechnung von BCLS reduziert sich auf
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T — —
s | Te= B0 Oy

Bz K . T
’ Tt=1

s 4,51
(x -E)z - To? ( )
t v

und fiir GLS erhilt man (siehe etwa SCHNEEWEISS, 1980, S. 55)

T = =2 2012
aeLs _ A+ (AT L, (=0 (7 7y))" + A7) (4.52)
2

2 1.5 (2,0 (v,

. T S ey _ 2,2 .

mit A = Zt=1(yt y) k2t=1(xt X) und A = Us/cv . Fiir
E(vtet) = 0 liuft die fiir GLS ndtige Kenntnis (bis auf eine skalare
multiplikative Konstante) der Kovarianzmatrix £ aller Fehlerterme des
Modells gerade auf die Kenntnis von A hinaus.

Wie in Kapitel 3 geschieht der Vergleich der Schitzverfahren
an Hand verschiedener Kriterien, mit Schwerpunkt auf den durch Monte
Carlo Simulationen gewonnenen empirischen Mittleren dﬁadratischen

~0LS ~CLS

Abweichungen (MSE(B2 Y, MSE(BSLS),und MSE(B2 )). Fiir €, und v

unabhingig und normalverteilt geben RICHARDSON und WU (1970) exakte

Formeln fiir Verzerrung und Varianz von OLS, woraus sich fir MSE(B?LS)

ergibt (5. 742):

~0LS _ ~OLS 2
MSE(B2 Y(a) = E (Bz 52)
o2
B2 (B2 L= - (1w + (19 G- 1))
277 T 3 J
27v
-w T T
e M(E— 1,-2-,W)} . (4.53)
.. T -2 2 . ..
Dabei ist w = Zt=1(zt -z) / ZGV , und M( , , ) steht fiir die in

in der Verteilungstheorie Skomometrischer Schidtzverfahren des Ofteren

bendtigte Confluente Hypergeometrische Funktion (siehe SLATER, 1965).
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Der Index (a) dient zur Unterscheidung von den aus Monte Carlo
Simulationen gewonnenen empirischen Mittlereﬁ Quadratischen Abwei—
chungen, die im weiteren mit einem Index (e) bezeichnet werden.

Da fiir M( , , ) auBer in Spezialfillen kein numerisch leicht
zugdnglicher geschlossener Ausdruck existiert, wurde M(T/2 - 1, T/2, w)

durch die Rekursion

e ¥ M(T/2 -1,T/2,w) = %3 (1 = e " M(T/2 =2,T/2 -1,w))  (4.54)

mit dem Startwert e " M(0, 1, w) = e © berechnet (T gerade) . Fiir
ungerade T ist der Startwert e © M(1/2,3/2,w) nicht ummittelbar
anzugeben.

(4.53) erlaubt eine Effizienzsteigerung der direkten Monte

Carlo Schitzungen MSE(ngé)(é)~nnd‘MSE(BgLS)(e) durch Verwendung von

Kontrollvariablen (siehe etwa HAMMERSLEY und HANDSCOMB, 1964, g. 59 ).

Sei allgemein £ eine Monte Carlo Schitzung fiir einen skalaren Para-

meter £, und O eine weitere Monte Carlo Statistik mit bekanntem

Erwartungswert 6. Bei direkter Simulation (d.h. & = %215151 ist das

arithmetische Mittel von N in unabhingigen Wiederholungen gewonnenen

Einzelwerten einer Pseudo-Zufallsvariablen mit Erwartungswert £) ist

A

€ eine erwartungstreue Schitzung fiir £. Jedoch ist €(C) =£-6+90

ebenfalls erwartungstreu, und hat fiir

coV(g, g) > %-var( 8) ‘ (4.55)

~

eine kleinere Varianz. 6 - 6 wird dabei Kontrollvariable genannt.

Die im weiteren verwendete Kontrollvariable ist MSE(BgLS)(a)—

MSE(BgLS)(e), die Differenz der mit (4.53) analytisch berechneten und

der durch direkte Monte Carlo Simulation geschitzten mittleren qua-



82

dratischen Abweichung wvon OLS. MSE(B?LS/CLS)(C) 1= MSE(B?LS/CLS)(e)
~0LS ~0LS . . . . .
- MSE(B2 Y(e) + MSE(B2 Y(a) 1ist damit die mit der Kontrollvariablen
~GLS/CLS

korregierte Monte Carlo Schitzung fir MSE(B2 ).

Ob oder ob nicht das einen Effizienzgewinn bedeutet, hingt von
(4.55) ab. Diese GrdRen sind nicht bekannt, kOnnen aber aus den Si-
mulationsergebnissen geschitzt werden. Wenn immer dadurch ein Effi-
zienzgewinn angezeigt wird, erscheint in den folgenden Tabellen

MSE(BSLS/CLS)(C), ansonsten MSE(BgLS/CLs

A

Y(e). Offenbar liefert die
Kontrollvariable vor allem bei hoher positiver Korrelation der empi-
rischen zweiten Momente einen Effizienzgewinn. Dieser erreichte in
vielen Experimenten einen Faktor von mehr als 10, d.h. statt der
standardmiBigen 200 Wiederholungen wiren fiir die mit Kontrollvariabler
erzielte Simulationsgenauigkeit bei direkter Simulation 10x200 = 2000
Durchginge ndtig gewesen.

Dies gilt mit einer wichtigen Einschrinkung: Im vorliegenden
Modell existiert weder die Varianz von égLS noch die Varianz von
BgLS

Kapitel 3 betont, sind damit die empirischen mittleren quadratischen

(ANDERSON und SAWA, 1982; KETELLAPPER, 1983). Wie schon in

Abweichungen als Schitzungen fiir die (immer existierenden) entsprech-
enden Populationsparameter der bei der grdftmdglichen Maschinen-
konstanten gestutzten Verteilung zu interpretieren.

Das gilt immer und unabhingig davon, ob die Momente der unge-
stutzten Verteilung existieren oder nicht. Implizit wird daher im
weiteren unterstellt, daB bei existierenden Momenten die durch die
Stutzung bewirkte Differenz fiir die Zwecke der vorliegenden Unter-
suchung vernachlissigbar ist (OLS), oder daB bei nicht existierenden

Momenten der ungestutzten Verteilung die Momente der simulierten



0

"

-

83

Verteilung die Variabilitit der ungestutzten Verteilung geeignet
charakterisieren. Analoge Voraussetzungen liegen auch der oft geiibten
Praxis zugrunde, Momente von asymptotischen Verteilungen zur Be-
schreibung von endlichen-Stichproben Verteilungen mit nicht notwendig
existierenden Momen;en heranzuziehen. Dies entépricht auch der Vorgangs-
weisé vergleichbarer Monte Carlo Studien, im vorliegenden Modellzu-
sammenhang etwa KETELLAPPER (1982).

Tabellen (4.1) und (4.2) fassen eine Reihe von Experimenten zur
Uberpriifung der endlichen-Stichproben Relevanz von Satz (4.2) zusam-
men (der asymptotischen Aquivalenz von OLS, GLS und CLS bei Trend in
allen fehlerbehafteten exogenen Variablen).Der besseren Vergleich—-
barkei?rwegen werden fﬁ; jede Parame;erkonstgllatiqn_qur die‘QuOf
tienten der mittleren quadratischen Abweichungen angegeben (unter
Verwendung des exakten Werts fiir OLS und des empirischen bzw durch
Kontrollvariable korregierten Werts bei GLS und CLS). €, und v,
(t=1,...,T) sind normalverteilt, um (4.53) anwenden zu k&nnen. In
allen Experimenten wurde Gé = 10 gesetzt. A =(3§/0§ erhdlt die
Werte 5, 2, 1 und 0.2 , 62 die Werte 0.5, 2 wund 8 (das impliziert
fir ci Werte zwischen 10.5 und 3210). T variiert vom 20 iiber 50,
100 und 200 bis 400. Das ergibt insgesamt 60 Parameterkombinationen
(= 60 Experimente). Diese Parameter wurden nach ihrer mdglichen Bedeu-
tung fir die empiriscﬁe Praxis ausgewihlt, mit Ausnahme von A = .2 . Die
dadurch implizierte fiinfmal gr&Bere Varianz des MeBfehlers im Vergleich
zur Varianz des Fehlers in der Gleichung diirfte in der Skonometrischen
Praxis eher selten sein und wird hier nur mit dér Absicht zugrundegelegt,
das Verhalten der Schitzverfahren auch in Extremsituatiomen zu verfolgen.

Pro Parameterkombination wurden 200 Wiederholungen durchgefiihrt.
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TABELLE (4.1): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen

(zt = t(mod. 20))

82
3 2 g
Ar € 21 A A T 2 3 2, 1 %
. a) MSE(OLS)/MSE(GLS)
20 .98 1.02 1.02, .17  1.24 1.35 1.70 1.82  1.45 1.61 2.37 2.45

50 1.06 1.15 1.58 3.30 2.05 4.15 5.9? 3.11 3.25 5.80 7.76 8.43
100 1.16 2.03 3.13 5.76 3.43 7.31 12.60 23.53 5.03 10.79 18.02 25.38
200 1.31 2.67 6.63 15.50 6.66 15.38 25.21 37.32  9.31 22.43 34.13 34.34
400 2.02 5.41 14.72 30.97 9.78 24.63 50.35 90.59 19.89 34.35 85.30 >100

b) MSE(OLS) /MSE(CLS)

20 .99 .95 .80 .02 t1.14 1.1 .77 .00 1.23 1.19 1.32 .03
30 1.04 1.15 1.41 .01 1.85 3.0t 3.33 .20 2.82 3.81 4.86 .01
100 1.16 1.99 2.83 1.4 3.34 5.84 8.48 3.03 4.14 7.95 9.83 .90
200 1.27 2.69 6.69 6.71 6.28 11.71 15.21 5.94 8.45 18.37 19.19 5.39
400 2.01 5.14 14.41 12.51 9.14 20.50 40.17 19.88 18.60 28.12 47.73 22.24

TABELLE (4.2): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen

(zt = t)

.3 2 3

A0S 2 1 5oz 1 T o 1 2

a) MSE(OLS) /MSE(GLS)

20 .98 1,02 1.02. .17 1.26 1.35 1.70 1.82 1.45 1.81 2.37 2.45
50 1.07 1.04 1.42 3.22 1.24 1.30 2.56 6.42 1.56 1.77 2.36 6.51
100 1.02 1.09 1.15 3.23 1.12 1.65 2.08 6.75 1.19 1.62 2.20 4.14
200 1.00 1.02 1.25 2.17 1.06 1.23 1.39 4.13 1.12 1.43 1.76 3.60
400 1.00 1.00 1.03 1.89 1.00 1.0t 1.06 2.17 1.01 1.01 1.06 2.44

b) MSE(OLS)/MSE(CLS)

20 .99 .95 .80 .02 1,14 1.11 77 .00 1.23 1.19 1.32 .03
50 1.06 1.04 1.38 2.72 1.25 1.27 2.38 3.94 1.47 1.62 2.12 3.95
100 1.02 1.10 1.15 2.85 1.13 1.62 2.02 5.48 1.81 1.62 2.06 3.76
200 1.00 1.02 1.25 2.21 1.06 1.25 1.38 4.18 1.12 1.42 1.70 3.24
400 t1.00 1.00 1.03 1.91 1.00 t.01 t.06 2.16 1.0t 1.01 1.06 2.45
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In Tabelle (4.1) ist z, = t (mod. 20), d.h. die ersten 20 Werte
werden bei wachsendem T wiederholt. Das entspricht dem in der Standard-
asymptotik behandelten Fall exogener Variablen ohne Irend und ist
zugleich Ausgangsbasis aller weiteren Vergleiche.

Wie die Tabelle zeigt, nimmt die relative Effizienz von OLS fiir
jede gegebene Parameterkonstellation mit wachsendem T monoton ab. Das

ist nach der asymptotischen Theorie zu erwarten. Ohne Trend gilt

E(égLs - 82) —> ¢ # 0 , und wegen
~0LS ~OLS 2 ~0LS
MSE(BZ ) = (E(BZ - Bz)) + var(B2 ) (4.56)

kann man daher im Standardfall kein Verschwinden (bei T+ ®) von
MSE(égLS) erwarten, im Gegensatz zu den mittleren quadratischen Abwei-
chungen der (gestutzten) Verteilungen von GLS und CLS. Damit gehen
aber®die jeweiligen Quotienten gegen <« .

Wenig {iberraschend ist auch die (ceteris paribus) mit wachsender
Varianz der MeBfehler (fallendem A) abnehmende Qualitdt von OLS. Nur
bei kleinen Stichproben wird dies aufgehoben und teilweise i{iberkom~
pensiert durch die negativen Konsequenzen einer hoher MeBfehlervarianz
fir die Varianz von GLS und CLS. Wie etwa aus (4.51) unmittelbar zu
sehen, bewirkt wachsendes 0§>bei CLS ceteris paribus eine Verschiebung
der Verteilung des Nenners zum Ursprung und damit eine wachsende Vari-
abilitidt des Quotienten (zugleich liefert das einen intuitiven Hinter-
grund fiir die Nichtexistenz der Momente von CLS). Wie die Tabelle zeigt,
fiihrt dieser Effekt in kleinen Stichproben (im Sinn von G; = Oé) zu
mitunter drastischen Aufblihungen der empirischen Varianz relativ zu

0LS.
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Tabelle (4.2) reproduziert zum Vergleich die analogen Simula-

tionsergebnisse fiir z_ = t, d.h. einen linearen Trend in der exoge-

t
nen Variablen. Fiir T=20 sind die exogenen Variablen und damit auch
die relativen Effizienzen mit Tabelle (4.1) identisch. Insbesondere
ist OLS fiir einige Parameterkonstellationen besser als GLS und CLS.
Mit wachsendem T nimmt die relative Effizienz von OLS jedoch wie im

Fall ohne Trend zunichst ab, ist fiir ein von den anderen Parametern

*

1

dem Grenzwert 1 zu. Wie schon in Kapitel 3 steigt die relative Effi-

*
abhingiges T, gleich 1, erreicht bei T2 ein Minimum und strebt dann
zienz von OLS daher keineswegs monoton. Schaubild (4.2) illustriert

diesen Sachverhalt.

SCHAUBILD (4.2): Typischer Verlauf der relativen Effizienz

von QLS bei Trend in zt

MSE(GLS/CLS)
~ ‘ — — — — MSE(0LS)
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Der vergleichsweise flache Verlauf der MSE-Kurve fiir OLS geht
dabei auf die dominierende Rolle der quadrierten Verzerrung als
Komponente der Mittleren Quadratischen Abweichung von OLS (nicht aber

GLS und CLS) =zuriick. Diese verschwindet in den Experimenten mit Trend

. fiir kleine und wachsende T langsamer als die Varianz (und ohne Trend

iberhaupt nicht). Zur Illustration wurde das durch B = .5, A =5,
T = 20 definierte Experiment mit 10 000 Durchgingen wiederholt.
Schaubild (4.3) gibt die Histogramme der dabei erzielten Schitzwerte

wieder. Man sieht deutlich die relativ groBe Verzerrung von OLS, die

SCHAUBILD (4.3): Histogramm von 10 000 Realisationen von

~OLS %GLS ~CLS
82 > 82 und B2

OLS

GLS

CLS
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aber fiir diese spezielle Parameterkonstallation durch die im Vergleich
zu OLS ungleich hohere Varianz von GLS und CLS mehr als ausgeglichen
wird. Die daraus resultierende mdgliche MSE-Uberlegenheit von OLS in
kleinen Stichproben ist wohlbekannt und hat zu Vorschldgen gefihrt,
OLS mit anderen Verfahren linear zu kombinieren,:bei mit wachsen-—.

dem T abnehmender Gewichtung von OLS, wie in FELDSTEIN (1974).

Ein weiteres Ergebnis dieser ersten Versuchsreihe, das insbe-
sondere in Tabelle (4.2) zum Ausdruck kommt, ist die vergleichsweise
schnelle Konvergenz gegen 1 der relativen Effizienz von GLS und CLS.
Die Quotienten der Mittleren Quadratischen Abweichungen sind nicht
direkt in der Tabelle angegeben, kdnnen aber unmittelbar aus MSE(OLS)/
MSE(GLS) und MSE(OLS) /MSE(CLS) gewonnen werden. Dies deutet darauf hin,
daB die Differenz zweier auch ohne Trend konsistenter Schitzverfahren
bei Trend schneller verschwindet als die Differenz zwischen diesen
Verfahren auf der einen und OLS auf der anderen Seite, eine etwa durch
SCHNEEWEISS (1982) nahegelegte Mdglichkeit.

In weiteren Versuchsreihen wurde die Abhingigkeit dieser Simu-
lationsergebnisse von den zugrundegelegten exogenen Variablen {iber-
priift. Tabelle (4.3) und Tabelle (4.4) geben die komprimierten Ergeb-
nisse wieder. In Tabelle (4.3) wurde der Beveridge-Weizenpreis-Index
fir z, verwendet, als Beispiel einer real beobachteten Skonomischen
Zeitreihe mit Trend. Fir t=1,...,370 (1500 - 1869) sind die Werte aus
ANDERSON (1970, S. 623-626) entnommen, mit ZyseeesZqq wie in Schau-
bild (4.1). Die bei T=400 fehlenden letzten 30 Werte sind Wiederholungen
von 2340”"’2369' In Tabelle (4.4) wurde z, = t2 gesetzt.

Die Zahlen in Tabelle (4.3) bestitigen die Simulationsergebnisse
fiir z, =t Fiir kleine Stichproben (im Sinn von 0; "klein" im Vergleich

zu Gé) ist OLS dank kleinerer Varianz gegeniiber GLS und besonders gegen-
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TABELLE (4.3): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen

(zt = Beveridge Weizenpreis—Index)

By
.5 2 8
A § 2 1 -z ta A 1 2L < 2 1 L
T a) MSE(OLS) /MSE(GLS)
20 .73 .51 .20 .03 1.45 1.91 " 1.54 .02 2.3t 2.72 2.08 .00
50 1.06 1.25 1.89 .39 2.36 3.77 8.82 5.83 3.86 6.58 8.04 6.53
100 .98 1.07 1.16 4.68 1.06 1.31 2.16 7.15 1.28 1.63 2.64 7.02
200 1.00 1.02 1.28 4.01 1.15 1.28 2.25 8.25 1.25 1.79 2.646 8.36
400 1.01 1.06 1.18 3.17 1.02 1.08 1.57 4.85 1.02 1.09> 1.69 4.44
b) MSE(OLS) /MSE(CLS)
20 .62 .32 .00 .00 1.05 .40 01 .01 1.46 .28 .00 .02
50 1.02 1.17 1.49 .03 2.21 2.97 4.68 .00 3.00 4.56 3.30 .01
100 .97 1.06 1.15 4.29 1.06 1.33 2.10 5.7% 1.27 1.68 2.54 6.06
200 1.00 1.02 1.29 3.88 1.13 1,27 2.25 7.87 1.14 1,74 2.88 7.69
400 1.01 1.06 1.18 3.17 1.02 1.08 1.57 4.54 1.02 1,09 1.70 4.33
G
TABELLE (4.4): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen
2
(z, = t7)
8, -
.5 2 8
PE 12 1 1 5 2 1 el s 2 t 4
T a) MSE(OLS) /MSE(GLS)
20 1.00 .99 .99 1.02 1.00 1.0t 1.03 1.03 1.0t 1.01 1.01 1.03
50 1.00 1.00 1.00 1.01 1.000 t.00 1.00 1.01 1.00 1.00 t.00 1.01
100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
200 1.00 1,00 1,00 1.00 t1.00 1.00 1.00 1.00 .00 1,00 1.00 1.00
400 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 t.00 1.00 1.00 1.00 1,00 1.00 1.00
b) MSE(OLS) /MSE(CLS)
20 1.00 .99 .99 1.03 1.01 1,01 1.02 1.0 1.0t 1.01 1.00 i.OO
50 1.00 1.00 1.00 1.01 1.00 1.00 1t.00 1.0t 1.00 1.00 1.00 1.01
100 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
200 1.00 1.00 1.00 1,00 1.00 1,00 1.00 1.00 1.00 1,00 1.00 1.00
400 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 t.00 1.00 1.00
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iber CLS iiberlegen, aber diese Uberlegenheit verkehrt sich mit wachsen-
dem T zunichst ins Gegenteil, bis dann die asymptotische Gleichwertig-
keit der Verfahren durchzuschlagen beginnt. Aus den Ergebnissen fiir

z, = t2 schlieBlich wird deutlich, daB die asymptotische Gleichwertig-
keit bei stidrkerem als linearem Trend schon sehr viel friiher wirksam
wird.

Eine letzte Reihe von Versuchen gilt der Uberpriifung der asymp-
totischen Normalverteilung von OLS. Bei Trend in z, gilt wegen Satz
(4.2), in Verbindung wit (4.47), (4.48) und Satz (4.3), daB

2, G 25 B -8y 2 N0, . (4.57)
Mit Zt=t , und fiir 62=2, G§=5, G§=10 (d.h. A= 2 und 03=30) wurden
die entsprechenden Experimente aus Tabelle (4.2) fiir T=20, 100 und
400 mit je 10 000 Durchgingen wiederholt. Schaubild (4.4) gibt die
Histogramme der dabei gewonnenen Realisationen von (4.47) wieder.

Man sieht, daB zumindest fiir die hier gew#dhlte Parameterkon-
stellation die Normalverteilungsapproximation mit wachsendem T zwar
besser wird, aber auch fiir T=400 noch keinesfalls als zufriedenstellend
anzusehén ist. Zur Konkretisierung stellt Tabelle (4.5) einige nomi-
nelle und tatsichliche Signifikanzniveaus des auf (4.57) basierenden
Tests von HO: 62=2 gegeniiber. Die ungewohnten nominellen Signifikanz-—
niveaus sind dabei eine Folge der fiir Schaubild (4.4) gewdhlten Inter-—
vallgrenzen.

Wie die Tabelle zeigt, ist die wahre Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler erster Art bei linksseitigen Tests grdBer und bei rechts-

seitigen Tests kleiner als das nominelle Signifikanzniveau, ein auch

unmittelbar aus Schaubild (4.4) abzulesendes Resultat. Diese Diffe-
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SCHAUBILD (4.4): Histogramme von je 10 000 Realisatiomen des

normierten Schitzfehlers von OLS (62=2, 0‘27=5’ Gé=10)‘

)

™

2 1 0 1 2
¢) T=400
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TABELLE (4.5): Vergleich von nominellem und tatsdchlichen

Signifikanzniveau beim Test von HO: 82=2

B,
62 £2 82 2 2 82 z 2
d(nominell): 5.27% .88% 5.27% .88% 10.47 1.767%
T=20 36.47Z 15.18% 37% 067 36.87 15.247%
a(real): T=100 16.37% 4.087 1.287 .19% 17.5% 4.27%
T=400 9.97 2.067% 2.527 .367 12.57% 2.427

renzen nehmen mit wachsendem T ab und gleichen sich bei zweiseitigen

Tests teilweise aus. Ob dies auch auf multiple Regressiomen iiber—

tragbar ist, in denen die Richtung der Verzerrung von OLS nicht sofort

wie im bivariaten Fall feststeht, sei hier dahingastellt. Fir .die

Skonometrische Praxis mag auch der Hinweis von Interesse sein, daf der-

artige Abweichungen zwischen nominellenund tatsdchlichen Signifikanz-

niveaus beim Standardsignifikanztest von HO: 82=0 wegen der dann

unter HO geltenden Unabhdngigkeit von beobachteten Regressoren und

StérgréBen nicht auftreten kdnnen.
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d) Diskussion

Die gegenwidrtige Renaissance des Fehler-in-den-Variablen Modells
dokumentiert sich naturgemiB in einer immer umfangreicheren Spezial-
literatur. Niitzliche Ubersichten liefern MADANSKI (1959), GRILICHES
(1974), SCHNEEWEISS (1980), und insbesondere AIGNER et al. (1983).
SCHNEEWEISS und MITTAG (1984) geben eine detaillierte Lehrbuchdar-
stellung des Gebiets, und auf die durch das Fehler—~in-den-Variablen
Modell ermdglichten Querverbindungen zwischen Psychometrie und Gkono-
metrie machen unter anderem JORESKOG und GOLDBERGER (1975), AIGNER
und GOLDBERGER (1977) oder de‘LEEUW et al. (1983) aufmerksam.

Ahnlich wie in Abschnitt 4 b) weist schon SCHNEEWEISS (1982)
auf die durch Trend Bewirkte Konsistenz von OLS trotz Fehlern in den
Variablen hin, allerdings im Rahmen eines einfachen bivariaten Mo-
dells. Zusdtzlich ist seine Betrachtung, wie auch in KRKMER (1983 b),
auf linearen Trend beschridnkt. Die asymptotische Normalitit von CLS
unter den Bedingungen (SCH), die wegen Satz (2.1) geringfiigig restrik-
tiver sind als die hier verwendeten Bedingungen (K) und (GR), zeigt
auch schon SCHNEEWEISS (1976).

Im Einkléng mit der Literatur wurden in diesem Kapitel wie auch
in Kapitel 3 die St3rgrdBen— und Fehlervarianzen auch bei Trend in
den exogenen Variablen konstant gehalten. Das impliziert im Trendfall
einen mit wachsenden Stichproben verschwindenden relativen Beitrag
der MeRfehler zur empirischen Varianz der beobachteten Regressoren,
wie auch einen verschwindenden relativen Beitrag der StdrgrdBenvarianz
in der Gleichung zur empirischen Varianz der endogenen Variablen, und

beinhaltet. damit eine in konkreten Anwendungen jeweils neu zu recht-
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fertigende Voraussetzung.

Derartige durch verschwindende relative Beitrdge der Fehler
charakterisierte Modellsituationen beleuchtet auch Wolds sogenanntes
Proximity Theorem (WOLD und FAXER, 1957), oder die von KADANE (1971)
initiierte klein-o-Asymptotik. Im Gegensatz zu diesen Ansitzen sind
aber hier die Kreuzproduktmatrizen der Regressoren nicht durch einen
skalaren Faktor normalisierbar.

Die strukturelle Variante des Fehler-in-den-Variablen Modells,
mit stochastischen und identisch verteilten zt's, 148t per defini-
tiqnem keinen Trend zu (Existenz der zweiten Momente vorausgesetzt)
und bleibt daher in diesem Kapitel auBer Betracht. Jedoch ist die
Beschrinkung auf nichtstochastische exogene Variable unndtig restriktiv,
und lassen sich analoge Ergebnisse auch fiir stochastische exogene
Variable mit deterministischem Trend in den Momenten ableiten; wie

in SCHNEEWEISS (1976). Geeignete Kandidaten wiren hier etwa die

schon in Kapitel 3 als Regressoren untersuchten ARIMA-Prozesse.
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5. TREND IN SIMULTANEN GLEICHUNGEN

a) Modell und Schitzverfahren

Im Mittelpunkt des vorliegenden Kapitels steht das vollstidndige,

lineare, simultane Gleichungssystem
YB +zZ0 =10 . , (5.1)

Dabei ist Y eine TxG-Matrix von Beobachtungen der -G endogenen Variablen
des Systems und Z eine nichtstochastische TxK-Matrix von Beobachtungen
der K exogenen Variablen. B (GxG, regulir) und ' (GxK) sind die zu
schitzenden Regressionskoeffizienten des Modells (im weiteren auch
Strukturparameter genannt). U (TxK) ist eine Matrix stochastischer
StdrgrbBen, mit Erwartungswert O und unabhéngigen, identisch verteilten
Zeilen mit endlicher Varianzmatrix I .

Die zu schitzende Gleichung aus (5.1) sei

S L gD (D) () 5.2)

Dabei enthalten y(1) (Tx1) und Y(T) (Txg1) die Beobachtungen der
g * 1 endogenen Variablen der Gleichung, 2(1) (TxK1;Rang K1) ist die

Beobachtungsmatrix der K1 in der Gleichung vertretenmen exogenen Modell-

variablen, und u(1) (Tx1) ist der StﬁrgrBBenvéktor der Gleichung.

(n

Gi bezeichne die Varianz der Kompomenten von u . Weiterhin sei das

Rangkriterium fiir die Identifikation von (5.2) erfiillt, d.h. insbesondere

g1+K £ K.

1
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Untersuchungsgegenstand des vorliegenden Kapitels sind wie in den
vorhergehenden Abschnitten die asymptotischen Eigenschaften einiger
Schitzverfahren, und dabei besonders von OLS, fiir die umbekannten
Strukurparameter des Modells. Die konventionelle groRe-Stichproben-—

Asymptotik geht dabei von der Annahme aus, daB
lim ., 1122 = Q (regulir) (5.3)

(siehe THEIL, 1971, S. 485; SCHONFELD, 1971, S. 161; JOHNSTON, 1972,
S. 351). (5.3) entspricht der Annahme (4.6) im Fehler—in-Variablen
Modell oder der Annahme (2.4) bei linearer Standardresgression, und
genau wie dort ist durch (5.3) ein Trend in den exogenen Variablen

des Modells explizit ausgeschlossen.

) Mit
¥
X = (Y(1):Z(1)) , B = (8(1)1:Y(1)|)1 (5'4)
. SOLS  uren=lur (1) .. . ,
ist B = (X'x) X'y die OLS-Schitzung der Strukturparameter in

(5.2). Unter (5.3) ist éOLS im allgemeinen nicht konsistent, eines der
bekanntesten Resultate der Skonometrischen Methodologie.

Zur Illustration betrachte man HAAVELMOS (1947) Ableitung der
asymptotischen Verzerrung der OLS-Schitzung der marginalen Konsumquote

in einem einfachen Keynes'schen Modell, mit Konsumfunktion

Ct = 81 + BZYt +ug (£=1,2,... ) (5.5)
und Bilanzgleichung
Y =C_+A_ . (5.6)
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Dabei steht Ct fiir die Konsumausgaben, Yt fiir das Volkseinkommen, und

At fir die autonomen Ausgaben (Investition und Staatsausgaben) einer

Periode t . Trotz abweichender Notation ist das System (5.5) = (5.6)

offenbar ein Spezialfall von (5.1), mit G = K = 2, und einer Spalte

von U identisch Null. Die endogenen Variabeln des Systems sind C und

Y, die exogenen die Konstante und A . Zur besseren Vergleichbarkeit

mit Haavelmo und der einschligigen Diskussion in der Lehrbuchliteratur

(siehe etwa SCHONFELD, 1971, S. 225, oder JOHNSTON, 1972, S. 342-

344) wird aber hier die Originalséhreibweise soweit mdglich beibehalten.
In Haavelmos ﬁotation ist damit die OLS-Schitzung flir die margi-

nale Konsumquote gegeben durch

~OLS _
8, = my / m o (5.7)
mit
oo 1e T o = _L T =2 . (5.8)
mcy =T 2t=1(ct C)(Yt Y) myy =T Zt=1(Yt Y)

Die asymptotische Verzerrung von OLS folgt dann unmittelbar aus der

reduzierten Form des Systems:

1 1 _ -1
At + (1—82) u, (5.9

aQ
|

= 8,01-8)7" + 8,(1-8,)

1 1At + (1-82)-1u ) (5.10)

Y, o= 8,(1-8,)7 + (1-8,)" ¢

Mit moo o und L analog zu (5.8), liefern (5.9) und (5.10)

20LS _ (1_82)(mau * muu)

By =By = : ‘ (5.11)
aa uu -au

Die Annahme (5.3) ist aber im vorliegenden Beispiel Hquivalent zu
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0 < 1lmT+m m o =m <o (5.12)

Bei konstanter und positiver Varianz o? der ut's liefert dies sofort

n -5 o, m 25 0, und damit wegen (5.11)
uu au

. ~OLS _ g2
pllmT_)m (52 - BZ) = (1-82)—:——j' 2 0 (5.13)

+0°
aa

(auBer fiir 82 = 1, was aber sachlogisch ausgeschlossen ist). Damit ist
OLS unter (5.3) nicht konsistent.

Zum Vergleich betrachte man nun den durch (5.3) ausgeschlossenen
Fall trendbehafteter autonomer Ausgaben, wobei der Einfachheit halber

At =t (t=1,2,... ) gesetzt seil. Jetzt gilt

. -1 .
11mT+w T o llmT+m mo T o ,

#
, -2
llmT#m T m = 1/12 > 0, (5.14)
~0LS P ; v
d.h. 82 - 82 —> 0 . Aus (5.14) folgt sogar das weit stdrkere Resultat
T(BgLS - 82) -5 0, d.h. OLS ist jetzt konsistent.

Obwohl vielleicht zunichst {iberraschend, wird dieses Ergebnis schon
durch (5.13) nahegelegt. Dort zeigt sich, dal die asymptotische Ver-
zerrung von OLS ceteris paribus mit wachsendem E;a (d.h. wachsender
relativer Variabilitit der exogemen Variablen) abnimmt. Das legt analog
zu dem in 4 ;) diskutierten Beispiel die Vermutung nahe, daB diese
asymptotische Verzerrung fiir trendbehaftete exogene Variable, d.h.

m_, > ® ganz verschwindet.

Als Konkurrenz zu OLS werden im weiteren vor allem k-Klasse

Schitzungen untersucht. Mit
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X(k) - (Y(1)_k§(1):z(1)) . ' (5.15)
v e Z(Z'Z)—1Z'Y(1) (5.16)

ist eine k-Klasse Schidtzung fiir die Strukturparameter in (5.2) gegeben

durch

8

Ak _ (X(k).x(k))-1x(k).y(1) (5.17)

Cffenbar liefert k=0 gerade OLS und k=1 die Two-Stage-Least-Squares
Schitzung (2SLS) fiir 8 . Auch Limited-Information-Maximum-Likelhood
Schitzungen (LIML) lassen sich lassen sich mit stochastischem k als

k-Klasse Schiatzungen auffassen. Falls
plim o k(T = 1t , (5.18)

sind diese Verfahren unter (5.3) konsistent (siehe etwa THEIL, 1971,
Kap. 10, oder SCHONFELD, 1971, Kap. 17). Insbesondere wird OLS durch
(5.18) bei Geltung von (5.3) aus der Klasse der konsistenten Schitzungen
ausgeschlossen.

Wie schon das einfiihrende Beispiel gezeigt hat, #ndert sich das
jedoch bei Trend in den exogenen Modellvariablen. Im weiteren wird dabei
im Einklang mit der bisherigen Vorgaﬁgsweise Trend in der i'ten Spalte

1/2 T ZZ 1/2,.1/2

e=1 Zey) /T > =, und

von Z definiert durch ”z.illl T = (g
fiir das Grenzverhalten von Z'Z der Bedingungskomplex (K) = (GR) unterstellt.

Im vorliegenden Zusammenhang bedeutet das

n o
%]

z_. — 0 (i=1,...,K) (5.19)

und
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— Q (reguldr) (5.20)

tz.Kll) .

mit D = diag(llz.1l|, cee |

Wie schon weiter oben in Kapitel 4 betont, beinhaltet (5.20) bei
mehr als einer trendbehafteten exogenen Variablen und fiir gewisse Trend-
verliufe (etwa linearer Trend, liberlagert von Abweichungen) Restriktionen
zu den Abweichungen vom Trend. Fiir eine Diskussion der Realitdtsndhe
der obigen Annahmen sei daher auch hier wieder auf dem Anhang a der vor=

liegenden Arbeit verwiesen.

b) Konsistenz und Effizienz von OLS

Sei X = (Y(1>:Z(1)) wie in (5.4) die Matrix der rechtsseitigen

Variablen aus (5.2). Da keine Verwechslungsgefahr besteht, entfdllt

(2)

hier ein separater Index zur Kennzeichnung der Gleichung. Z ent—

(Z(1):Z(2)).

halte die nicht in (5.2) vorkommenden Spalten von Z, d.h. Z =

(N

Y(1) =7 H(1) + V(1) sei die reduzierte Form von Y . Mit einer der

Zerlegung von Z entsprechenden Zerlegung von H(1) und V = (V(1):0)
148t sich X dann schreiben als X =2C + V mit
(LD
C = . (5.21)

_H(1’2) 0
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Per Annahme ist das Rangkriterium fiir Identifizierbarkeit von (5.2)
erfiillt, d.h. C hat vollen Spaltenrang.

Die Normalisierung von BOLS - B geschieht im weiteren durch

/2

W o= (c'z'zc)! (5.22)

Analog zu Kapitel 4 kbnnte man zunichst versuchen, die Diagonalmatrix

D der Diagonalelemente von C'Z'ZC oder die entsprechenden Elemente
aus X'X fiir diesen Zweck heranzuziehen, aber wie man leicht sieht ist

1C'Z'ZCI)‘-1 nicht notwendig regulir, was eine Beweisfilhrung wie

lim 5-
in Kapitel 4 unmdglich macht.

In Fortfiihrung der bisherigen Notation seien trendfreie Variable
im weiteren durch ein Superskript (a), trendbehaftete Variable durch
ein Superskript (b) gekennzeichnet. Damit 1458t sich die Zerlegung

(2(1):

Z = Z(z)) verfeinern zu

(Z(1a):z(1b):z(2a):Z(Zb)) , (5.23)

und C 1lHRt sich in entsprechender Zerlegung schreiben als

) II(1,1a)

I 0
(1,1b)
c =| & 0 I (5.24)
H(T,Za) 0 0
II(1,2b) 0 0 |

Von besonderer Bedeutung in der Zerlegung von C ist H(1’2b),

die Koeffizientenmatrix der endogenen erklirenden Variablen der
Gleichung mit den aus der Gleichung ausgeschlossenen exogenen Va-

riablen.
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LEMMA (§.1): Hat H(1’2b) vollen Spaltenrang, so gilt
plim HE'D W= lim we'z'zo)Tw o= 1. (5.25)
BEWEIS: Per Definition von W gilt W(C'Z'ZC)-1W = I

und damit das zweite Gleichheitszeichen in (5.25). Fernmer hat man

X'X = C'2'2C + C'Z'V + V'ZC + V'V (5.26)
und daher
o) RS “1 v o] 1o my—] =1 rar— ]
W X'SW =1I1+W C'2Z'VW  + W V'ZCW  + W V'VW (5.27)

Op(i) und W—1 - 0 verschwinden aber der

]

Wegen W 1C'Z'V

zweite und dritte Summand in (5.27) fiir T - «, und es bleibt nur noch
vem— 1 _P -
W VW = 0 (5.28)

zu zeigen.

Dazu sei

Iz, .l (5.29)

g(T) = min o

z,; mit Trend

Aus der Definition von Trend folgt g(T) = o(T1/2) , und im weiteren

wird gezeigt, daf

g(MI 0 1/2 -1 |81 0 1/2
W o(t)y , (5.30)
D(1) 0 D(1)
mit g(T)I passend zur linken oberen Teilmatrix V(1)'V(1) von V'V

(1) Z(1):Z(2)

und D aus der zu Z = ( ) konformen Zerlegung von D . Da

~ o~

die iibrigen Teilmatrizen von V'V identisch Null sind, impliziert

(5.30) unmittelbar (5.28).
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Zum Beweils von (5.30) betrachte man

M = c'z'zc
0 ptM-1) :
(1 0 - -1
= (-1 | €'¢ 2'z6 ¢ ) (5.31)
0 g(T)D )

g1+K1

und M* definiert durch

I 0 g B
s (1)-1] C€'D* ‘z'zd* 'c
0 g(T)D
mit D* = diag(g(T)I,D(1b),8(T)I,D(2b)),

eingefiihrten Diagonalmatrix D durch Einsetzten von g(T)I fiir D

und D

(2a)

, d.h, alle Diagonalelemente von D*-1

. Sei Kmin(M) der kleinste Eigenwert von M,

J (5.32)

D*® entsteht aus der in (5.20)

(1a)

sind kleiner oder

. . -1 .
gleich den entsprechenden Diagonalelementen von G , mit der Konsequenz,

daR

mit

Kmin(M) = A min(M*)

Wie man weiter leicht sieht, gilt

lim, =~ M* = C*'QC*
¢ 0 I 0 )
H(1,1b) 0 I
C* =
0 0 0
{120 5 4

(5.33)

(5.34)

(5.35)
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Die Zerlegung von C* ist dabei analog zu (5.24). Ex Annahme hat
H(1’2b) und damit C* vollen Spaltenrang, d.h. C*'QC* ist reguldr.

Daraus folgt sofort

-1 1

A M) S (=" ) = o(1) , (5.36)
max max
damit aber auch (5.30) und das Lemma. q.e.d.
(1,2b)

SATZ(5.2): Hat II vollen Spaltenrang, so gilt

plin 05 -8 = 0 , (5.37)

d.h. OLS ist konsistent.

BEWEIS: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma (5.1). Man

hat

OLS - @ g

o>
)

o>]
\

w'1{w(x'x)-1w}{w"x'u(1)} . (5.38)

Wegen Lemma (5.1) sind die Ausdriicke in geschweiften Klammern stoch-

astisch beschrinkt, und der Satz folgt sofort aus W-1 —3 0 . q.e.d.

Damit H(1’2b) vollen Spaltenrang besitzt, darf die Zahl der

Zeilen die Zahl der Spalten nicht unterschreiten. Damit folgt als not-
wendige Bedingung fiir die Erfiillung des Konsistenzkriteriums fir OLS:
Die Zahl der aus der Gleichung ausgeschlossenen trendbehafteten
exogenen Variablen darf nicht kleiner sein als die Zahl der in der
Gleichung enthaltenen rechtsseitigen endogenen Variablen.

Analog zu Kapitel 4 erscheint es weiter sinnvoll zu fragen,
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inwieweit die hier angegebene hinreichende Konsistenzbedingung fiir
OLS selbst wiederum auch notwendig ist. Das 138t sich in der Tat fiir
den Spezialfall eines linearen Trends relativ leicht nachweisen.

SATZ (5.3): Es sei Z'Z = 0(T), und 1¢1>2b)

habe keinen vollen
Spaltenrang. Dann ist OLS (bis auf eine Parametermenge vom Lesbesgue-

MaB 0) nicht konsistent.
BEWEIS: Bei linearem Trend ist (5.20) &quivalent zu

11z g (@) 772,(a),, (b) -

12,8, ,(a) =3, (B),,(b) '

~

mit einer endlichen und reguliren Grenzmatrix Q , und BOLS -8B

54
gegeben als die L&sung des folgenden modifizierten Normglgleichungs-

systems:
T—1X(a),X(a) T-ZX(a).X(b) §0Ls(a)-_ B(a)
x .
725 (0) ¢ (a) 7735 (®) g () ~OLS (b) B(b))

T(8 -

1@ ()
(5.40)

T_ZX(b) '\1(1)

(a) _ (1)

Dabei ist X (b) = (Z(1b):Y(1)), und X = (X(a):X(b))

s X

die Zerlegung von X in trendfreie und (mSglicherweise) trendbehaftete

(@), () 1y,

Komponenten. B = (B
(1.2b)

ist die konforme Zerlegung von B .
Falls II vollen Spaltenrang besitzt, sieht man leicht, daB der

erste Ausdruck in (5.40) gegen eine regulire Grenzmatrix und der
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letzte Ausdruck gegen Null konvergiert, woraus die Konsistenz von OLS

sofort folgt. Man sieht sogar, daB fiir die Koeffizienten der trend-

behafteten Variablen die weit stirkere Aussage plim T(BOLS(b) - B(b))

= 0 gilt, zuweilen auch Superkonsistenz genannt.

(1,2b)

Nun habe aber II keinen vollen Spaltenrang (dabei sei

0.B.d.A. die Rangdefizienz = 1 ). Dann existiert ein a # 0 mit

H(1’2b)a = 0. Dabei sei die letzte Komponente von o = 1, d.h. o =

M g v

(8',1)' . Ferner sei y die erste Spalte von Y zerlegt in

Y(1) = (y:Y) , sowie X zerlegt in

£ = Gry:z{1® 700y (5.41)
Man betrachte nun die Regression

y(1) = % S + u(1) s (5.42)

(1 0 0 0
p = | ¢ o 1 0 : (5.43)
—H(1’2b)a I 0 O
\ 0 0 0 I )
. . . ~0LS .. . .
Offenbar ist die Konsistenz von B dquivalent zur Konsistenz von
6OLS. Bis auf Spaltenvertauschung unterscheiden sich X und X allein

in der ersten Spalte. Deren Kompomenten sind weiterhin mit den Stdr-
grbBen der Gleichung korreliert, enthalten aber keinen Trend mehr.
In dem zu (5.40) analogen Normalgleichungssystem konvergiert die erste

Matrix daher weiterhin gegen einen reguldren Grenzwert, aber
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T_1X(a) 'u(1) ] % 0 (5.44)

T—Zg(b),u(1)

plimT_)oo

(bis auf eine Parametermenge vom Lesbesgue-MaB 0 ). Dies impliziert

zunidchst
8OLS(a) _ a(a)
plimT_>oo z 0 , (5.45)
T(SOLS(b) _ S(b))
damit aber auch plim GOLS(a)-S(a) # 0 (sonst wire plim T(SOLS(b)-G(b))

identisch zur L&sung von plim(T—3X(b)'X(b))(T(GOLS(b)—G(b)) =0

und damit ebenfalls = 0 , ein Widerspruch). q.e.d.

Der nichste Satz beleuchtet die Grenzverteilung von k-Klasse

Schdtzungen und damit auch von OLS, gegeben OLS ist konsistent.

SATZ (5.4): Fir k = Op(1) und vollen Spaltenrang von H(1’2b)

gilt

(k) D

w@e® - 2s e, D . (5.46)

Insbesondere haben damit OLS, 2SLS und LIML unter den Bedingungen

dieses Kapitels die gleiche Grenzverteilung.

BEWEIS: Der Beweis verliuft nach dem gleichen Muster wie der

Beweis von Satz (4.2). Man hat

W(é(k)_ g = W(X(k),x(k))—1x(k),u(1)
= W(c'z'ZC)"c'z'u(1)
. {w((X(k),X(k))—1 —1)w}wr1x(k),u(1)

-(C'z2'ZC)

+ W(C'Z'ZC)—1W{W_1X(k)'u(1)~W_1C'Z'u(1)} . (5.47)
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Dabei gilt (vergleiche (5.15) und (5.16))

(1 _ o), (k)

(k) - kv :0) = ZC+V

X = ZC + (Vv (5.48)

MR RN ¢)

mit V = : 0). Falls wie vorausgesetzt k = Op(1) ,

folgt daraus mit den gleichen Argumenten wie in Lemma (5.1):

1

[l

plim W(X W = lim wW(c'z'zC) I (5.49)

und

e ORI T (5.50)

Damit sind die Ausdriicke in geschweiften Klammern asymptotisch
vernachlissigbar, und wegen der stochastischen Beschrénktheit der
{ibrigen Faktoren verschwinden alle Summanden in (5.47) bis auf den
ersten. Dieser ist aber nach Satz (2.3) asymptotisch verteilt wie

N(O,Gil) R g.e.d.

Um Satz (5.4) in der herkdmmlichen Weise zur Konstruktion von
(asymptotischen) Signifikanztests und Konfidenzintervallen fir die
Regressionskoeffizienten in (5.2) zu verwenden, bleibt wie in Kapitel 4

noch die Konsistenz der OLS—gestiitzten Schitzung

2 = (1-g, %) (D xe)  (r (D xS (5.51)

fir Gi Zu zeigen.,

(1,2b)

SATZ (5.5): Hat I vollen Spaltenrang, so gilt

- 2,
pllmT+w s° = 0 . (5.52)
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BEWEIS: Man zeigt (5.52) genauso wie Satz (4.3), mit

(1) m (b)

(a)’ ZH(1) fiir Z(b) flir v s, q.e.d

W fir D, Z

T fir X

und V

Ein weiteres Hindernis vor der praktischen Verwertbarkeit von
Satz (5.4) ist die Nichtbeobachtbarkeit des Normalisierungsfaktors W.

1/2 -

Sei daher W = (X'X) . Im Gegensatz zu W ist W unmittelbar aus

den Beobachtungen zu berechnen und kann wegen

w2 1 (5.53)

W als Normalisierungsfaktor ersetzen, ohne daB die Grenzverteilung

~

sich dndert. Das entspricht der Ersetzung von DT durch DT in Kapitel 4.

Damit liefert Satz (5.4) im Verein mit (5.52) und (5.53):

lv @™ -pn 2% nvo,D . (5.54)

Das bedeutet, daB auch in Simultanen Gleichungen, sofern nur die Zahl

der aus der Gleichung ausgeschlossenen trendbehafteten exogenen Vari-
ablen die Zahl der rechtsseitigen endogenen Variablen iibersteigt, bei

der Konstruktion wvon Konfidenzintervallen und Signifikanztests fiir

die Regressionsparameter verfahren werden kann wie im Standardregressions-—
modell. Zugleich folgt aus Satz (5.4), daB kein anderes k—-Klasse

Schitzverfahren asymptotisch effizienter ist.
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c) Simulation

Die asymptotischen Resultate aus Abschnitt b) liefern keine
Anhaltspunkte zu den Stichprobengrdfen, ab denen diese Ergebnisse
fiir die Skonometrische Praxis bedeutsam sind. Diese Frage wird hier
analog zu Kapitel 3 und 4 mit Hilfe einer Serie von Monte Carlo
Experimenten untersucht. Alle Simulationen wurden wiederum mit
eigenen Programmen auf dem Sperry Univac 1100 Rechner des Instituts
fiir Hohere Studien durchgefiihrt, mit Hilfsroutinen aus der NAG-
Bibliothek (NUMERICAL ALGORITHMS GROUP, 1981) und der Sperry Univac
Math-Pack Bibliothek (SPERRY UNIVAC, 1973) fiir Zufallszahlenerzeu-
gung und Matrizenoperationen.

Grundlage aller Experimente ist das Modell (5.1), mit G=2,

K=5 und
Yer ¥ Bo¥eo Y12 T Y21%e2 * Y59 T Uy
(5.55)
Vi1 Boa¥eo T Y30Zp3 T Y4oZ, Y Y52 T Yp2
(5.56)

Dabei ist B = (Bij) und T = (Yij). Die Standardisierung 811 = 812

= {1 folgt SUMMERS (1965), ebenso wie der {ibrige Versuchsaufbau.

Beide Gleichungen sind wegen zwei in obiger Schreibweise schon

beriicksichtigter Nullrestriktionen {iberidentifiziert vom Grad 1 .
Das durch (5.55) und (5.56) definierte Modell erlaubt verschie-

dene Skonomische Interpretationen, etwa als Marktmodell mit einer

Angebots— und einer Nachfragegleichung, aus dem die Gleichgewichts-

bedingung heraussubstituiert ist, oder als einfaches Keynesianisches
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Makromodell, und liegt einer Vielzahl von Monte Carlo-Studien

{iber Schitzverfahren in Simultanen Gleichungen zugrunde (u.a.

LADD, 1956; NEISWANGER und YANCEY, 1959; SUMMERS, 1965; SEIBT, 1967;
HANSEN, 1969; MIKHATL, 1975; ATKINSON, 1978). Das gestattet einen
unmittelbaren Vergleich der folgenden Ergebnisse mit der einschli-
gigen Literatur. Ein weiterer Grund fiir die Wahl dieses einfachen
Modells ist die hier im Vordergrund stehende Untersuchung von Trend
und die dadurch nétigen grofen Stichprobenumfinge. GriBere Modelle
wiren hier sowohl hinsichtlich Speicherbedarf als auch Rechenzeit
an EDV-technische Grenzen gestoRen.

Alle Zufallsexperimente beschridnken sich auf OLS und 2SLS als
den beiden praktisch bedeutsamsten k-Klasse Schitzungen. Dabei wird
allein (5.55) explizit geschitzt.

Als Gilitekriterium dient wie bisher vor allem die Mittlere Qua—
dratische Abweichung der geschitzten von den wahren Strukturpara-
metern. Daneben 1iéfert das Simulationsprogramm auch empirische
Verzerrungen sowie detailliert Histogramme der Schitzwertvertei-
lungen und damit indirekt auch die Mdglichkeit zur Ableitung weiterer
und insbesondere momentenfreier Qualitdtskriterien.

SAWA (1969) beweist im vorliegenden Modellzusammenhang die
Existenz des Erwartungswerts und die Nichtexistenz h&herer Momente
von 2SLS. Allgemein existieren die Momente von 2SLS bis zur Ordnﬁng
K-K1—1 . Der empirische MSE von 2SLS ist daher nicht als Schitzung
eines theoretischen Gegenstiicks interpretierbar, sondern beschreibt
wie in den vorangegangenen Kapiteln nur eine gestutzte Verteilung
mit Momenten beliebiger Ordnung. Fiir OLS hat man diese Interpreta-

tionsprobleme nicht -alle Momente existieren bis zur Ordnung T-1 .
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Die Effizienz der Monte Carlo Simulationen wird durch eine
von MIKHAIL (1972) vorgeschlagene Kontrollvariable erhdht (siehe
dazu auch HENDRY und HARRISON, 1974). Dazu sei die zu schitzende

Gleichung allgemein wie in (5.2),
T = Mz (5.57)

der deterministische Teil der Regressormatrix X, und

1

ax = 8 + (X'zz2') 120 Tzzrny 2D (5.58)

(siehe Mikhail, 1972, S. 622, Gl. 4.4). 8% ist sowohl mit RO"

~2SLS .. . . . .
als auch B8 positiv korreliert, besitzt aber einen unmittelbar
angebbaren Erwartungswert (=8 ) und eine ebenso unmittelbar aus

(5.58) folgende Kovarianzmatrix

oi(i'i)" (5.59)

Wegen E(B*) = B ist (5.59) zugleich die Mittlere Quadratische
Abweichung von B8* . Mit bias(B%)(e) und MSE(B*)(e) als den empiri-

schen Gegenstilicken hat man dann
bias(g*) (e) = B (5.60)

als Kontrollvariable bei der Simulierung der Verzerrung und

1

MSE(B%) (e) - oi(_i'f)— (5.61)

als Kontrollvariable bei der Simulierung der Mittleren Quadratischen
Abweichung, sowohl f{ir OLS als auch 2SLS.
Die Strukturparameter in (5.55) und (5.56) wurden wie in

Summers (1965) gewdhlt, d.h.
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Ahnlich verféﬁrt auch ATKiNSON (1978) . Ebenfalls in Anlehnung an
Summers variiert 821 von -.1 iiber -=.7 bis =1.3. o2 erhdlt alternativ
die Werte 10 und 100, und die u . (i=1,2) sind wie bgi Summers
normalverteilt.

Leider erwies sich die Ubernahme der exogenen Zeitreihen trotz
einer Beschreibung in Summers (1965, S.9) als unmdglich. Wie auch
immer die Auslegung der Komstruktionsvorschrift, die resultierenden
Reihen hatten nie den Verlauf wié bel Summers (S.;, Schaubild 1 und 2).

Stattdessen wurden die z s (i=1,...,5; t=1,...,T) durch die folgende

Vorschrift erzeugt:

YA 10'Sin(t) »

t1

Zgpg 5B

z,, = t+ tesin(t)

z., = £2 (z*t<4 = t + tesin(0.5-t) ) ,

Z,s = 1 . . (5.62)

Einer ersten Versuchsreihe lag die durch (2'5:2.1:z.2:2.3:z.4)

definierte Z-Matrix zugrunde. Hier hat man
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~eine regulidre Matrix (siehe GRENANDER und ROSENBLATT, 1957, S. 245).
Die Bedingung (5.20) ist damit erfiillt. Ferner enthalten beide aus
der Gleichung ausgeschlossenen exogenen Variablen einen Treund, so

daB OLS wegen Satz (5.2) konsistent und wegen Satz (5.4) asymptotisch

(1,2b) ist leicht

normalverteilt ist (der volle Spaltenrang von I
nachzupriifen) .

Die im weiteren unterstellten Stichprobenumfinge sind T=20, 50,
100 und 200 . T=400 entfillt im vorliegenden Zusammenhang wegen zu

-1 1

groRen Rechenzeitaufwands. Tabelle (5.1) gibt DT z'Z D, fiir diese

T
T-Werte wieder. Wie man daraus sieht, wird die obige Grenzmatrix
schon bei kleinen Stichproben gut approximiert. Die Korrelations-
struktur entspricht dabei durchaus empirisch beobachtbaren Variablen-
verliufen. Insbesondere sind die zweite und vierte Spalte von Z
hoch positiv korreliert.

In einer zweiten Versuchsreihe tritt z?a an die Stelle von Z4o
d.h. das maximale Niagonalelement von Z'Z ist nur noch O(T3) und
nicht wie vorher Q(TS). Das Analogon zur obigen Grenzmatrix und zu
Tabelle (5.1) erhilt man durch Ubertragung der Korrelatiomen aus

-1

Tabelle (5.2). Auch hier ist lim_ _ D '2'Z po!

T regulir, wie man

leicht nachrechnet.
Eine weitere Versuchsreihe schlieBlich kontrastiert die bei

Trend erzielten Simulationsergebnisse mit Schitzungen ohne Trend.
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TABELLE (5.1): Korrelation der Regressoren

fiir verschiedene T

1

15

T= 20
T= 50
T = 100
T = 200
T= =

€5 t1 t2 t3 t4
1
.07 1
.88 .01 1
.71 .51 .82 1
.75 .03 .97 .81 1
1
.00 1
.87 -.05 1
.71 .48 .80 1
.75 .03 .97 .81 1
1
.00 1
.87 -.03 1
.71 .49 .81 1
.75 =~.03 .97 .77 1
1
.00 1
.87 -.01 1
A .50 .81 1
75 —.01 .97 .78 1
1
.00 1
.87 .00 1
.71 .50 .82 1
.75 .00 .97 .79 1

TABELLE (5.2): Korrelation von z*, mit

t4
z,s (i=4)

T Zes5  Zer Ze2 %3
20 .75 =.05 .88 .66
50 72 =04 .79 .63
100 71 ~-.02 .80 .65
200 1 =,01 .81 .66
@ .71 .00 .82 .67
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Dazu wurden die ersten 20 Z-Werte (mit z§4 fir Zt4) fir T > 20
sukzessive wiederholt.

Die in den folgenden Experimenten variierten GrdBen sind damit
Z (3 Ausprigungen), T (4 Ausprigungen), 621 (3 Auspridgungen) und
o2 (2 Ausprigungen). Jede Kombination dieser Parameter definiert
ein Experiment, insgesamt 4x3x3x2 = 72. Pro Experiment wurden mit
jeweils neuen Zufallszahlen N=100 Schatzungen simuliert, zur genau-
eren Inspektion der empirischen Verteilung zuweilen aber auch 10 000 .

Tabelle (5.3) gibt in komprimierter Form die Ergebnisse der
ersten Versuchsreihe wieder. Es werden allein die Quotienten der
empirischen Mittleren Quadratischen Abweichungen explizit aufge-
fihre.

Die Tabelle zeigt schon fiir T=100 keinen groBen Qualitdts-—
unterschied mehr zwischen OLS und 2SLS. Fiir kleines T ist die Rang-
folge der Verfahren fiir gegebene 821 und 0% nicht iber alle Struktur-
parameter identisch, eine Standardbeobachtung auch anderer Monte
Carlo Simulationen im vorliegenden Modellzusammenhang. Insbesondere
ist OLS auch fiir kleine T mitunter besser (nach dem MSE-Kriterium)
als 2SLS, in Ubereinstimmung mit den Monte Carlo Ergebnissen von
SUMMERS (1965, S.29), QUANDT (1965, S. 101), MIKHAIL (1975, S. 96)
oder PARK (1982), oder den analytischen Berechnungen von SAWA (1969)
und RICHARDSON und WU (1971). Mit wachsendem T tritt dann aber eine
zunehmende Angleichung der Verfahren ein. Ebenfalls in Uberein-
stimmung mit bekannten Resultaten ist der im Vergleich zu 2SLS groBte
Qualititsabfall von OLS bei der Schitzung des Koeffizienten der er-

klirenden endogenen Variablen der Gleichung.
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TABELLE (5.3): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen

2
(ztll' =t )
O,2
10 100
T Y51 Y1 Yap o By Y5y Yy Yap o Bogy
a) 821 = -1
20 1.36 .88 1.68 1.72 1.50 .43 2.28 2.29
50 1.16 .99  1.26  1.29 1.99 .93 2.65 2.77
100 -~ 1.01  1.00 1.03 1.03 1.09 .98  1.21 1.22
200 1.01  1.00 1.02 1.02 1.06  1.00 1.07 1.08
b) 8y, = -.7
20 1.16 .80 1.47 1.53 1.34 .38 1.72  1.74
50 1.10 .99  1.19  1.21 1.78 .95  2.36 2.44
100 1.09  1.00 1.08 1.06 13799 133 1.3
200 £.00 1.00 1.00 1.00 1,01 1.00 1.04  1.03
c) 821 = -1.3
20 1.56 .93 2.02 2.13 1.79 .52 2.31  2.32
S0 1.00 1.00 1.05 1.07 1.51 .96  2.00 2.13
100 1.03  1.00 1.03 1.03 1.19 .99 1.24  1.24
200 1.00 1.00 1.01  1.01 1.02  1.00 1.04 1.04

Tabelle (5.4) schliisselt die in Tabelle (5.3) sehr kompri-

mierte Information beispielhaft fiir T=20, ¢2=100 und 821 = -1.3 ndher
auf. Verzerrung und MSE erscheinen getrennt, sowohl bei direkter
Simulation (d) als auch bei Verwendung der oben definierten Kontroll-

variablen. In der Zeile (se) sind die jeweiligen Standardfehler der
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Monte Carlo Resultate aufgefiihrt (zu deren Berechnung siehe MIKHAIL,
1972, S. 623). Das erlaubt die Bestimmung des bei der Verwendung von
Kontrollvariablen erzielten Effizienzgewinns (bzw. -verlusts). Der
Quotient der Standardabweichungen von direkten und mit Kontrollvari-
ablen korregierten Simulationsergebnissen ist in der Zeile (eff) auf-
gefiihrt.

Man sieht zunichst, daB die hier gew#ihlte Kontrollvariable nicht
in jedem Fall einen Effizienzgewinn bedeutet. Nur unter (4.55) kann
man mit Kontrollvariablen eine Effizienzsteigerung erwarten, und
diese Bedingung ist offenbar bei den hier zugrundegelegten Para-
metern fiir OLS verletzt. Fiir 2SLS wird die Simulationseffizienz fiir
die Verzerrung etwa verdoppelt, d.h. zur Erzielung der gleichen
Simulationsgenauigkeit wiren bei direkter Simulation doppelt soviele
Wiederholungen n&tig. Wie aber weiter unter Tabelle (5.5) zeigt, wird
dieser Effizienzgewinn fiir andere Parameterkonstellationen noch weit
iibertroffen und erreicht auch fiir OLS und auch fir die Monte Carlo
Schitzung der Mittleren Quadratischen Abweichung Werte von mehr als
20. Die Quotienten der Mittleren Quadratischen Abweichungen in Ta-
belle (5.3) und weiter unten basieren auf den jeweils genaueren Si-
mulationsresultaten.

Tabelle (5.4) dokumentiert auch die im Vergleich zu 2SLS weitaus
grioBere Verzerrung von OLS. Diese wird aber mitunter (etwa bei Y11)
durch die kleinere Varianz mehr als ausgeglichen. Die empirischen
Varianzen sind in Tabelle (5.4) nicht explizit aufgefiihrt, kdnnen

aber indirekt {iber

MSE = (bias)2 + wvar (5.63)
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TABELLE (5.4): Verzerrung und Mittlere Quadratische Abweichung bei

direkter und Kontrollvariablen-Simulation (T=20)

o

Y55 Y14 Y4 891
(449.5) ( .8) .7 (-1.3)
a) OLS
(dy -9.0014 .1789 2.5865 -.5274
(se) .3138 .0183 .0596 .0115
bias (ev)y -8.4476 .1586 2.3803 «~.4765
(se) .5894 .0193 L1521 .0303
(eff} 1.8785 1.0569 2.5505 2.3258
(d) 90.8713 .0655 7.0457 .2914
(se) 5.8065 .0069 .3216 .0125
MSE (cv) 96.7194 .0728 7.3412 L2914
(se) 8.0850 0114 4162 .0159
(eff) 1.3924 1.6491 1.2940 1.2666
b) 2SLS

(d) -.8203 L0234 L2767 -.0644
(se) .6659 L0345 .1638 .0335
bias (cv) -.2665 .0013 .0705 -.0135
(se) .3531 .0138 .0957 .0197
(eff) .5302 .3986 .5841 .5893
(d) 45.0153 .1196 2.7607 .1163
(se) 9.5160 .0195 .6532 .0292
MSE (cv) 50.8632 L1270 3.0561 .0292
(se) 8.5876 .0169 L5777 .0258
.9024 .8681 .8843 .8839

(eff)
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ermittelt werden.

Die Richtung der Verzerrung ist fiir OLS und 2SLS und fiir alle
Regressionskoeffizienten gleich dem Vorzeichen der Korrelation von
endogenem Regressor und StdrgrdBe, in Bestidtigung eines bekannten
analytischen Resultats (siehe etwa MARIANO, 1982, S. 523).Im vor-

liegenden Zusammenhang gilt

, 0.5 - 821
COV(_ytZ’ut1) = 0 —————— . (5.64)

0.4 - 821

Dieser Ausdruck ist fir 821 ~1.3 positiv, d.h. fiir alle k-Klasse
Schitzungen mit festem k (0sks1) liegt der Erwartungswert bei nega-
tiven Koeffizienten rechts und bei positiven Koeffizienten links vom
wahren Parameterwert (die empirischen Verzerrungen in Tabelle (5.4)
wurden aus der Regressionschreibweise von (5.55) gewonnen, mit allen
erklirenden Variablen rechts des Gleichheitszeichens, und sind daher
im Sinn der Schreibweise (5.55) vorzeichenverkehrt).

Tabelle (5.5) gibt die anmalogen Ergebnisse fiir T=50 wieder.
Sowohl Verzerrung als auch MSE sind fiir beide Verfahren nun drastisch
geringer, genauso wie der Qualitidtsunterschied. Fernmer f&l1lt der
nun auch bei OLS durch Kontrollvariablen erzielbare Effizienzgewinn
bei der Simulation auf, eine Folge der zunehmenden Korrelation von
Schitzfunktion und Kontrollvariabler. Nicht verwundern darf dabei
der im Vergleich zur Verzerrung geringere Effizienzgewinn bei der
Simulation der Mittleren Quadratischen Abweichung: die Korrelation
von (5.61) mit den direkt simulierten Mittleren Quadratischen Ab-

weichungen von OLS und 2SLS ist kleiner als die entsprechenden Werte

bei der Verzerrung (Mikhail, 1972, S. 622).
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TABELLE (5.5): Verzerrung und Mittlere Quadratische Abweichung bei
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direkter und Kontrollvariablen-Simulation (T=50)

bias

MSE

bias

MSE

(@)
(se)

(cv)

(se)
(eff)
(d)
(se)

(cv)

(se)
(eff)

(d)
(se)

(cv)

(se)
(eff)
(d)
(se)

(ev)

(se)
(eff)

Y51 Y11 Y91 Bo

(-149.5) ( .8) (.7 (-1.3)
a) OLS

-3.783%  -.0199  ..442%  -.0371
.4108 .0169 .0368 .0030
-4.0319  -.0169 4695 =.0390
L1112 .0009 .0127 .0011
.2707 .0503 .3454 .3548
31.1867 .0290 .3313 .0023
3.6390 .0048 .0362 .0002
29.2517 .0391 .3157 .0022
3.4669 .0007 .0358 .0002
.9527 .1390 .9909 .9607

b) 2SLS

.2508  -.0038  -.0271 .0019
.4605 .0175 L0416 .0033
.0023  -.0008 .0003 .0000
.0267 .0006 .0027 .0002
.0580 .0331 .0660 .0668
21.2717 .0307 .1735 .0011
3.4568 .0050  .0250 .0001
19.3767 .0407 .1579 .0010
.5043 .0003 .0038 .0000
1459 .0684 .1503 .1526
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Zur weiteren Dokumentation des unterschiedlichen Gewichts von
Verzerrung und Varianz als Komponenten der Mittleren Quadratischen
Abweichung zeigt Schaubild (5.1) Histogramme der OLS-und 25LS-
Schitzungen von 821 fiir die Parameterkonstellation aus Tabelle (5.4).
Dazu wurde das Experiment mit 10 000 Durchgingen wiederholt. Das
Resultat zeigt deutlich die dichte Konzentratiom von OLS um den
Erwartungswert und die bei 2SLS vergleichsweise grdfere Varianz, bei

gleichzeitig geringerer Verzerrung.

SCHAUBILD (5.1): Histogramme von je 10 000 Realisationen von OLS
und 2SLS (-8,,=1.3; T=20; c2=100)

OLS

0.7 1.3 1.9

2SLS

0.7 1.3 159
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Tabelle (5.6) reproduziert die zu Tabelle (5.3) analogen
Simulatioﬁsergebnisse flir den Fall der Z-~Matrix ohne Trend. Wie
nicht anders zu erwarten, sinkt die relative Qualitidt von OLS
wegen nicht verschwindender Verzerrung mit wachsendem T drastisch

ab. Fir T=20 ist OLS aber noch hiufig iiberlegen, und diese

TABELLE (5.6): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen
(kein Trend)

ag
10 00
T Y51 Yi1 Yar o Bgy Y5y Yip Yop o Boy
a) 821 = - 1
20 .36 .39 .98  2.18 16 .29 .28 .55
50 40 1.08  2.54  6.87 A4 41 44 1.25
100 .60 1.01  4.52 12.88 A9 .42 .53 1.66
200 84 1.43 10.24 32.22 35 .43 2.30 6.97
b) 821 = =,7
20 .35 .38 .91 1.58 .20 .18 .42 .66
50 46 .86 2.58  7.14 26 .29 .51 1.00
100 .54 .99 5.05 17.74 .26 .33 1.03  3.34
200 74 1.82 10.48 30.13 25 .66 1.64  4.74
c) 821 = ~-1.3
20 .38 .48 1.22  2.89 .28 .47 .68 1.20
50 .55 .82 1.73  5.29 A8 .31 .38 .86
100 .61 .84  5.37 15.38 38 .28 .49 .71

200 .66 1.60 10.23 31.58 .32 .51 2.39 7.38
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felative Uberlegenheit nimmt ceteris paribus mit wachsender Stor-
groBenvarianz zu. Ferner ist die Verzerrung der OLS-Schitzung fiir
die Konstante Ygq SO gering, daB hier die Uberlegenheit sogar bis
T=200 bestehen bleibt.

Fine letzte Versuchsreihe gilt der durch Einsetzen von z§4
an Stelle von z,, gewonnenen Z-Matrix. Durch den quadratischen
Trend in Ziy sind sowohl iiz.4}i als auch ilY.ziiVOU der Ordnung
T5 , ein mdglicherweise unrealistisch schnelles Wachstum. Dadurch
werden die Auswirkungen eines weniger drastischen Trends unter
Umstinden {iberdeckt. Mit z§4 an der Stelle von Z s ist Z'Z nurmehr
von der Ordnung T3.

Tabelle (5.7) gibt die zu Tabelle (5.3) und Tabelle (5.6)
analogen Simulationsergebnisse wieder. Dabei sinddie Zeilen T=20
wegen identischer Z-Matrizen aus Tabélle (5.6) ilbernommen. Wie
aber die Ergebnisse fiir T=50 und T=100 zeigen, nimmt die relative
Effizienz von OLS nun mit wachsendem T zunichst ab. Das entspricht
den Resultaten in Tabelle (4.2) fiir das Fehler-in-den-Variablen
Modell. Der Grund ist wie in Schaubild (4.2) das vergleichsweise
langsame Verschwinden der Mittleren Quadratischen Abweichung von
OLS. Besonders deutlich wirkt sich das fiir 0?=100 aus. Bei der
Schitzung von 821 in Tabelle (5.7a) etwa sinkt MSE(OLS) von .0559
bei T=20 auf .0015 bei T=200. Auf der anderen Seite sind die ent-—
sprechenden Werte fiir 2SLS .1022 (T=20) und .0001 (T=200), mit
dem Resultat einer Steigerung des Quotienten der Mittleren Quadra-
tischen Abweichungen von .55 auf 20.75 . Der Punkt T§ der
minimalen relativen Effizienz von OLS aus Schaubild (4.2) scheint

dabei mit wachsendem o? und abnehmendem Trend nach rechts zu riicken,
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TABELLE (5.7): Relative Mittlere Quadratische Abweichungen

(zt4 =t + t sin(.5 t))
0,‘2
10 100
T Yse o Yy Yoo Bgy Ys1 Yyp Yo o By
a) 821 = -,
20 .36 .39 .98  2.18 16 .29 .28 .55
50 .82 2.00 2.31  6.57 .33 1.79  2.00  5.62
100 .92 1.99  2.08  4.91 68 6.09 4.96 15.89
200 .98 2.54 1.92  3.95 .82 10.22  6.89 20.75
b) 821 = -7
20 .35 .38 .91 1.58 A9 18 .42 .66
50 .78 1.86  1.94  5.86 33 1.47  1.49 5.33
100 .85  2.43  2.73  5.55 .51 6.82  6.57 16.38
200 .98 1.96  1.77  3.15 .80 8.84 6.79 18.85
c) 821 = =1.3
20 .38 .48 1.23  2.89 .28 .47 .68 1.20
50 .85  1.97  1.86 6.52 39 1.44 1.35  5.17
100 .92 2.41 - 2.24 5.3 .54 6.70 5.65 17.65
200 .98 2.15  1.78  3.34 .86 9.18  6.43 18.98

bei gleichzeitiger Abnahme der relativen Effizienz selbst. Wie
schon in Kapitel 3 und Kapitel 4 bleibt daher festzustellen, daB
die asymptotische Aquivalenz von OLS zu den jeweils konkurrierenden
Verfahren unter Umst#nden erst bei sehr groBen Stichprobenumfingen

wirksam wird.
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Eine abschlieBende Serie von 3 Experimenten hat die Uber-
priifung der approximativen Normalverteilung des normierten Schitz-

fehlers von OLS zum Ziel. Wegen (5.54) hat man z.B.

-1/2,70LS D

2
(s ay) 8y, - 8y) — N(0,1) . (5.65)

2

Dabei ist a ) das zu Vo gehdrende Element der Inversen der
Kreuzproduktmatrix der Regressoren aus (5.55). Im weiteren wird
die Approximationsqualitit von (5.65) mit den Parameterwerten aus
Tabelle (5.3c) nachgerechnet. Dabei wird 5%=10 gesetzt, und die
StichprobengrsBe T=200 entfillt wegen exzessiven Rechenzeitbedarfs.
Fiir T=20, 50 und 100 werden die entsprechenden Experimente aus
Tabelle (5.3c) mit jeweils 10 000 Durchgidngen wiederholt.

chsubild (5.2) gibt wie Schaubild (4.4) im Fehler—in-den-
Variablen Modell die Histogramme der resultierenden normierten
Schitzfehler an, jeweils wiederum mit der Dichtefunktion der Standard-
normalverteilung zum besseren Vergleich der Approximationsqualitit.
Diese erscheint in der Tat sehr unbefriedigend, nimmt aber mit
wachsendem T der Theorie entsprechend zu.

Mit den gleichen Simulationsergebnissen l4Rt sich auch das
wahre Signifikanzniveau fiir den Standardtest der Hypothese
HO: 62

belle (4.5) einige nominelle mit den zugehdrigen tatsdchlichen

1=—1.3 nachpriifen. Tabelle (5.8) vergleicht analog zu Ta-

Signifikanzniveaus. Die ungewohnten nominellen Signifikanzniveaus
sind dabei wiederum eine Folge der Intervallgrenzen der Histo-

gramme in Schaubild (5.2).
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SCHAUBILD (5.2): Histogramme von je 10 000 Realisationen des
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normierten Schidtzfehlers von OLS (821=-1.3, a2=10)

0 1
¢} T=100




TABELLE (5.8): Vergleich von nominellem und tatsichlichem

. s . . . __ _.2
Signifikanzniveau beim Test von HO. 821— 1.3 (zt4—t )

i,
8,y 2 1.3 By, 5 -1.3 8y, = =1.3
a(nominell) : 5.27  .887  5.27  .887 10.47 1.7%
T= 20  41.57 18.5% 27 .03%  41.77 18.5%
a(real): T= 50 12.77  2.9% 2.22 .37 14.97  3.2%
T=100  7.1Z  1.4% 3.77 .67  10.87 2.0%

Die Ergebnisse bestdtigen den visuellen Eindruck aus Schau-
bild (5.2): Fiir T=20 ist (5.65) als Grundlage eines Signifikanz-
tests vdllig ungeeignet, und auch bei .wachsendem T wird das nomi-
nelle Signifikanzniveau nur zdgernd approximiert. Das bestdtigt
fiir OLS die 2SLS-orientierten analytischen Ergebnisse von RICHARD-
SON und ROHR (1971), sowie die Monte Carlo Resultate von BASMAN
et al. (1974a,b) und MADDALA (1974). Fiir andere Parameterkon-
stellationen (02=100, linearer statt quadratischer Trend) ergab
sich sogar eine noch schlechtere Normalverteilungsapproximation,
soweit aus nur 100 Durchgingen beurteilbar. Diese Ergebnisse k&nnen
daher als generelle Warnung verstanden werden, in Simultanen
Gleichungen einer asymptotischen Normalverteilungsapproximation

nur bei sehr groBen Stichproben zu vertrauen.
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d) Diskussion

BASMAN (1963) und RICHARDSON (1968) geben die exakte Dichte
und Verzerrung der 2SLS-Schitzung fiir 821 im Modell (5.55)-(5.56)
an, gegeben normalverteilte u g (i=1,2) . RICHARDSON und WU (1971)

und unabhédngig davon SAWA (1969) verallgemeinern diese Resultate

~auf MSE und OLS. Verallgemeinerungen auf Gleichungen mit mehr als

einer rechtsseitigen endogenen Variablen liefern ULLAH und NAGAR
(1974) sowie HILLIER, KINAL und SRIVASTAVA (1984). Niitzliche Uber-
sichten dazu findet man bei BASMAN (1974), PHILLIPS (1980), MARI-
ANO (1982) oder TAYLOR (1983).

Wegen des rechentechnischen Aufwands bei der Anwendung exakter
Ergebnisse, der Restriktionen sowohl beziiglich StdrgrsRenvertei-
lungen als auch zugelassener Schitzverfahren, der Beschrinkung auf
korrekt spezifizierte Modelle, sowie auch des Mangels an Ergebnissen
fﬁr Modelle mit verzdgerten endogenen Variablen bleiben aber Monte
Carlo Studien auch weiterhin eine verbreitete Untersuchungsmethode
im Kontext Simultaner Gleichungssysteme. Jiingere Beispiele findet
man etwa bei ATKINSON (1978), PARK (1982), FREIMANN (1982), FREIMANN
und GRUBER (1983), oder KRAMER (1983). Eine Zusammenstellung der
wichtigsten bis dato bekannten Arbeiten liefert JOHNSTON (1972, Kap. 11,
und tabellarische Ubersichten findet man bei SMITH (i971) und KRAMER
(1980a, S. 51).

Eine zusitzliche Existenzberechtigung fiir Monte Carlo-Unter-
suchungen im vorliegenden Modellzusammenhang ist der weitgehende
Mangel an exakten Aussagen zu Verteilungen von Teststatistiken.

RICHARDSON und ROHR (1971) geben die exakte Verteilung des 2SLS-
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Analogons von (5.65) im Kontext des einfachen statischen Modells
mit zwei endogenen Variablen an, aber vergleichbare Ergebnisse

fiir andere Verfahren und allgemeinere Modelle fehlen bisher (nicht
gerechnet die Approximationen in SARGAN, 1975, 1976) .

KRAMER (1981) untersucht OLS-Schitzungen bei linearem Trend
und beschrinkten Abweichungen vom Trend. Diese Situation ist hier
bei mehr als einer trendbehafteten Variablen durcﬁ die Annahme
(5.20) ausgeschlossen, und fiihrt zu vergleichsweise restriktiveren
Bedingungen fiir die Konsistenz und asymptotische Normalverteilung
von OLS.

Satz (5.4) zeigt allein die durch Trend mdglicherweise be-
wirkte asymptotische Aquivalenz von k-Klasse Schédtzungen, d.h.
Schitzverfahren bei beschridnkter Information. Es bleibt die Frage,
ob System-Schitzverfahren, die auch Informationen aus anderen
Gleichungen verwerten, nicht auch weiterhin asymptotisch dberlegen
sind. Wie das folgende einfache Beispiel zeigt, ist dies in der
Tat der Fall:

Es sel

y (o D50 D

t ot
y’(:2) _ Xiz)B(Z) . “EZ) , t=1,2,.0. (5.66)

mit E(uii)) =0, E(uii)z) =1 (i=1,2), E(u§1)u§2)) =0, z 0,

und skalaren, exogenen x . Damit definiert (5.66) ein '"seeming-

(i)
t

ly unrelated regression'" (SUR)-System. Wegen der Exogenitdt der
xil) ist OLS hier identisch mit 2SLS, und die von ZELLNER (1962)
eingefiihrte SUR-Schitzung entspricht "Three-Stage-Least—Squares"

(1)oLs und é(1)BSLS

(3518).8 seien die entsprechenden Schitzwerte fir
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6(1). Mit x(i):= (xgi),...,xéi))' und filir seriell unkorrelierte
uii) rechnet man leicht nach, da8

Var(;3(1)01,5) - MSE(é(1)OLS) =(x(1),‘x(1))—1 (5.67)
und

var(g{3SLSy _ yop (1) 38LS,

_ “a - 0?2) x(z)'x(z) (5..68)
X(1) 'X(1) 'X(Z) 'X(Z) - O?Z(X(1) yx(2))2

Fir o,, = 0 ist é(1)OLS = é(1)ZSLS und (5.67) identisch mit (5.68).

12

Fiir 612 2 0 und x

ist (5.68) aber kleiner als (5.67), und der Quotient geht auch bei

(2) n

verschieden von einem Vielfachen von x

Trend in den exogenen Variablen im allgemeinen nicht gegen 1

Man betrachte etwa den Fall x§1) =t , xéz) = t2 , Hier gilt
T3 var(8(1)OLS) _ 3, (5.69)
3 ~(1)3SLS =97
T var(B ) — 3 — 5 (5.70)
= 16 %12

d.h. der Effizienzvorsprung von 3SLS verschwindet auch asymptotisch

nicht.






"

133

6. ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit hat fiir verschiedene Modellzusammen-
h&nge Bedingungen angegeben, unter denen bei Trend in den exogenen
Variablen die ansonsten vorliegende Unterlegenheit von OLS im
Vergleich zu jeweiligen Konkurrenzverfahren zumindest asympto-
tisch verschwindet (im Sinn identischer Grenzverteilungen der
normierten Schitzfehler). Zugleich werden in diesen Fillen auch
die Unterschiede zwischen anderen Verfahren nivelliert. Auch wenn
béi Approximationen hherer Ordnung weiterhin Unterschiede bestehen
bleiben (wie etwa in SCHNEEWEISS, 1982, fiir Fehler in den Variablen
diskutiert), kann man Trend doch in dem AusmaB, wie die Annahmen
dieser Arbeit durch die Skonomische Realitidt gedeckt sind, als
den ''groBen Gleichmacher" 6konometriséhefbSchétzverfahren be=-
zeichnen.

Allerdings sind die Wirkungen von Trend nicht in allen
Modellen gleich. Im Standardregressionsmodell mit korrelierten
StorgroBen (Kapitel 3) wird OLS durch Trend von einem lediglich
konsistenten zu einem relativ zu GLS effizienten Verfahren. Die
ausschlaggebende Wirkung von Trend ist hier allein die gegen 1
strebende empirische Autokorrelation beliebiger Ordnung der Re-
gressoren, eine auch ohne Trend nicht ausgeschlossene wie mit
Trend nicht notwendig gegebene Situation. Auf der anderen Seite
hingen die Resultate in den Kapiteln 4 und 5 entscheidend von der
Ordnung der empirischen Momente der Regressoren ab, und wird OLS
von einem ansonsten inkonsistenten zu einem-konsistenten Verfahren.

Die Autokorrelationsstruktur der exogenen Variablen geht darin
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an keiner Stelle ein. Die ausschlaggebende Eigenschaft ist hier
allein die bei Trend im Vergleich zu den StdrgrdBen iiberproporti-
onal wachsende empirische Varianz der Regressoren. Insofern liegen
den Ergebnissen in Kapitel 3 auf der einen und in den Kapiteln 4
und 5 auf der anderen Seite grundsdtzlich verschiedene Zusammen-—
hinge zugrunde.

Verallgemeinerungen der Ergebnisse aus den Kapiteln 4 und
5 bieten sich zunichst an fiir Modelle mit verzdgerten endogenen
Variablen unter den Regressoren. Diese sind in der vorliegenden
Arbeit vor allem wegen beweistechnischer Schwierigkeiten ausge-
schlossen., Auch die Forderung einer konstanten StérgrdBenvarianz
bei gleichzeitig ungeschridnkt wachsenden Regressoren erscheint fir
viele Resultate unndtig restriktiv. Wie man leicht durch Nachvoll-
ziehen der entsprechenden Beweise iiberpriift, ist etwa fiir die Kon-
sistenz von OLS bereits die Bedingung hinreichend, daB die empi-
rischen Momente der Regressoren schneller wachsen als diejenigen
der StdrgrdBen.

SchlieBlich 148t sich die vorliegende Arbeit als weiterer
Beitrag zu einer Rehabilitation von OLS auch auBerhalb des Standard-
Regressionsmodells begreifen. Frilhere Ansdtze haben etwa die
Prognosequalititen von OLS betont (WAUGH, 1961) oder auf die re-
lative Robustheit von OLS gegeniiber verschiedenen Arten von Fehl-
spezifiaktion abgestellt, sei es mit Hilfe von Monte Carlo-Simula-
tionen (CRAGG, 1968; KRAMER, 1980a, 1983c) oder analytischen Be-
trachtungen (HALE, MARIANO und RAMAGE, 1980; MARIANO und RAMAGE,
1982; RHODES und WESTBROOK, 1984). Zu diesen Uberlegungen tritt nun

eine auch asymptotisch gililtige Rechtfertigung filir den Fall von Trend.
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Wie die Monte Carlo-Simulationen abér zeigen, erfolgt die
asymptotische Angleichung der relativen Qualitidt von OLS keines-
wegs monoton. Das gilt im Standardregressionsmodell mit korrelierten
Stérgfaﬁen (siehe die Tabellen (3.5) und (3.6)), bei Fehlern in
den Variablen (siehe die Tabellen (4.2) und (4.3)), und auch in
Simultanen Gleichungen (siehe die Tabellen (5.3) und (5.7)). Bevor
die asymptotischen Resultate wirksam werden, mufl zuweilen ein
langes Qualit&dtstal durchschritten werden, und die ndtigen Stich-
probenumfinge bleiben oft jenseits praktisch relevanter Gr&Ben-—
ordnungen. Dies mag abschlieBend als Warnung gelten, auch bei
asymptotischer Aquivalenz von OLS die jeweiligen Konkurrenzver-

fahren nicht leichtfertig aufzugeben.
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a) EMPIRISCHE ANALYSE DER KORRELATION AUSGEWAHLTER
OKONOMISCHER ZEITREIHEN

Dieser Teil des Anhangs diskutiert die Realititsnihe der
Annahmen\(2.7) und (2.8) (bzw. (4.14) und (4.15), oder (5.19) und
(5.20)) bei trendbehafteten Skonomischen Variablen. Wie schon in
den Kapiteln 4 und 5 betont, erzwingt die Koexistenz von Trend
und einer reguliren Grenzmatrix der normierten Kreuzprodukte (im
Sinn von (4.15) und (5.20)) gewisse Restriktionen beziiglich der
hier zugelassenen Zeitreihen, wie etwa bei linearem Trend im Zeit-
ablauf wachsende Abweichungen vom Trend. Auf den folgenden Seiten
wird an Hand ausgewdhlter trendbehafteter Skonomischer Zeitreihen
aus 5sterreichkdie Plausibilitdt dieser Vorraussetzung iiberpriift.

Natiirlich kdnnen Annahmen zum Grenzverhalten eines Zeitreihen-
vektors und daraus abgeleiteter GrdBen wie normierter Kreﬁzpro-
duktmatrizen nie aus endlichen Stichproben verifiziert oder wider-
legt werden. Man kann aber nachpriifen, ob die aus endlichen Stich-
proben gewonnenen GrdBen zuldssigen Grenzwerten zustreben oder nicht.
Insbesondere widren die indieser Arbeit getroffenen Annahmen als
wenig realititsnah einzustufen, wenn die normierten Kreuzprodukt~
matrizen typischer trendbehafteter Regressorenvektoren im Zeitab-
lauf eine Tendenz zur Singularitdt aufwiesen, wie im Beispiel (4.18).

Die im weiteren untersuchten Zeitreihen sind der Daten-
bank des OUsterreichischen Wirtschaftsforschungsinstituts (WIFO)
entnommen (siehe WANG, 1978), unter Verwendung des am Institut fiir
Hohere Studien entwickelten Skonometrischen Programmpakets IAS—
SYSTEM (siehe PLASSER, 1982, oder SONNBERGER et al., 1983). Aus
den mehr als tausend &sterreichischen und internationalen Skonomi-

schen Zeitreihen der WIFO-Datenbank wurde dabei nach den Kriterien
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(i) Linge, (ii) Tremd und (iii) Verfiligharkeit ausgew&hlt. Um
mdglichst lange Zeitreihen zu erhalten, wurden daher zundchst

nur Monatsdaten zugelassen (Wochen- oder Tagesdaten sind in der
WIFO-Datenbank nicht vorhanden). Diese werden allerdings erst seit
Mitte der 50'er Jahre in gréBerem Umfang erhoben und sind teilweise
noch nicht bis in die jlingste Vergangenheit abgespeichert. Als
KompromiB wurde der Zeitraum Jan. 1954-Dez. 1982 gewdhlt, ent-
sprechend einem Stichprobenumfang T=348. Auf Grund des Kriteriums
(ii) blieben alle mit einer natiirlichen Obergrenze versehenen
Variablen wie Zinssitze oder Arbeitslosenraten ausgeschlossen, und
auf Grund des Verfiigbarkeitskriteriums blieben eine Anzahl wei-
terer derzeit wegen ﬁberarbeitung gesperrter Reihen auBer Betracht.

Tabelle (A.1), mit der im weiteren verwendeten Kurzschreib-
weise in der ersten Spalte, gibt eine repridsentative Auswahl der
verbleibenden Variablen wieder. Weitere zuldssige aber hier
nicht beriicksichtigte Kandidaten sind sachlich disaggregierte Ex-—
und Importzeitreihen, zusitzliche Steuerarten (Einkommenssteuer,
Umsatzsteuer usw.), sowie Outputreihen alternmativer Industrie-
zweige,

Schaubild (A.1) illustriert beispielhaft einige typische
Kurvenverliufe von Zeitreihen, die als potentielle exogene Variable
in Modellen des Spar- und Konsumverhalten privater Haushalte gelten
kdnnen. Aus Platzmangel und weil das IAS-SYSTEM (Level 2-18) nur
Zeitreihen von maximal 120 Werten zum Plotten zul#Rt, sind dabei
jeweils nur die ersten 10 Jahre (Jan. 1954-Dez. 1963) wiedergege-
ben. Zusitzlich sind hier und im weiteren alle monetiren Reihen zur
Vermeidung exponentiellen Wachstums mit dem Lebenshaltungskosten-—

index (Apr.1945=100; WIFO-Kennziffer PVLH4S) deflationiert).
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TABELLE (A.1): Beschreibung der Variablen

Var. Bezeichnung Einheit WIFO-Kennz.

Z Netto~Tariflohnindex (Arbeiter), Apr.'45=100 YTNAOS
ohne Kinderbeihilfe

Z2 Lohn- und Gehaltssumme Brutto Mill. S YSIBIN .
(Industrie), mit Sonderz.

Z3 Verkaufsmenge Zigaretten (Inl.) 1000 St. CIAZTM

Z4 Export Waren insgesamt (laut Mill. S XZATTN
Handelsstatistik)

25 Import Waren insgesamt (laut Mill. S MZATTN
Handelsstatistik)

Z6 Goldbestand Notenbank (gemiinzt Mill. S.  FNGOMN
und ungemiinzt)

Z7 Nationalbankbilanz Devisen und Mill. S FNDVNM
Valuten

Z8 Spareinlagen bei Sparkassen Mill. s. FSPSPN

29 Gewerbessteueraufkommen Mill. S. GSGEMN

%ﬁo Vermégenssteueraufkommen Mill. S. GSVEMN

Z11 Einkommenssteueraufkommen Mill. S. GSEIMN

Z12 Sachgiiterproduktion Erddlind. 1976 = 100 SIBO4R

213 Sachgiiterproduktion Glasind. 1976 = 100 SIFO4R

Z Sachgiliterproduktion Elektroind. 1976 = 100 SIX04R

Allen Reihen ist eine mehr oder weniger deutlicher Trend
gemeinsam, mit zum Teil deutlichen und im Zeitablauf zunehmenden
Saisonausschligen (Lohnsumme und Einkommenssteuer).

Schaubild (A.2) gibt fiir den gleichen Zeitraum drei weitere
typische Kurvenverliufe wieder. Gemeinsam ist hier ebenfalls wieder

ein mehr oder weniger deutlicher Trend, iiberlagert von Saison-
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SCHAUBILD (A.1): Ausgewdhlte charakteristische Kurvenverldufe

A

n) Lohnsymme

b) Spareiniagen

N\/\/\MV\/\/\N\/\J\JWW\MN\J\/\J\ I

) Einkommensst.
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schwankungen und Konjunkturzyklen.

Tabelle (A.2) reproduziert die Ergebnisse von Regressiomen
(iber den maximalen Beobachtungszeitraum) der Variablen aus Tabelle
(A.1) gegen linearen und quadratischen Trend. Wegen stark schwan-
kender GrofBenordnungen der Variablen und daher schlecht ve?éleich-
barer Regressionskoeffizienten sind allein die resultierenden
t-Werte explizit angegeben. Diese sind natiirlich strikt als des-
kriptive Statistiken =zu interpre;ieren und zeigen aus dieser Sicht
ebenfalls die Trendabhidngigkeit der hier betrachteten Variablen

auf (nach Definition (2.20) und (4.17) ist Trend allein iiber die

TABELLE (A.2): t-Werte bei Regression gegen linearen

quadratischen Trend

>

Variable Const. T T2 R2
Tariflohnindex 75.2 8.5 21.1 .98
Lohnsumme 12.3 .7 .8 .85
Verk. Zig. 30.0 15.7 4.6 .87
Export 19.3 .0 15.1 .95
Import 17.0 4.7 15.4 .96
Goldbestand -3.2  20.2 =15.9 .66
Devisen 15.0 2.6 3.7 .68
Spareinlagen 10.7 25.7 41.6 .996
Gewerbesteuer 2.1 3.6 -2.5 .08
VermGgenssteuer 1.1 1.9 1 .18
Einkommensst. 1.7 2.1 -.3 .15
Output Erddlind. 15.6 14.7 -9.2 .67
Output Glasind. 29.3 -8.6 21.6 .90
Output Elektroind. 8.3 2.6 16.3 .95
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SCHAUBILD (A.2): Einige weitere ausgewihlte Kurvenverliufe

N W
15 .W ’
a) Exporte .
17 ¢
ERS
b) Devisen
274

¢) Output Elekiroind.
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kumulierten Quadratsummen definiert; bei Regression dieser GrdRen
gegen quadratischen und kubischen Trend ergaben sich ebenfalls
stets signifikante Abhingigkeiten).

Die fiir das gegenwdrtige Untersuchungsziel eigentlich rele-
vanten Daten befinden sich in Tabelle (A.3). Hier werden die
K(K+1) /2 = 120 Korrelationskoeffizienten (im Sinn der Bravais-
Pearson Definition) der Zeitreihen flir wachsendes T verfolgt.

Die normierten Kreuzprodukte selbst werden leider vom IAS-SYSTEM
nicht ausgegeben, aber man macht sich leicht klar, daB bei einer
Konstanten in der Regression zur Verhinderung einer singuldren
Grenzmatrix der normierten Kreuprodukte (siehe Beispigl (4.18))
notwendig ist, daB die empirischen Korrelationskoeffizienten je
zweier exogener Variablen nicht gegen 1 streben. Diese Bedingung ist
zum Beispiel verletzt bgi Variablen mit linearem Trend und be--
schrinkten Abweichungen vom Trend. Zusitzlich sind daher in der
ersten Spalte von Tabelle (A.3) die Korrelationen mit der Variablen
z =t (t=1,...,T) angegeben.

Wie man aus dieser ersten Spalte sieht, nimmt die Korrelation
mit einer linearen Trendvariablen fiir fast alle z; im Zeitablauf zu.
Eine Ausnahme ist etwa zZg (Goldbestand der Nationalbank). Diese
Zunahme flacht aber mit wachsendem T ab und 148t die Hypothese eines
von 1 verschiedenen Grenzwertes durchaus plausibel erscheinen. Fiir
28=Spareinlagen, die fiir kleine T eine fast perfekte Korrelation
mit einem linearen Trend aufweisen (siehe auch Schaubild(A.1b)),
nimmt die Korrelation mit wachsendem T sogar ab. Fir die Steuer-

aufkommensvariablen z und z bleibt die Korrelation

9° %10 11

wihrend des gesamten Beobachtungszeitraums unter 0.5. Nur fir



TABELLE (A.3): Korrelatiomskoeffizienten der Variablen fiir

verschiedene T

t oz, z, Zy Z, Z5 Zg Z; Zg Zg Zyg Fyq Zyp %q3

a) T = 120

z1 .93 1

zy .84 .83 1

z; .80 .75 .78 1

z, .87 .86 .79 .82 1

z, .88 .38 .83 .76 .93 1

zg .97 .92 .81 .76 .81 .84 |

20 .69 .63 .60 .61 .50 .47 .69 |

2, 1.00 .94 .83 .78 .85 .87 .98 .69 I

2 .26 .28 .20 .15 .17 .19 .25 .21 .26 1

2, -38 .37 .29 .27 .28 .29 .37 .30 .38 .96 |

210 .30 .23 .37 .25 .32 .24 .26 .25 .26-.36-.33

2l +21 .32 .28 .09 .15 .24 .26 .28 .22-.00-.08 .16 |

22 .05 .19 .03 .09 .19 .16 .15 .11 .06 .12 .14-.02 331

2} .92 .88 .81 .73 .87 .89 .89 .55 .92 .20 .33 .30 .08 .08
b) T = 240

z1 .96 1

z, .90 .92 1

z; .91 .89 .88 1

z, .92 .96 .92 .89 1

z; .94 .97 .93 .88 .97 |

2, .84 .69 .67 .74 .64 .66 |

2o .69 .76 .74 .68 .74 .77 .36 |

zj 1.00 .97 .91 .90 .93 .95 .82 .70 I

zg 29 .28 .31 .22 .22 .24 .26 .21 .29

2, -36 .35 .37 .29 .30 .31 .29 .26 .36 .96 |

2]0 .38 .38 .40 .41 .44 .40 .28 .37 .38-.31-.30 |

z]) .89 .92 .88 .79 .88 .91 .64 .69 .90 .24 .29 .38 |

2} .82 .90 .84 .78 .89 .88 .51 .73 .84 .27 .35 .31 .86 1

22 .93 .96 .92 .85 .97 .97 .63 .77 .94 .25 .32 .43 .90 .90
c) T = 348

z, .96 1

zy .92 .92 1

z3 93 .90 .89

z, .95 .97 .91 .89 1

ze .96 .98 .92 .89 .99 |

z, .64 .47 .50 .62 .49 .50 1

29 .81 .83 .79 .77 .80 .80 .33 |

2] .99 .98 .90 .90 .97 .97 .60 .81 I

zg 25 .23 .29 .20 .16 .20 .20 .20 .22 |

43 .42 .45 .36 .36 .39 .25 .34 .42 .93 1

N

zl? 39 .38 .38 .41 .45 .40 .23 .37 .38-.35-.31 1

211 .77 .74 .76 .74 .70 .72 .49 .65 .71 .22 .30 .35 |

212 188 .90 .83 .80 .93 .93 .46 .71 .92 .17 .38 .34 .55 |
217 .95 .97 .92 .87 .99 .98 .48 .80 .97 .18 .37 .44 .71 .93
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Zi4 = Output Elektroindustrie legt die Tabelle deutlich den Schluf

nahe, bei Koexistenz von z_=t und z,, unter den exogenen Variablen

t
eines Modells die Annahmen der vorliegenden Arbeit als unplausibel
abzulehnen.

Von Interesse sind natﬁriich auch die Korrelationen der z;
(i=1,...,14) untereinander. Auch hier lassen sich Variablenpaare
finden, deren empirische Korrelationen zielstrebig die 1 anzusteuern
scheinen und die daher, falls gemeinsam unter den exogenen Variablen
eines der hier betrachteten Modelle vertreten, unsere Voraussetzungen
sehr unplausibel machen wiirden. Beispiele sind etwa die Paare
Tmport-Export oder Devisen-Spareinlagen. Auf der anderen Seite
finden sich aber auch geniigend Variablenpaare, deren Korrelationen
keine Tendenz gegen 1 aufweisen, teilweise sogar abnehmen oder
negativ sind.

Natiirlich ist die fehlende Konvergenz gegen 1 der empirischen
Korrelationskoeffizienten nur eine notwendige, keine hinreichende
Bedingung fiir eine regulire Grenzmatrix der normierten Kreuzpro-
dukte. In einer abschlieBenden Tabelle werden daher einige Kenn-
ziffern einer typischen Regressorenmatrix Z im Zeitablauf verfolgt.
Die dazu willkiirlich ausgewidhlten Variablen sind (i) eine Konstante,
(ii) ein linearer Trend, (iii) =z

=Tariflohnindex, (iv) z,=Exporte,

1 4

und (v) 211=Einkommenssteueraufkommen. Tabelle (A.4) gibt den

groften und kleinsten Eigenwert von Z'Z (A bzw. A . ) und die
max min

AP

Determinante von D; T

fiir verschiedene T an, bis zum maximalen
vom IAS-SYSTEM filir diesen Zweck akzeptierten Wert T=204.

Die Tabelle zeigt zunichst, daR daB. der grdBte Eigenwert von

Z'Z schneller gegen « strebt als der Stichprobenumfang, ein Kenn-
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TABELLE (A.4): Einige Kennziffern von Z'Z fiir verschiedene T

=1

. y ] -1 ]
Zeitraum T Amax(z Z) Amin(z Z) det(DT Z ZDT )
Jan.'S4-Dez.'58 60 126710  .008 16-107°
Jam.'S4-Dez.'62 108 583294  .023 2641072
Jan.'S4-Dez.'66 156 1592262  .060 4441072
Jan.'S4-Dez.'70 204 3384049  .124 12041072

zeichen fiir Trend in der Regressoremmatrix. Zusdtzlich nehmen aber
auch der kleinste Eigenwert und insbesondere die Determinante der
normierte Matrix im Zeitablauf zu. Zwar ist die Determinante absolut
sehr klein, eine Folge des hohen Multikollinearitdtsgrads der
Regressorenmatrix, aber eine Tendenz zur Singularitdt 138t sich
nicht erkennen.

Als Resiimé 14Bt sich daher festhalten, daR die in dieser
Arbeit getroffenen Annahmen zum Grenzverhalten Skonometrischer
Regressorenmatrizen in vielen Anwendungsfillen zumindest nicht un-

plausibel erscheinen.
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b) RELATIVE EFFIZIENZ DES ERSTE-DIFFERENZEN SCHATZERS
BEI WACHSENDER STORGROSSENKORRELATION

Der Erste-Differenzen-Schitzer (FD fiir "First Differences;
siehe Abschnitt 3a) der Steigungskoeffizienten eines linearen
Regressionsmodells dient bei vermuteter hoher positiver Korrelation
der StdrgrdBen oft als praktikable Approximation der allein theo-
retisch interessanten Verallgemeinerten Kleinst-Quadrate Methode
(GLS) . Diese Vorgangsweise soll hier auf ihre Giiltigkeit unter-—
sucht und in den Kontext trendbehafteter exogener Variablen ge-
stellt werden. Entgegen KADIYALA (1968) und MAESHIRO (1976) er-
weist sich FD fiir stationire AR(1)-Stdrgrb8en dabei in der Tat
als asymptotisch BLUE, gegeben einen festen Stichprobenumféng T
und wachsende StdrgrdBenkorrelation. Dies gilt fiir beliebige
Regressorenmatrizen und wurde auch von MAESHIRO (1980b) zugestanden,
aber ein formeller Beweis fehlt bisher (fiir den Spezialfall des
Modells aus Abschnitt 3a folgt dieses Resultat unmittelbar aus
3.15). Andererseits ist diese Eigenschaft von FD auf AR(1) St&r-
grofenprozesse beschrdnkt und gilt nicht mehr notwendig in Situati-
onen, in denen die Korrelation benachbarter Stdrgrdfen zwar gegen
Eins strebt, aber die StdrgrdBen einem anderen als AR(1)-Prozess

folgen.
Das im weiteren zugrundegelegte Modell ist

y=X8 +u, (A.1)
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mit einem Tx1-Beobachtungsvektor y der abhingigen und einer TxK-
Beobachtungsmatrix der unabhingigen Variablen ( T K, Rang(X)=K ).
Der Tx1-StdrgrdBenvektor u habe Erwartungswert O und eine endliche
Varianz-Kovarianzmatrix V mit Rang(V)=T . Im Gegensatz zu Ab-
schnitt 2a beschrinken wir uns hier auf nichtstochastische Re-

gressoren, lassen aber korrelierte StdrgrdRen zu.

Die GLS-Schdtzung BGLS fir B ist gegeben als OLS, angewandt

auf

Py = PXB8 + Pu , (A.2)

mit einer TxT-Matrix P, die PVP' = g% erfiillt. Wie man sich leicht
klarmacht, liuft dies gerade auf die Formel (3.3) hinaus. Ahnlich

ist BFD definiert als OLS, angewandt auf

Dy = DX8 + Du . (A.3)

Dabeil 1ist

-1 1 0...0 O
0 -1 1 ...0 O
D = . . . . . (A.4)

die (T-1)xT Differenzenmatrix. oL

Aus (A.2) und (A.3) folgt unmittelbar

~

BGL

S - (X)) (PY) "By (A.5)

und

a2 = ((ox) ' (0x)) ' (DX) 'Dy . (4.6)
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Die Varianz-Kovarianzmatrizen dieser Schitzfunktionen sind

VLS o G2y (px)) ! (A.7)

und

D .o (ox) (%)) (dx) 'pVD'DX((DX) ' (Dx)) " . (A.8)

VF

Bei inhomogener Regression, d.h. einer ersten Spalte von X identisch
gleich Eins, wird die erste Spalte von DX gleich Null und entfillt

"FD ~FD

vor der Anwendung von OLS auf (A.3). Sowohl 8  als auch V

beziehen sich dann nur auf die Steigungskoeffizienten des Modells.

Wir betrachten zundchst einen AR(1)-StdrgrdBenprozess, d.h. -
u,_ = pu + e . (A.9)

Die Notation folgt derjenigen in Abschnitt 3a. Unter der zusitz-
lichen Annahme der Stationariti#t entspricht p gerade der Korrelation

je zweier benachbarter St8rgrdfen, und gilt

ci = cz /(1-p2) . (A.10)

02 wird dabei im weiteren konstant gehalten.

SATZ (A.1): Fir p + 1 konvergieren sowohl VGLS als auch

PN

VFD gegen die gleiche endliche KxK-Matrix Q (homogene Regressiom),

oder
.. . ~FD .
fir p > 1 konvergieren sowohl V als auch die rechte untere

(K=1)x(K-1)-Teilmatrix voanGLS gegen die gleiche (K-1)x(K-1)-

Matrix Q1 (inhomogene Regression).



BEWEIS: Als GLS-Transformationsmatrix wihlen wir zun#chst
wie in Abschnitt 3a

/102 0 ... 0 0]
-p 1 ... 0 0

0 0 ... -p 1
Daraus folgt ummittelbar ].imﬂ_*1 P = (0:D)' und

limp_+1 (PX) ' (PX) = (DX)'(DX) .

Bei homogener Regression (keine Konstante) ist (DX)'(DX)

regulir, und damit wegen der angenommenen Konstanz von oz

vGLS 1

[}

. . 2 ' -
11mp_>1 llmp_*1G€((PX) (PX))

1

a2 ((D%) ' (%))~

= Q . (A.1D)

mit einer regulidren und endlichen Matrix Q. Andererseits folgt

~

lim VFD sofort aus (A.8),

-1
2 o-1 e pT-3(p-l)
2 p-1 2 ce s pT-:(p-l)
pVD' = ;EB- p(o-1) -1 - o “(p-1)
T-3 -4
o 1 30-1) o4 (0-1). .. 2
und limp_>1 DVD' = oiI, und der erste Teil von Satz (A.1) ist be-

wiesen.
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Zum Beweis des zweiten Teils schreibe man (A.1) als

y = (1:X1) [g +u , (A.12)

1

wobei 1 einen Tx1-Vektor von Einsen und o das Absolutglied der

Gleichung bezeichnen soll. VfD = cov(BfD) ist dann weiterhin

durch (A.8) gegeben (nach Vertauschung von X und X1), wihrend

VGLS nun die untere rechte (K-1)x{K-1)-Teilmatrix von

1
t 1 "1
s (P1)'P1 (P1)'PX,
= [(PX])'PL (PX{)'PX,

ist, d.h. (siehe etwa THEIL, 1971, S. 18)

&?LS = 02 ((PX,)'PX, - (PXI)'P1((P1)'(P1)—1(P1)'PX1)-1.
(A.13)
Ferner hat
2 2
(P1)'"(P1 =1 = p° + (T=1)(1-p) (A.14)

eine einfache Nullstelle fiir p=1 , und

[(1-0)(1+0)  TT57(1-0) ... VTT5Z(1-5)
J1-57(1- _\2 _ 42
(P1)(P1)" = p?(1l-90) (1-0) (1-0)
57100 (1-0)2 ... (1-0)2

Daher ist lim P1((P1)'(P1)—1(P1)' liberall auBer in der oberen

ekl

rechten Ecke gleich Null. Wegen 1imp PX = (0:DX)' verschwindet

-1

damit der zweite Term in (A.13) fiir p>1 . Das impliziert aber

. “GLS _ -1 _ . “FD
11mp+1 V1 = OE((DX1)(DX1)) 11mp+1 V1 ,

qg.e.d.
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Satz (A.1) liefert eine gewisse Rechtfertigung fiir die in
der Skonometrischen Praxis hiufig beobachtete Vorgehensweise,
bei vermuteter hoher positiver Korrelation der StdrgrdBen GLS
durch FD zu approximieren. Dies gilt jedoch nur fir AR(1) Stdr-
gréBenprozesse. Geht die Korrelation je zweier benachbarter Stor-
gréBen gegen Eins, aber ohne daR die StSrgrdRen einem AR(1)
ProzeB folgen, ist auch FD nicht mehr notwendig asymptotisch
effizient. Man betrachte etwa einen stationdren AR(2) Stdrgrdfen—

prozeR mit

u =p,u + p.u + £, . (A.15)

Hier ist die Korrelation je zwei benachbarter StdrgrdBen gegeben

durch &

r = p1/(1—p2) . (A.16)
Ferner sei X eine Tx1-Matrix mit X = (1,0,...,0)", und 04=Py-
Dann gilt limp ~1/2 r = 1 , aber man rechnet leicht nach, da8
1imp,1_>1/2 var(é LS) = OZ und limp1+1/2 var(éFD) = 4 02

Sogar der Fall einer fiir r>1 verschwindenden relativen
Effizicnz von FD ist nicht ausgeschlossen. Dazu sei X wie bisher,

und p, = 1 -0, - O? . Wegen (A.16) gilt dann 1imp b0 T =1
1

Auf der anderen Seite priift man aber leicht nach, da8

~GLS

1imp 1 var(B ) = oi , wihrend var(BFD) fiir p1+0 tiber alle

1
Grenzen wichst (man beachte dazu, daB oi wegen der Konstanz von

2 2= 2 - - _2 - . .o . -
o und . GE/(1 0,70y p1p2/(1 pz)) bei wachsender Stdrgréfen

korrelation ebenfalls zunehmen muR).
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Seien nun die StdrgrdBen des Modells (A.1) Ausschnitt eines

beliebigen stationdren AR(p)-Prozesses, d.h. insbesondere

+ pput_p + e, (A.17)

mit pp 2z 0 . Alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms von
(A.17) seien betragsmidfig grdBer Eins, und r bezeichne die
Korrelation zwischen u, und Uiie Derartige StdrgrdBenprozesse

wurden bereits in Abschnitt 3b untersucht. Wegen der Statiomaritit

des Prozesses hat man ferner

p
2 _ 2 _
o = o, /(1 ‘A§ pipjri—j) (A.18)
1,3=1
und
P
ryr = LLe; 1 (A.19)
o . ~“GLS
SATZ (A.2): Fiir r, +1 konvergieren sowohl V als auch

1
VFD (V?LS und V?D) gegen die gleiche endliche und regulire Grenz-—

matrix Q (Q1), unabhingig von X, dann und nur dann wenn

Q1+1,pi+0(i¢1). (A.20)

~

und VFD (bzw. VGLS und VFD

GLS \
1 1’

BEWEIS: V sind stetige

Funktionen von o; (i=1,...,p) und OZ . Daher gilt

. o 2
llmp1+1;pi+0(i=1)v(p1""’pp’ge)

>

e : 2
= llmp1 1 V(p1,0,...,0,c€) (A.21)
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.. o “FD . . . . .
mit V = VGLS, VF s V?LS, V?D , und (A.20) ist hinreichend fiir

Satz (A.2) wegen Satz (A.1).

Zum Bewels der Notwendigkeit gelte r1+1 , aber oyrc= 1

Es reicht zu zeigen, daf immer ein X existiert mit limr +1VGLS
~ 1
2 1imr +1VFD . Der Einfachheit halber sei K=1 wund X = (1,...,0)'
1 A

wie bisher. Dann gilt var(BGLS) =o§ unabhingig von den Pss und

daher lim var(BGLS) = g2 a fortiori.
r1+1 €

Andererseits gilt hier

“FD
B - B = u, -y,
= U, T Pquy T UG T el ppuZ—p - g
= (1-01) e, T €y vz . (A.22)

Dabei ist =z eine Linearkombination von ui's mit 1i<1 und

daher unkorreliert mit (1~p1)€1—52 . Daraus folgt aber

~

var(8™) = ((1-p)%+1)0? + o7
1 € z
2 ((1—01)2+1)Oé . (A.23)
Da ex Annahme limr b Py 1, liefert (A.23) unmittelbar die
1
Behauptung, q.e.d.

Die in dem Sitzen (A.1) und (A.2) gebrauchte Annahme einer
konstanten Varianz der Innovationen €. hat vor allem beweis-
technische Bedeutung und ist fiir das Ergebnis unerheblich. Wegen
(A.18) und (A.19) folgt daraus etwa eine fiir r1+1 gegen <

strebende Varianz der St3rgrdBen selbst, aber da hier allein die

Quotienten der Varianzen von GLS und FD interessieren, ist diese
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Implikation hier chne Bedeutung. Alternativ k&nnte man auch Oi
festhalten, wie in KRAMER (1980b).

Satz (A.2) zeigt, daB unter allen autoregressiven StdrgrdBen-—
prozessen diejenigen der Ordnung Eins im wesentlichen die einzigen
sind, flir die man bei hoher positiver StdrgrdBenkorrelation und
unabhdngig von der konkreten Gestalt von X eine gute Approximation
von GLS durch FD erwarten kann. Wie fernmer in Abschnitt 3a ge-
zeigt, ist auch dann die Giite der Approximation bei Trend in den
Daten nicht unabhéngig von T . Dies mag daher abschliefend als
Hinweis dienen, bei Trend in den Daten eine Entscheidung fiir FD
nicht nur von der vermuteten StdrgrdBenkorrelation, sondern auch

von der Stichprobengrdfe abhingig zu machen.

-
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