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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Anwendung der
qualitativen Untersuchungsmethode von Differentialgleichungssystemen
auf einige Modelle der Skonomischen Theorie. Im ersten Abschnitt
werden T&tonnement-Systeme behandelt, wobei zunichst auf die Probleme
lokaler StabilitZ@t bei einigen Modellen eingegangen wird. Sodann folgt
eine Analyse der globalen Stabilitdt bei einem speziellen, jedoch

verallgemeinerbaren dynamischen Modell,

Der zweite Abschnitt ist der Untersuchung globaler Stabilitidt
einiger dynamischer Nicht-TAtonnement - Systeme gewidmet, wobei
verschiedene Stabilititsbegriffe eingefilhrt und untersucht werden.

AbschlieBend werden auch Erwartungen in diese Uberlegungen einbezogen.

Abstract

This paper deals with the application of the qualitative

investigation method of differential ecuations to some models in

- economic theory. In the first section, the so-called tAtonnement—

systems are treated. A discussion of problems of local stability
is followed by an analysis of global stability in a special, yet

generalizeable dynamic model.

The second section is concerned with the investigation of
global stability in some dynamic non-t&tonnement systems. Different
kinds of stability notions are introduced and analyzed; finally,

expectations are taken into consideration.
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0. Einleitung

Der Begriff des Gleichgewichts als ausgeglichener Zustand, der aus
einander entgegengesetsten Kréiften resultiert, wurde aus der Physik,
insbesondere aus der Mechanik in die Skonomische Theorie iibertragen
und entwickelte sich zu einem ebenso fundamentalen wie vielseitigen

Konzept.

In seiner engerén Bedeutung ist das Gleichgewicht ein Zustand, in
dem ,alles stillsteht". Allerdings sind unveridndert ruhende Objekte
oder Situationen klarerweise kein dankbarer oder interessanter Forschungs-
gegenstand. Der wirkliche Gehalt des Gleichgewichtskonzepts liegt daher

nicht so sehr in diesem Zustand sel®st, sondern mehr in den ,Gesetzen der

Verdnderung", mit denen er in Beziehung steht; von Interesse sind daher etwa

die Fragen, ob es Tendenzen zu oder weg von einem Gleichgewicht oder
zyklische Zustandsédnderungen um ein Gleichgewicht herum gibt. Davon
abgesehen gibt es natiirlich die Problematik der Exisienz, Anzahl bazw.

Eindeutigkeit von Gleichgewichten.

Die vorliegende Arbeit soll einige dynamische Aspekte der Skonomischen
Gleichgewichtstheorie unter besonderer Beriicksichtigung der Stabilitdt
behandeln.AAuch der Begriff der Stabilitit hat wie der des Gleichgewichts
eine Vielzahl von Bedeutungen : manchmal stellt er etwa, wie im Ausdruck
.Stabiles Preisniveau", eine verallgemeinerte Art von Gleichgewicht
( ,Beinahe~Gleichgewicht" ) dar, womit ein Zustand gemeint ist, der sich -

- relativ gesehen - nur wenig dndert, wenn beispielsweise Preise inner-
halb gewisser Grenzen verbleiben. In der Mathematik wird diese Situwation
+ ( lokal ) stabil" genannt, was bedeutet, daB ,kleine Stdrungen" eines
Gleichgewichts keine ,groBen Auswirkungen" haben kdnnen; dies ~ist etwa
dann der Fall, wenn in der Nihe eines Gleichgewichts nur periodische

Zustandsédnderungen aufireten.

Hiufiger jedoch = wie auch in dieser Arbeif = versteht man unter
Stabilitdt einén Trend der Zustandsinderungen zum Gleichgewicht hin,
das dann mathematisch ,asymptotisch stabil" heiBt. Im folgenden sei
also mit ,stabil" immer ,asymptotisch stabil" gemeint. Eine Unter-

teilung dieses Begriffs erweist sich als HuBerst niitzlich :
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Tritt der vorhin erwdhnte Trend zum Gleichgewicht nur bei geniigend
geringen Abweichungen von diesem auf, spricht man von einem ,lokal
( asymptotisch ) stabilen" , ist er aber bei beliebizen Zustinden vor-

handen, von einem ,global ( asymptotisch ) stabilen" Gleichgewicht.

Die Modellierung von Vorgingen mititels dynamischer Systeme hat
gegeniiber ,statischen” Methoden den Vorteil, nicht nur einzelne Situationen,
sondern die gesamte zeitliche Entwicklung der untersuchten Phinomene zu
beschreiben, weshalb solche Untersuchungen iiber die sogenannte Gleich-—
gewichtsanalyse hinausgehen. Bei der Verwendung von Differentialgleichungs-
systemen muB jedoch darauf geachtet werden, daB die iiblichen Bedingungen
der eindeutigen Lsbarkeit zur Folge haben,.daB ein ProzeB, der in einer
Situation auBerhalb des Gleichgewichts beginnt, nach endlicher Zeit nie ins
Gleichgewicht kommen kann,'ja untér Umstinden sich mi% fortschreitender Zeit
nicht einmal einem Gleichgewicht nZhern mfB, sodafl der Untersuchung von
Stabilitétsproblemen schon allein aus diesen Griinden eine zentrale Bedeutung

zukommt.

In Terminoclogie und Vorgangsweise folgen wir im wesentlichen <77,
_die Interpretation der TAtonnement-Systeme in Abschnitt I ist aus <2
entnommen; Ubrigens ist der hier verwendete Begriff des TAtomnements
nicht der urspriinglich von Walras verwendete, der darunter einen diskreten
Anpassungsprozel verstand und diesen mit eher statischen Methoden unter-

suchte,

Nun zur Zeichensetzung : der Quantor \J' heift ,fir alle" , =2 , &
bedeuten Implikation bzw. Lquivalenz und [Tl kennzeichnet das Ende
eines Beweises. Geschwungene Klammern {} umgeben Elemente einer Menge,
wihrend eckige [ ] oder runde () eine Anordnung von Ausdriicken ( Paar,
Tripel, Vektor, Matrix ) andeuten soll. Die Element- bzw. Teilmengen-—
relation wird mit € bzw. € bezeichnet; die Zeichen & , N ,\ Ybedeuten
disjunkte Mengenvereinigung bzw. —durchschnitt bzw. -differenz sowie
Pfeile & , -> Punktionen bzw. Grenziiberginge. Die Vorzeichenfunktion
wird mit sgn und die Differentiation nach einem allgemeinen Argument
bzw. der Zeit t mit einem hochgestellten Strich ' %bzw. Punkt °
abgekiirzt, Svitzklammern < > beinhalten einen Hinweis auf das Literatur-
verzeichnis. Zuletzt eine Konvention : Summen (:E:) iiber der leeren

Indexmenge wird { zweckmiBigerweise ) der Wert Null zugewiesen.
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I. TAtonnement = Systeme

Bei TAtonnement-Systemen ist der Handel nur im Gleichgewicht
erlaubt; ein (fiktives) Modell dafiir wire ein Auktionator, der die
von den Wirtschaftsagenten verlautbarten Transaktionsangébote ent-
gegennimmt und, falls diese miteinander vereinbar sind ( wim Gleich~-
gewicht" ), die Transaktionen vermittelt oder zuldBt, andernfalls
jedoch die urspriinglich gegebenen Preise nach einer bestimmten
pnRegel" - bei den zu besprechenden Modellen durch Differential-
gleichungs~Systeme dargestellt - dndert, jedoch keine Transaktionen
zuldBt, worauf die Agenten wiederum ihre - durch die Preisinderung
im allgemeinen von den friiheren verschiedenen - Transaktionswiinsche

bekanntgeben und die oben beschriebene Prozodur erneut beginnt.

Wie schon in der Einleitung erwdhnt, implizieren die mathematischen
Eigenschaften der meisten dynamischen Modelle die Unendlichkeit eineé
solchen Prozesses, der Auktionator wird im giinstigsten Fall ( der
Stabilitdt ) mit fortschreitender Zeit die divergierenden Offerte
immer mehr einander amnnfhern konnen, es wird jedoch nie zu einem
Handel kommen. Diesen kritischen Aspekt vermeiden die in Abschnitt IT

besprochenen Nicht-T4tonnement - Systeme.

Im folgenden wird #orausgesetzt, daB ein Gesamt-Substitutionseffekt
eintritt, der sich in dem Phinomen ZuBert, daB sich durch die Erhdhung
des Preises eines Guies bei gleichbleibenden Preisen der anderen Gliter
der Nachfrage-Uberschuf dieser Giiter erhtht, Die mathematische Formu-

lierung dieses Sachverhaltes wird in der Folge mit (GS) bezeichnet.

Zunéachst wird zusitzlich das Konzept des ,Numeraire" eingefiihrt,
welches ein nichtproduziertes, gelddhnliches Gut darstellt, dessen
(gleichbleibender) Preis einen Vergleich verschiedener Giiter ermsglichen
soll. Davon wird jedoch bei der Behandlung der globalen Stabilitit

wieder abgegangen.

Doch nun zur fomalen Beschreibung der TAtonnement - Systeme :
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T.1. Lokale Stabilitdt beim Walras - Prozefl

X . s n . . s
Bezeichnungen : Sei R~ der n-dimensiocnale euklidische Raum,

RY =: {P=(p,...,2Jc€% p,>0 Vief,...,n}} .

Wir betrachten n Giiter {1,...,n} , wobei Gut n
das ,Numeraire" sei; sei Pi> 0 der Preis des

X - n
Gutes 1 , i¥41,...,nj vnd P = {P1,...,Pn1e R, .

Sei Ei(P) die UberschuS-Nachfrage fiir Gut i zu
Preisen P , wobei P Ei(P) als differenzierbar
vorausgesetzt wird.

Seien Fl differenzierbar mit F.' >0 und

F,(0) =0 fix iell,eee,n=1} und F,o=0.

Mit ,Walras-FrozeB" wird das System

bezeichnet.

T.1.1 Definition

..

3 evlﬁi heiB8t ,isoliertes Gleichgewicht (von (I.1))",

wvenn es eine Umgebung Uetﬁi von P gibt, sodaf P der einzige Punk<:
in T ist, der. Ei('P') = 0 \ie{l,...,n} erfillt.

Ein isoliertes Gleichgewicht von (I.1) P heiBit plokal stabil", wenn
es eine Umgebung V&U von P gibt, sodaB fiir jede Lisung
P(t/Po) von (I.1) (diese erfiille P(0) = P, sowie (I.1) und sei

dadurch eindeutig bestimmt) mit P &V gilt: P(t/P)) = P .

t >+ 00

Die Linearisierung von (I.1) um ein isoliertes Gleichgewicht P ergibt

2(t) = 72 (B2, -F,) , i€Al,...n-1},
! (1.2)
Pn(‘t) = E’.n . :
JE

. = 5 - .
Dabei seien Ei,j(P) 'B—P-( P=P), ief,...,n-1}, jefl,eeuny .

d
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T.1.2 Lemma : Hinreichend fiir die lokale Stabilitit von P
unter (I.1) ist die Stabilitit von P unter (I.2); diese ist

dguivalent zu :

Re )\i <0 \{i%’ﬂ goeaeynn=l } , Wobel { r\,] yovey ’\n-1} die Eigenwerte

- - — m m s 13
(EW) der Matrix A = g*i"“ij(P)]i,jé'ﬁ,...,n—1} , also die Wurzeln

des Polynoms ( inX) det ( A = A ) {ber den komplexen Zahlen ¢
sind. (Schreiben z €€ als 2z =®Raz + i.dmz , 12 2 -1.)

ohne Beweis. ( siehe ¢5>! ).

I.1.3 Annahme : (GS) gilt, also E; 5(2) »0 \JPe.tRf , N1 £3 .

Fiir geniigend groBes s<€BR sind die Eintragungen der Matrix
=t sI + 4 ( I bezeichne wie in I.1.2 die Identititsmatrix)

unter I.1.3 alle positiv.

I.1.4 Lemma : Sei M eine quadratische Matrix mit lauter positiven
Eintragungen m; 5 >0 NYi,j. Dann gilt:

(a) es gibt einen EW >0 von M ( r heiBt ,Frobenius=EW" );

o n . o Ty = .
(v) za T gibt es .X ,y eR_ mit Mx_ =r.x_, Hy, = T.7, ;
(c) wenn A ein EW von M ist, gilt N<zr;

(d) es gilt min 2 m,.Sr<max > m, .
i3 M i3 M

ohne Beweis ( siehe <4>! ).

I.1.5 lemma : Fir M wie in I.1.4 gilt*(.u,va\Rn, u<v & V- ue(Ri ):
- Wenn fiir ein xeﬁf_ s S€R - Mx < s«x -oder ._Mtx<s.x gilt, damm ist r<s.

Beweis : wegen I.1.4 gibt-es yré(Ri mit Mtyf= r.yr,_wobei MJc die trans-
ponierte Matrix zu M bedeutet. Da yrétaf und Mx<s.x , gilt

.t T\t t t n .

T.y x = (M, y% X = y:_fo <yrs.x = S.y X j wegen X,y< IR+ gilt aber

Y:x >0 , woraus r < s folgt; imlich fir .-Mtx<s.x (statt __yi; X, )B

Mit ,Gesetz von Walras" wird die Gleichung ,
J P.E.(P) = O (1:3)
3 Jd 3

bezeichnet,
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I,1.6 Bemerkung : (I.3) <folgt aus der Budgetbeschriankung der an
der Wirtschaft partizipierenden Individuen; niheres entnehme man
Abschnitt IT .

I.1.7 Annahme : Nur die relativen Preise kdnnen die Nachfrage be-—
einflugsen, mathematisch bedeutet dies die Homogenitit vom Grad O
der Nachfrage~{Uberschu8funktionen :.: Ei(s.P) = Ei(P) WYi,s,P

Mit diesen Vorbereitungen folgt ganz leicht
I.1.8 Satz : Setzt man (I.3) oder I.1.7 voraus, so folgt aus
I.1.3 die lokale Stabilitdt jedes isolierten Gleichgewichtes P
von (I.1) .

Bewels : (a) Aus I.1.7 folgt Z E;_JPJ = 0 (Satz v. Euler).
J

. o o o = = n-1
Deshalb ist fiir A wie in I.17.2 und flir x =: (P1,...,Pn_1]€lR+

AX = -y mit y = (:F'E i yeoes L LEY nn]eua 2=1( egen I.1.3 ),

n n
da ja ZE = =B P Ni gilt. Fir M = s.I + 4 , wobei
j<n J non

s€R so gro8 ist, da8 M nur positive Eintragungen hat, ist daher

Mx<s.x , fir den Frobenius-EW r von M gilt nach I.1.5 also

r<s.Esgilt: NElvon A = A+s EWvon M = \d+s|lgr »
S>(Ms )<z = &bsr—a(O,wasnach I.1.2 zu zeigen war,

(b) Wegen (1. 3) gilt

'bP(Z'll

i<n J i<n M

—l;( EnPn) , also ZE ;= —Eann

Vij<n, da ja E(P) 0 :Lst.FurobJ.ge A, x,M ud fir

z =2 KF'E F ,...,F E ] 6}R ( wegen I.1.3 ; dieser Beweisteil

1
bedarf der zusitzlichen, in (a) nicht benStigten — Annahme Fllov= F!

n1n

Ni<n ,  was einer knderung der MaBeinheiten gleichkommt. ) gilt
t

- z , also analog (a) Mtx <s.x ; mit T.1.5 gilt
M Bivon A = Re AN <0 (analog (a)).(J i
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I.2. TLokale Stabilitdt bei der Hicks—Keynes - Dynamik

Anders als in I.1. , sollen jetzt nicht nur die gegenwirtigen,
sondern auch die erwarteten zukinfiigen Preise die Nachfrage beein-
flussen; dabel wird ein funktioneller Zusammenhang zwischen den
jetzigen und den erwarteten Preisen postuliert und wie in I.1.7 wird

nur den relativen Preisen ein Einflu8 auf die' Nachfrage zugebilligt.

Bezeichnungen : Wie in I.1 seien P = {P1,...,Pn]€JRi die

gegenwirtigen Preise der Giiter {1,...,n} (mit
. . n ;
Numeraire n ) sowie q = [q1,...,qﬁ1€&g_ die

erwarteten; seien f , ielt,...,n~1}, homogene
Funktionen vom Grad 1 sowie E; = Ei(P,q) die

Nachfrageiliberschu8-Funktionen {homogen vom
Grad O in (P,q) ), ie€{l,...,n). Sowohl £,

als auch Ei gseien differenzierbar.

Unter der ,Hicks-Keynes - Dynamik" versteht man

P;(t) = Ei(P’Q.) s 16{1,...,11-1} ’
qi(‘b)\ = fi_(P) , i6{1,...;n—1} , | . (1.4)
Pa = 4

I.2.1 Bemerkung : Den (linear homogenen) Einflu8 der absoluten

Gegenwartspreise auf die (absoluten) kiinftigen Preise spiegelt
die Homogenitdt der fi wieder; der erwartete Preis des Numeraires

ist dem (konstanten) jetzigen Preis gleich.

I.2.2 Definition : (P,q)€B, =R, heiBt ,Gleichgewicht (von (I.4))",

falls Ei(E,E) = 0 Vie{1,...,nY), E{i = fi(f) Vie{l,eeepn=1}

und E’n = P gilt. Die Begriffe ,isoliert" und ,lokal stabil"

gelten sinngemi analog zu I.1.1 .

Die Linearisierung von (I.4) um ein isoliertes Gleichgewicht

(F,9) ergibt
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P,(t) = 2 E, (2, —P) + D S EL.F (- %) , iel1,...,n-1}
i ij 1] Jk k
Jj<n Jsn ken (1.5)
Pn(t) = Pn
EEi DE; ' Rf,
3 ] —  e— + = t —  —— e comm—
Hier sind Ei,j =37, 0 ElJ "bqj und Fij -.,an .

woﬁei alle obigen Ausdriicke an der Stelle (P,q) = (?,E) ausgewertet

sind.

Seien A =: ( i,5¢{1,...,0-1} R

B=:(E l,j] yjell,eee,n=1}) und

C =: [FJ_J] 1,3 «f1 ,...,n-1} . Dann ergibt sich unter

I.2.3 Annahme : (GS) gilt, also : By >0 NL#3, 1,36f1.00n)

wd Bf > 0 Vi,j€{l,ea.,n-1}
sowie unter

I.2.4 Annabme : die Eh:wa.rtungselastizité‘.fen sind nichinegativ, also

PiRei/%? 0 Nikell,eeepn=1} (2 Fej 20 Wi,k <n ) ,das haibi,

daB alle Eintragungen von A + BC auBerhaldb der Hauptdiagonale
positiv sind, daB also fiir genligend groBes s¢ R wieder
M =: s.I + A + BC lauter positive Eintragungen hat.

Damit zeigt man
I.2.5 Satz : Unter I.2.3 und I.2.4 gilt :

(a) bei statischen Erwartungen, also wenn q = Pi \/ié{‘l,...,n-ﬂ,
ist (P,q) unter (I.5) stabil;

(b) bei geniigend groSen Erwartungselastizititen ist (P,q)
unter (I.5) instabil;

(&) hinreichend fiir Instabilitdt ist ebenfalls ZEJJ + EsJFJJ >0 .
J

Beweis : (a) Fir £,(P) = P, &llt C=1I,also A+BC=4+B,
wegen der Homogenitidt der Ei ergibt sich analog zu I.1.8.a

die Behauptung ( ersetze A durch 4 + B ).
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(b) Sei seB fest und so groB, daB M = s.I + A + BC nur
positive Eintragungen hat; wegen I.1.4.4 ist fiir geniigend
grofle E%j- (also fiir geniigend groBe Erwartungselastizititen

J k;jﬂ- ) der Frovenius-EW r von M griBer als s, also

ein EW von A + BC , nimlich r -~ s >0 , sodaB man aus TI.1.2

Instabilitit folgern kann.

(c¢) Bekanntlich gilt fiir die EW XT""’)h-1 von A + BC

Z)‘j = sp(4 + BC) ZEJJ. + ZZEJk k5 2

j<n j<n ken
7 Z_( Eyj + BYF, ) >0, da ja Bl Fys Z0 \{j,k<n ; deshalb

j<n

muB mindestens ein EW von A + BC eineh positiven Realteil haben,

woraus mit I.1.2 Instabilitdt folgt. [

I1.2.6 Bemerkung : Wie man im AnschluB an T.2.5 zeigen kann,

hat die BEinfilhrung von Fixpreisen fiir diejenigen Giiter, deren
zugehdrige Hauptdiagonalelemente in A + BC positiv sind, eine
stabilisierende Wirkung auf (I.5), vorausgesetzt, es gibt einige
nichtpositive Hauvtdiagonalelemente in A + BC ( siehe <7>1! ).

I.3. Variante mit extrapolativ... erwarteten Preigsen

Extrapolative Erwartungen werden‘aus Vorhersagen im Gleichgewicht

unter Verwendung geschitzter Nachfrageliberschul-Punktionen_abgeleitet.

Werden die Erwartungskoeffizienten auf diese Weise errechnet, kann
unter Voraussetzung von (GS) lokale Stabilitit gezeigt werden. Mit

dem Ansatz

q P, + q;-P; 5 ie{lyeceyn-1}

i

G = B

erhilt man statt (I.S) flir die Linearisierung um ein isoliertes
Gleichgewicht von (I.4), (P,q) nach (I.6) E; = Ei Vi, also

P;(t) = JZ(HE (P —P) + %E;-J(q.) Fj) Y i€{1,...,0~1}
Pn(t) = ?n .

(1.6)

(1.7)
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Dabei sind qi . ie\1,...,n-1y , die (konstanten) Erwartungs-—

5 wie in (I.5). Anstatt I.2.3, I.2.4

unterstellen wir nun nur Eij >0 Vi#j, i,jellyeee,n=1} und :

koeffizienten wnd E,. , E!
ij i

I.3.1 Annahme : Spekulanten, die sich auf Gut i spezialisiert

haben, werden nur von qi , nicht aber von qj_, 3 # i, be-

einfluBt, was formal Eij = 0 Ji#3, i,je\1,...,n—1}
bedeuntet.

Weiters wird fiir den Markt von Gut i angenommen, daB die
geschitzte Nachfrageiiberschu8-Funktion Egs) nuz von P und Pi
abhingt und daB der kiinfitige Preis q; als Gleichgewichtspreis

auf diesem Markt vorhergesagt wird unter der Annahme, daB sich die

anderen Preise nicht verindern, also 2 =P. Yj#£i gilt :

J
(s) . s " »
B = . 2; Py + BB o+ e, (1.8)
wo aij ’ bi s C Konstanten 81nd;fuqx%_erg1bt sich nach obigem
0 = ajq + >a. .P. + b0 + ¢ . (1.9)

I

Fiir Pi = Egs) ~ergibt sich aus (I.8) und (I.9) Lleicht

q; = Pi + (b = 1)/aii.P; , (1.10)

also

I.3.2 Annahme : U = (bi - 1)/aii \‘i€{1,...,n—1} .

I.3.3 Satz : Unter I.2.3 , I.3.1 und I.3.2 ist (I.7) stabil.

Beweis : Setzt man (I.10) in (I.7) ein und vergleicht dann

mit (I.8) ( E§s) = E; ) , so erhilt man

a;; = B + B, , iefl,...n-}, ' (1.11)
a5 = Eij , i #_j s i,jell,se0,n~1} und (1.12)
b, = Eii(bi - 1)/aii s ie{lycee,n=1} . (1.13)

Auvs (I.11),(I.13) hat man b, = (bi - 1)Eii/(Eii + Eii) , also
E;;/Bl, + 1 = (b, - 1)/bi = 1. = 1/b, oder

b, = =-EL/E. , ie{l,...,n-1) (1.14)
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Da wie in I.2 die NachfrageliberschuB-Funktionen E, = Ei(P,q)
als homogen vom Grad Q vorausgesetzt werden, erhidlt man nach

dem Satz von Euler :

= = P 1 = (®E ) . 3
0 = Zj_uiij + %E..q. = (mii+Eii)Pi + ,_%E.lej , also

1 e -~ ) ; N
B, + Bl = j%mijpj/?i <0 (mach I.3.1 undweil E,>0),

weshald 0 <b, < 1 Wiedl,...,n=1] _gelten muB, da nach (I.3)
P} . = = .
0 = BP'(ZJ:.J.PJ ) = 0+E. P + Z_Ejipj , also E,, <0 ist
i 3 37‘41
und zusdtzlich zu I.3.1 Elt_i > 0 (aus denselben Griinden wie in

I.2.3 ) vorausgesetzt wird.

Setzt man nun

ajy = a;ij/-(1 -—bi) >0 ,1#3, i,jelt,ee.,n=1}
al;, = a&,/(1 - b)) - i_e{1,...,na-1}._ .
und A'=: a'J!.,j-Ii,j lyeun,nmt} , so erhilt man wegen (I.8) und
0 = P; = %"aijgj + b;.0 + c, sowie wegen (1.8)
und P;(t) = E = Egs) statt (I.7) nun . pr = A'(P'=T),

soda8 wegen der Zhnlichen Gestalt von A' wie von A in TI.1.8
analog dort weiter geschlossen werden kann (statt I.1.7 hat man
jetzt die Homogenitit von Ei(P,q), welche nun —A.."i"e&?.r: sichert);

dabei seien P' =: [P ..., ,Juwnd P =: [F,...,F 1. O3

I.4. Globale Stabilitédt

Betrachten wir nun n Gliter { 1 ,...,n} ohne Numeraire, deren Preise

P, i€{1,...,n} folgender Dynamik unterworfen seien:
* x . .
P,(t) = B E;(P) ie{1,e0ayn} . | (1.15)

Dabei seien wie vorher Ei(P) der NachfrageiiberschuB nach Gut i

bei Preisen P =: [P1""’Pn] sowie =—-oco<«s2.
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I.4.1 Bemerkung : In <7>wird nur der Fall X = 0 , also der
Walras - Proze8 (I.1) mit Fi(Ei) = E; Dbehandelt; die vor-

liegende Verallgemeinerung wurde (fiir den Fall &= 2 ) von. <6¥

angeregt, ohne jedoch niher darauf einzugehen.
Wieder unterstellen wir (I.3) , I.1.7 sowie auBerdem :

T.4.2 Annahme : Es gibt £ >0 sodafl es mit

N =: {PezRf_ / P,>€> O \{ie{1,...,n}.} fir P eN genau eine

Ldsung von (I.>15) P(t/Po) gibt mit P(O/P_) = P ;-es gilt
weiters P.(‘t/Po)eN VYt sowie : P e P(t/Po) ist stetig Yt .

I.4.%5 Bemerkung : Hinreichend fiir I.4.2 4ist die leicht inter-

pretierbare Voraussetzung iber die Nachfrage :

lim inf E,(P) >0 Yiell,...,nl, wobei .P.-s,raf_ bleibt und
P L.
1

L, =2 {P = (P1,.-..,Pn]éfRn / By =0,P >0 \i# i} ist,

was bedeutet, daB bei verschwindend kleinem Preis fiir das Gut i
der NachfrageiiberschuB danach unabhingig von den (pasitiven)
Preisen der anderen Gliter durch eine positive Konstante nach unten

beschrinkt ist.

T.4.4 Bemerkung : Wie man leicht nachpriift, hat die Dynamik (I.15)
mit = 2 die Eigenschaft, daB ihre Gestalt bei gleichzeitiger,
propTtionaler Verinderung von P und E(P) =: [E1 (P),....,En(P)I |
unverindert bleibt, also der Ubergang P w»c.P , E & . 1/c.E

(I.15) invariant 1iB8+%. (Hinweis: nach Abschnitt II wird plausibel,
warum der Ubergang Pec.Pund X wc.X , wobei X die Waren-

mengen im Besitz der Wirtschaftsagenten reprisentiert, bereits
auch E+1/c.E nach sich zieht. Siehe auch 46! )

Die Eigenschaft (GS) hat auch hier schwerwiegende Folgen :
sie sichert in einem gewissen Sinne die Eindeutigkeit von

Gleichgewichten unter (I.15), genauer gesagt gilt :
I.4.5 Lemma : Seien P, Qeaﬁ Gleichgewichte wnter (I.15),
also Ei(P) = Ei(Q,) = 0 VYielt,...,n} ; dann gilt unter I.1.3 (GS):

es gibt ein ¢> 0 mit P = c¢.Q , falls auch I.1.7 gilt.
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<>
Beweis(: Sei P = Geeesr 1, 2= (95000521, Ted,..n,nf
sodas PJ/QJ = min PJ./QJ. =: ¢ >0 gilt. Wegen der Homogenitit
' J

der E; ist auch R =: c.QeR, ein Gleichgewicht unter (I.15);

wegen R. = c.Q.
g J QJ

Y iell,e..,n} und Ry = P; mu8 wegen I.1.3 P =R =c.Q sein,
sonst existierte ein j AJ mit R,< P, und da aAEJ/an =E, >0,
also Pj . EJ(P) streng monoton wichst, miiBte EJ(R) < EJ.(P) =0

sein, ein Widerspruch zu EJ(R) = EJ(Q) =01t [

I.4.6 Lemma : Unter (I.3) gilt fiir jede Lisung P(t/Po) » P e,
von (I.15) :

(a) ®£2 = ij(t/Po)é‘Q‘ = const. = J. PJ.(O/PO)Z"“
: J J
(b) &a=2 =: ]TPJ.(*&;/PO) = const. = T_['Pj(O/PO) .
dJd J :
Beweis : (a) 2 ( Pj"(t/Po)z‘“ ) = (2 -m)P;(t)/Pj(t)‘“ i,

= (2 -e()Ej(P(‘b))Pj(t) , der Rest folgt aus (I.3).
(v) 75 ( 1os T}'Pj(t/Po) ) =ij3(1:)/z>3.(1:) - % B,(B(4))2, ()
=0.0

I.4.7 Rorollar : Fir &g 2 gilt fir jede Lésung P(t/P,) mit

P &N von (I.15) unter (I.3) und I.4.2 :
P(t/PO) ist beschrinkt Wt30 .

Beweis : Fir k<2 folgt dies unmittelbar aus I.4.6.a ,
fir X = 2 aus I.4.6.b und dem zweiten Teil von TI.4.2 . (]

T.4.8 Korollar : Seien 5,6@2 Gleichgewichte von (I.15),
sodaB fiir eine Ldsung P(t/PO) mit P €N von (I.15) zwei
Folgen tn Y 400 , tr'z Y + 0o existieren mit

n =00 n -» og

P(t /P) > F , P(t!/P)) + Q@ . Damn gilt :
n < 5o n “* po

P = Q.

(25/0,)(05/2,) 25 & (2,/9)(,/7,).2; = 2,

d
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Beweis : Aus I.4.5 erhilt man P = c.Q , c>0 und aus I.4.6.a
fir w# 2 :

5527, 1in I (£ )%
= itn

neea  j

]

Z_Pj(o)z'“= lim ij(té)z-fg Zajz_x
’ 3

N0

zZusammen alsc ¢ =71 =2 ¢ =1 =>.§=
104'5‘, Io406ob = Cn = 1

Analog fir X= 2

Q.

il Of

_—>C=1$

Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen, die uns garantieren, daB
bei vorgegebenen Anfangspreisen Po durch den Proze8 (I.15) hichstens

ein Gleichgewicht approximiert werden kann, nun zur

I.4.9 Definition : Der ProzeB (I.15) heift  global stabil" , wenn

§ P €N es ein Gleichgewicht P von (I.15) gibt, sodag
P(t/P,) 57 gilt.
t > +00
Er heiBt ,quasistabil”, wenn jede LOsung .P(t/Po) von (I.15)
mit P_&N zur Menge aller Gleichgewichtspunkte von (I.15) fir

t > +00 konvergiert ( wegen der Beschrinktheit der Losungen
( nach I.4.7 ) 4ist dies dquivalent zu Ej(P(t/Po)) > 0 \{J,P <N ).

t > +oa

I.4.10 Bemerkung : Globale“Stabilgdt zieht Quasistabilitidt nacb
sich; wenn die Aussage von I.4.8 richtig ist, gilt auch die
Umkehrung, weshalb wir fir (I.15) unter (I.3), I.1.3 wnd I.1.7

wegen I1.4.7 nur eine Ljapunow-Funktion finden miissen, um globale

Stabilitit nachzuweisen ( siehe <5>! ). Dazu bendtigen wir

I.4.11 Lemma : Sei t w V(t) eine stetige reelle Funktion,

deren einseitige Ableitungén .
| v () = lin V(t*'h)h vEt)
und V (t) =: lim () -hV(t—n)
ha0+

existieren und .negativ-sein mbgen ;

dann ist V monoton fallend, %, < t, 3 V(t1) > V(t2) .

Beweis : (i) Wemn % 1okale Maximalstelle ' von V ist, so gilt
,V_(t)\: 0 ( sonst wire V(t) - V(i-h) < 0 fiir geniigend kleines h );

ebenso: t lokale Minimalstelle von V > V+(t) =0 .



L

- 18 =

(11) Sei F(x) =2 V(8) - (V(t,) = (%) )/(t, = ).t = t,);
wenn wir (indirekt vorgehend) annehmen, da8 V( t) > v(t,) fir

t1 <t2 s So erfillt F die Voraussetzungen in I.4.11 mit

F (t) <0 wund F+(t) <0 Vtﬁl‘b1,t2[ ; wegen (i) kann daher kein
t€1t1,t2[ lokale Extremalstelle von F sein, weshalb die

( wegen der Stetigkeit von F und der Kompaktheit von [‘c1 ,172]
existierenden)absoluten Extrema am Rande angenommen werden miissen,
da aber F(t1) = F(tz) ist, daher F konstant: sein’ mii8te, also

F (%) = F+(‘I:) = F(t) = 0 gidlte, ein Widerspruch ! [

Bevor wir zur Konstruktion einer Ljapunow-Funktion schreiten,
einige bequeme Abkiirzungen :

seien P sowie P, eN Vke€l:; dann sei Pj(t) =2 PJ.(t/PO) ,

2j(6) =t B;(4/7,) » By(t) =t By(2()) , (%) = B,(P(%)) ;

fiir eine Folge hk > (0 seien t =: 1t + hk

k > oo

it

Sei JT(t) =:{ji<lt,...,n}/ =, 5(8) >0 oder E (t)

k(t) =y jell,een,n}/ Ek(t) >0 oder ”k(t)

0 < ()],
0 <E(0)},

Sei

v(t/P_ ) =: Z P.(t)E.(t) ' ' (1.16)
S ety

sowie V(%) =: V(t/Po) s Vk(’c) =t V(t/Pk) ( analog (I.16) definiert ),

: V() - V(t)
w(t) = tk'hk , WCE) = Z—-( Py (£)E;(%) ).
' | je3 (%)

I.4.12 Lemma : Sei V wie in (I.16) ; danm gilt :

(1) v(t)>» 0 ¥t.; V(t) =0 & P(%) = P, Nty falls (I.3) gilt.
(i1) +t+ » V(%/P) ist stetig, also V(tk) ->V(t) fir k = so.

(iii) P> V(t/P) ist stetig, also P, P > Vk(t) > V(%) .
: k = so kK = oo
(iv) es existieren V_(t) , V+(t) und es gilt-: .
v (t) v (t) = W(t) Wt .
(v) Falls (I.3), I.1.3 gilt, dann W(t) € O ¥% , |
Wit) =0 & P(t) = P, Yt .
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Beweis: (1) ¥(t)20 klar; wenn V(%) = 0 , zilt wegen (I.3) :

=  P(0)E(t) = 0-7(¢) =0, wegen E,(t) €0 VY & J7(%)
s

J&I7 (%)
(wnd B,(£)% 0 Ji€I(t) ) ellt also B,(t) =0 Vi€llyeeusnl ,
was wegen I.4.2 P(t/Po) =P\t Dbedeutet.

(1) v(t) - V(%) = > ( 25(4 By (%) - Py($)Es(2) ) -

3637 ( 037 (t)

- 3T rEe o+ 2 (58,08 -

.+ + , B +

3 (NI (5,) 3 (8N ()
in den letzten beiden Summen sind fiir k -»v0 nur diejenigen
relevant, fir die J€JI (tZJ7(t,) baw. jed (e NT(8)  fr
unendlich viele k gilt; fir solche 'g:i.lt wegen der Stetigkeit
von twwP(t) und P w»E(P) Xklarerweise Ej(t) = 0.

Deshalb verschwinden die letzten beiden Summen fiir k - oe,
wihrend die erste aus hochstens n gegen Null konvergenten. ..
Summanden besteht, was schlieB8lich V(tk) - V(t) bedeutet.

k 200 :
(113) V() -V(8) = 2 ( B{(RES(H) - 2y()E5(%) )- -
39 (£ (%)
- = ey + 2 EHOERONE
€T (ENTL(%) JETL(ENTT (%)

wegen der Stetigkeit der Ldsungen P(t/PO) in den Anfangsbedin= ...

gungen P gilt fir P, = P_  auch P(t)» B(t) , B(t) > E(t)

k -»po X 50 k »5e
( 'siehe I.4.2 ! ). Ahnlich wie in (ii) kann nun v (£) » V(%)
gefolgert werden. K w0

(iv) (a) Seien B >0 YkeWN; angenomen, j&J7(t)\J7(t,) fir
unendlich viele k ; dann wire nach (I.17) Ej(t) =0, also
( per def. von JT(t) ) E;(t) >0 , was flir hinreichend groBe k
B5(t) > E;(t) = 0, also 7€3*(t,) V3K bedeutete, ein

Widerspruch zur Annahme ! Deshalb muB fiir alle geniigend grofen
k nun JF(t )<_;J+(tk) gelten, weshalb sich ergibt :

(1.17)
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05 - > Po(4)B,(%) - P.(%)E, (%) . 2 433(3‘()33(@;

€3 (%) by e (5 N (1) By

analog (I.17) gilt fiir relevante j in der zweiten Summe ( wegen

ié IT) ) Ej(t)g 0= Ej(t) ; wenn nun Ej(’c)< 0 wire, so

N

gilte Ej(tk)< Ej(t) =0 Jk»K , wide¥spriiechlich zur Annahme, daB

j€JI™(t,) fir unendlich viele k ( siehe (I.17) ) ! Also ms

C fir solche Ej(t) =0 = Ej(t) sein, weshalb die zweite Summe oben
aus hochstens n Summanden Pj(tk)E,j(tk) - Pj(t)Ej(t)‘ besteht, die
= sich fir k »sq dem Wert == ( P,(£)8,(8) ) = Py(£).0 + P,(+).0 = 0

annihern, wihrend die erste Summe klarerweise gegen W(t) und damit

wk(t) gegen V_‘;(t) konvergiert, was zu zeigen war.
- - (b)-8eien nun h, < 0 WYkeW ; es gilt

wk(t’) - Z PJ(tk)E,](tk) ‘Pj(t)Ej(t) _ Z. PJ(tk)EJ(tk)

£ je.r"‘_( £) b jeI (%) () By

+ Z—__ 225 (%) s fiir relevante j (L.17) ailt
RN

-

in der zweiten Summe Ej(t) >0= Ej(t) , weshalb fiir geniigend groSe

k mum Ey(t,) < Ey(+) =0, also jeJ(£)\J7(t) VWk2K gilt,

r

was schlieslich J¥(t)\NJ(,) = T (t) bedeutet, sodad die zweite

)

Summe‘als Grenzwert j%o(t) d—%( Pj(t)Ej(t) ) = j%(_t') P‘j(t)E;.(t) > o)

besitzt. Pir relevante j in der dritten Summe gilt nach (I.17)

E:_](t) < 0= Ey(t) ; ist fur solehe j Ey(t) <0, so gilt

- R + o
mj(tk)7 Ej(t) 0 gk2K, glso jeJ (tk)\J (t) yk2KI, soda8 man

J+(tk)\J+(t) i?‘@ I, (t)schreiben kamn, wobei Ej(t) = Ej(t) =0

\V/‘j eIé‘t? gilt. Deshaldb ist der Grenzwert der dritten Summe fir k - w0
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:E:;. E% ( Pj(t)Ej(t) ) + 0 £ 0, sodaB also insgesamt gilt :
jex (%)

es existiert V_(t) = lim¥ k(t)s w(t) .

k=0
(v) Nach der Kettenregel gilt W(t) = > 2 % ( PjEj )Py s
ey ¢
wobei wir bequemerweise die Argumente ab jetzt fortlassen. Wegen (I.3)
gilt also
* é : L2 3_
W o= E Pis—P—.'( 0 - P,jEj )— + 2 PiB—P_.-( 2 PjEj) =
ieJ+ 1 jg‘!' iﬁ’l‘ 1 j£I+
= ... +  . P;PEy; + - PiPEy; s | (T.18)
i€ 3T igT, jed

Ganach I.1.3 By >0 Wi soule P, €0 \i¢ s wd

‘ _ . , (1.19)

P, 20 Vie 7t ogilt,

erhdlt man aus (I.18) leicht W(t) € 0 \t -sowie W(%t) =0 <
® P, =0 Yi & P(t/P) =P . O

I.4.13 Satz :=. Die in (I.16) definierte Funktion V ist
eine Ljapunow-Funktion fiir das System (I.15) , welches daher

- global stabil ist.

Beweis : Wegen I.4.11 und I.4.12.iii,iv ist .V entlang jeder -
Lésungskurve monoton fallend, alle anderen Eigenschaften einer
Ljapunow~Funktion sind in TI.4.12.i,ii,v aufgelistet; jetzt mui

man nur noch TI.4.7 sowie I.4.10 beachten, um I.4.13 2zu zeigen. [:]

I.4.14 Bemerkung : In den Voraussetzungen von I1.4.12 geht nicht die

spezielle Gestalt des Systems (I.15) ein, sondern nur (I.3), I.1.3

und (I.19) , was auch fiir den Walras-Proze8 (I.1) stimmt, ein.

I.4.15 Satz : Setzt man fiir den Walras-Proze3 (I.1) sinngemiB
I.4.2 sowie die Beschrinktheit aller Ldsungen von (I.1) voraus,
so gilt unter (I.3) wnd I.1.3 :

(I.1) 4ist quasistabil.

Beweis : folgt unmittelbar aus TI.4.14 =sowie I.4.13 . [:l
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AbschlieBend eine  negative"

I.4.16 Bemerkung : In P (inhomogen) lineare Nachfrage-iberschuB-

Funktionen ktnnen nicht zugleich (I.3) wund I.1.3 erfiillen :
seien E.(P) = e, + ;Z:e..Pj ’ iéd1,...,n}.¢Unters~I.1.5 gilt
®5 = B, J >0 N1 #§; gilt aber (I.3) , so ist fir i # j

0 SPaE; ( ;Z;E.(P)P ) = 7552 (;Z§;elel +E () ) = oy + e .

'BPB 1J Ji

II. DNicht-TAtonnement - Systeme

Bei Nicht-T4tonnement-Systemen kann es auch in Situationen auBSer-
halb des Gleichgewichtes zu Handelstransaktionen kommeni'diese unter
Umstinden realistischere Annahme hat freilich Nachteile bei der for-
malen_Untersuchung zur Folge, sodaB zu einschneidenderen Voraussetzun-—
gen als in Abschnitt I gegriffen werden muB, um zu Zhnlichen Resul-
taten zu gelangen; in II.1 bedient man sich einer etwas expliziteren
Gestalt der NachfrageiiberschuB-Funktionen, um zu einem I.4.15 analogen
Resultat zu gelangen, wdhrend in II.2. von-de®:gogenannten Hahn-Bedin-
gung Gebrauch gemacht wird, um dies zu erhalten; in II.3 werden
erwartete zukiinftige Preise eingefithrt. Die Ergebnisse lassen sich
in den meisten Fillen leicht éuf Systeme verallgemeinern, die

(T.1) bzw. (I.15) analog sind; der Kiirze halber behandeln wir
daher nur solche Systeme, bei denen die zeitliche Anderung des

Preises éines Gutes dem Nachfrage-UberschuB (zu den derzeitigen

 Preisen) dieses Gutes gleichgesetzt wird. Der bereits in

Abschnitt I besprochene Gesamt-Substitutionseffekt wird nur
noch fallweise vorausgesetzt. Es werden nur Probleme der globalen
Stabilitdt behandelt. Die Voraussetzungen in I.4.2 werden daher
sinngemi8 {ibernommen, wihrend das Walras—Gesets (I.3) zwanglos
aus den Annahmen in II.1 und II.3 folgt. ’
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IT.1. Quasistabilitit und Analogie zu TAtonnement-Prozessen

Betrachten wieder eine Tauschwirtschaft, bestehend aus n Indi-

viduen und m Gitern mit Preisen Pj und Nachfrage-{berschiissen
Ej , J€l1,...,m} sowie = Bestinden Xij im Besitze von Indivi-

duum i , iell,...,n} ;3 X = X }heiBt

ij]ie{‘l,...,n},jeﬂ,...,m
Verteilungsmatrix; die Preisentwicklung sei,:wie schon angedeutet,
gegeben durch .

Pj(t) = EJ.(P,X) y J€Xlyees,m} o (11.1)

Nun zur ndheren Beschreibung von Ej :
sei..  mit Zij die Nachfrage von Individuwum i nach Gut J
bezeichnet, iell,...,n}, je{lys..,m) , wobei

zZ, = [zi1,.,..,zim1 | (1I1.2)

durch Maximierung der Nutzenfunktion U, = Ui(Zi) des Individuums i
unter der Nebenbedingung ’

Jszij = %ijij = M, (P,X) (11.3)

erhalten wird. (II.3) heidt ,Budgetbeschrinkung.

IT.1.1 Definition :

Ej(P’X) =3 Z.Zij - Z-Xij ’ jé{",...,m}
i i '

Mit diesen Voraussetzungen folgt ummittelbar das Walras-Gesetz

ZEJ.(P,X)PJ. = 0 (11.4)
3

Wenn die Verteilung X in:.der Zeit konstant bliebe, hitte man
eine ( etwas genauere als in Abschnitt I ) Beschreibung eines
T4tonnement-Prozesses; hier sei die zeitliche Entwicklung von X
durch . ’
xij(t) = Fij(P,X) s i€t1,.00,n}, Fell,...,m} (I1.5)

beschrieben, wobei die Spezifikation der Fij nun folgt, .

interpretiert als Transaktionsregeln fiir Handel auBerhalb des
Gleichgewichts :



)]

™

i

- 24 -

Unser Modell beriicksichtigt Produktion nicht, weshalb der

Gesamtbestand jedes Gutes konstant sein muf :

d ’ . -
ZiFi:J s == zixij ) = 0\ i€d,...,ak (11.6)
Bei Befriedigung jeglicher Nachfrage tritt kein Handel auf und
umngekehrt :
zi‘j = xij ) Fij =0 (VR (II.7)

Es gibt keine Transaktiod auf Xredit, nur Tauschhandel, sodaB
sich durch den Handel der Wert des Besitzes von Individuum i

nicht #ndert ( sondern nur durch Preisinderung ) :

J 13

ZjP.F. =%ijij(t) = O\Qieh,...,n}. ' (1I.8)

‘ Wir unterstellen

II.1.2 Annahme : Fir alle P eN (siehe I.4.2 ! ) , fir alle

n*m - Verteilungsmatrizen Xo existiert genau eine Ldsung des

Systems (II.1) & (II.5) , nimlich [P(t/Po,xo),x(t/Po,xo)}, die
‘P(O/PO,XO) = P, und X(O/PO,XO) = X erfiillt; es gilt weiters

P(t/PO,X;)éN Yt sowie : (P,X) w [P(t/P,X),X(t/P,X)] ist stetig
Wt .

Berticksichtigen wir weiters mur X mit Xij 2 C yi,j , so gilt:

II.1.3 Lemma : Sei P(t,Po,Xo),X(t/PO,XO) eine Ldsung von

 (I1.1) & (II.5) mit P eN und Xij(t/Po,Xo) > C \i,j ; dann gilt:

tx—»P(t/Po,Xo) und t\-)X(t/PO,XO) sind beschrinkt.
Beweis : Fir P folgt dies unmittelbar aus (II.4) (vgl. I.4.6,7 !);
wegen (II.6) gilt ' . .

1 (II.6) Zi:xij(t/}?o,xo) = 2‘1_ %;5(0/2,,%) V. [

II.1.4 Definition : Sei FeN , X =(X, ], oy ab, 3ol o}
,Q.., ’ ,..O’

mit iij> c Wi, i ; (P,X) heiBt ,Gleichgewicht" unter (II.1)&(II.5),

wern _EJ.(ID',S(') = 0 \Jdeil,...,m} gilt.

Bezeichnung : Schreiben ab jetzt statt xij >C Wi,j ¢ x3[c].
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Unter der

II.1.5 Amahme : (GS) gilt, also JE(P,X)RP >0 Vi # k,

kann man Quasistabilitdt nachweisen :

I1.1.6 Satz : Der Nicht-T4tonnement-Prozel (II.1)&(II.5) , der
(11.6) , (II.7) und (II.8) erfiillt, ist unter IT.1.2 wnd TII.1.5
quasistabil ( sinngemi8 analog zu I.4.9 definiert; wegen II.1.3
ist dies zu E,(P(%/P, X)), X(t/P,,X))) > 0O \{j,PO,eN,xonc]

t ++ca

dquivalent).

Beweisskizze : Sei V sinngem#8 analog (I.16) komstruiert, die Abkiir-

zungen wie vor I.4.12 ; dann erfiillt V klarerweise I.4.12.i,ii,
iii,iv . Aber-auch TIv4.12.v gilt, da (J.ndem wir Argumente unter-
driicken):

: (P B, ) 3(P.E, )BM .
%_,.d—i ( PJEJ ) ZZ ’bM ’ax lk 5
b

die erste Summe ist analog zu I.4.12.v nichtpositiv und verschwin-

det genau dann, wenn das System im Gleichgewicht ist; wegen

oM, '
.le = Pk und (II.8) "ist die zweite Summe gleich Null. Nach
ik

I.4.13 1ist also V eine Ljapunow~-Funktion und nach' II.1.3
das System quasistabil. D.

Anstatt II.71.5 kann man aber auch

ii.‘l »7 Annahme : Die Nutzenfunktionen Ui sind strikt quasikonkav

und homogen, sowie fiir alle Individuen gleich : Ui =T \jieﬁ,...,n}.

fordern und damit sogar glebale-:Stabilitdt zeigen, indem man folgender-
maBen vorgeht ( Skizze ): seien z. =:ZZ. i je{j,...,m}; aus II.1.1

und der Homogenitit der Ui folgert man Z = A ( )Z_P X / sowie

aus Ui =T z'j = AJ.(P) Z,Pj‘ziixij’ s Sodaf (21,-...,217;] U unter der

Nebenbedingung szj = Z Pj inj maximiert. Im Gleichgewicht P
J j i '

ist 2 = zj(f’) und P selbst von X unabhingig; wegen der strikten

Quasikonkavitdt von U ist das Gleichgewicht eindeutig bestimmt und

wir haben 3
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IT.1.8 Satz : Unter II.1.7 ist die Preisdynamik (II.1)  mit-
von X unabhingigen- Nachfrageliberschiissen Ej global stabil.

*

Beweisskizze : Nach obigem haben wir ’aU/BzJ. = Mt)Pj Vi, wo

A(t) > 0 der Lagrange-Multiplikator der Maximalititsbedingung fiir U
ist. Deswegen gilt

o) = TELa(1) = A().Zep(e) <0,
4 Jd J

da ja nach (II.4) und (II.8)

d . <
= =5 ( %Pjgj ) = jj_PjEj + ZJ-P.'] Zi'(‘_zij. ..,.;;ij) =

(@

2 . . . P
= (z,) +Z,szj - ZiJZPjFij.z 0 + JZszj -0 .

J 3

Also ist U monoton fallend ( und beschrinkt ), womit man nachweisen
kann, daB8 U eine Ljapunow-Funktion fiir unser Problem ist. ( Nach wie

vor gilt ja II.1.3! ) O

IT.2. Hahn-Bedingune und Quasistabilitit

7:Nun wird von der genaueren Beschreibung der Nachfrage-Uberschus-
funktionen in II.1.1 wieder Abstand genommen, dafiir jedoch eine

niecht unplausibel erscheinende ,Handelsregel' postuliert :

17.2.1 Annahme : Es gilt Yie{1l,...,n}, Vie{l,e..,m} ¢

1iJ

B, = 0 > 2y o= Xy Vied{1,...,n}

II.2,2 Bemerkung : Die ,Hahnbedingung" II.2.1 kann dahingehend
interpretiert werden, da8-alle m¥glichen Tauschaktionen nach dem

Prinzip ,wer zuerst kommt, mahlt zuerst" sofort durchgefiihrt werden,
sodaB bei negativem Nachfrageiiberschu8 ( E, <0 ), also realem Angebots—
iberschufl des Gutes J alle mach nachgragenden Individuen ihre
Nachfrage befriedigen kinnen, wihrend einigen Anbietern unverkauftie
Bestinde an j bleiben. Dzher sind nach Durchfilhrung des Tausches
alle individuellen Nachfrage—ﬁberschﬁsse negativ ( Zij < Xi,j ).

Eine analoge Uberlegung fiihrt zur Interpretation fiir reale

Nachfrageliberschiisse ( Ej >0 ).

Z. . # Xij =Y sgn(Zij - Xij) = sgn Ej sowie - Yje{l,e..,m} ¢
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IT.2.2 Bemerkungs (Forisetzung) : Natiirlich bedeutet II.2.1 auch,

daB einige Plidne der Individuen bezliglich Angebot und Nachfrage iiber-~
erfiillt werden; da aber jedes Gut zumindest teilweise als Tauschmittel
dienen kann, ist es mSglich, daB ein Gut kurzfristig vom Anbieter in

griBerem AusmalB als von ihm geplant verkauft und ein anderes C—ut, das
urspriinglich in geringerem MaBe nachgefragt wurde, gekauft werden muB,

um Tauschtransaktionen mit anderen Gliiterm durchfiihren zu kénnen.

IT.2.3 Bemerkung : Die zweite Bedingung in II.2.1 fihrt nun dazu,
daB ein wie in II.1.4 definiertes Gleichgewicht unter ‘den Annahmen

C (IT.7) und II.1.2 wirklich Fixpunkt unter der Dynmamik (II.1)&(II.5)
ist, was bisher nicht notwendigerweise der Fall war.

Nun ein Beispiel fiir einen dynamischen Nicht-T4tonnement-ProzeS,

der II.2.1 erfillt und bei dem, wie sich herausstellen wird, der

¢ Anteil (o i ) Jjedes Individuwums ( i ) an Knappheit oder UberfluB
eines Gutes konstant in der Zeit bleibt
e Z . : 'aZ .
; —il —L
( X..(t) = (P,X) - . z (p,x) ,
ij BPk B i%.s ”bPk By
ié(‘],oo.,n} 9 j€{1,...,m—1} md ‘
(11.9)
. t)P
E' Xim(t) = Z ) ié(1’ooo,n}.»
Pa
Hier sind .X;> 0 sowie Zai = 1 ; unmittelbar klar ist, da8

i

M

durch (II.9) (II.6) sowie (II.8) erfiillt ist; deshalb gilt :

e ] aZ aZ. -
___.l = —l
z;5(%) = Z P, * Dt = % SAENRILE
i‘ ‘BZ. . 'S ’az. . %M. .
da Z ij 4 - Z ij iy - 1 P. X -
2K, Tik T oM, BX;, ik z kT ik
Nach (II.9) gilt also
(8 = z5(8) - uizs'_zsj(t) yi<m, (II.10)

..

sodaB wir wegen - (II.6) erhalten
4 ¢ - = 2 = 4
= (Zi5-%5) = &7 <°<izs Ze3) = XiT (gzsj - Zs-xsj )
V j€{1’oo.,m-1}

(17.11)
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Nehmen wir nun - nur fiir dieses Beispiel - an, da8 die Nach-
- frageliberschuB-Funktionen die in II.1.1 angegebene Form haben;
dann kann man (II.11) umschreiben in

L

d . .
E‘ ( Zij - Xij ) = uiEj ') le&‘],.o.,n}’ Jq‘],...,m"“}’

o

sodaf man, 0(
2;4(t=0) =X ,(t=0) = %E(t=0) Ni,J

vorausgesetzt,

folgern kann. II.1.1 =zieht auch (II.4) nach sich, soda8 man mit
(IT.4) und (II.3) weiterschlieBen kann :

e P (2 -%_ ) = - DR (2 =% ) = =%y ZP =

jem ' j<m Y
= ;6P B - 0) \Jietl,...,n} , sodad schlieBlich mit

o

- Zij(t) - Xij(t) = D\:‘_Ea(t) Ht , Vi, VI
nicht nur II.2.1 , sondern auch die anfangs dieser Uberlegungen
aufgestellte Behauptung gezeigt ist.

- Es gibt also Prozesse, die II.2.1 gehorchen; diese sind.

quasistabil :

I1.2.4 Satz : Setzt man (II.6),(II.7),(II.8) sowie II.2.1
voraus, so ist der Nicht-TAtonnement-ProzeS (II.1)&(II.5)

quasistabil.

Beweis : Wegen der Nutzenmaximierung ( Zi maximiert Ui unter

- - Jod !
der Nebenbedlngung ZPJ i3 = M, 5 vgl. Beweis von II.1.8 ! )
s \ 9 i s s s
existieren >'i = i(t) >0 Yt, sodas ,a-—z-;; = in Ni,i s&ilt;

sei V(t) =: ZUi(zi(t)) : dann ist

() = zz’az z (t) = Z&ijz;j(t) £ 0 und (11.12)
i J

v(t) = 0 &> P(t/PO,XO),X(t/PO,XO) ist ein Gleichgewicht <=

S P(t/Po,Xo) = P, und X(t/PO,XO) = X, Jt .
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Die letzte Aquivalenz ist eine Xonsequenz aus II.2.3 , wihrend die
Ungleichung in (II.12) jetzt gezeigt wird :

Aus (II.3) folgt nach Differentiation nach

<t

0 , sodaB wegén (11.8),

]

p( Z.. =X.. + z..-x..‘;c..
Zj 3¢ Bag = %y ) %( i3~ %15 0%;

IT.2.1 uwnd (ITI.1) gilt :

P.7.. = X..=72.. )E. £ O dZ.Zt.=O
jazla Zj'( 1~ %3 )B; €0 m J.Pala <

&S Ej =0 \{-j , was zu 'zeigen_war. V 1ist also eine monoton

fallende Funktion der Zeit sowie nach unten beschrinkt, man kann sie
also wegen der Beschrinktheit der Losungskurven ( II.1.3 gilt ja
nach wie vor ) als Ljapunow-Funktion verwenden, um daraus Quasistabi-
1itit des Systems (II.1)&(II.5) abzuleiten. L]

II.3. Erwartungen im Nicht-TAtonnement - ProzeR

Sei-. qij der von Individuum i exrwartete kinftige Freis von
R AR FL T Y D
sei-- Yij die von Individuum 1 Ybestimmte: Nachfrage nach Gut j
zu Preisen @ ; alle anderen Bezeichnungen iibermehmen wir von friiher.
Individuum i bestimmt seine Nachfragen 2, ( wie in (II.2) ) der

Gegenvart wnd Y, =: [Yﬁ,...,Yim] der Zukunft durch Maximierung

der Nutzenfunktion F, = Fi(Ui(_Zi)’,Ui(Ii)) unter den Nebenbedingungen :

Budgetbeschrinkung in der Gegenwart, (II.3),und in der Zukunft,.

quij‘fij = %qijz:.Lj . - (11.33)

II.3.1 Annahme : x »Fi(x,y) wmd ¥ »Fi(x,y) sind monoton
wachsend ¥i sowie 2 »Fi(Ui(Z),y) md Y »Fi(x,Ui(Y)) sind

strikt quasikonkav Nie{l,...,n} .
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Wieder seien die Nachfrage-UberschuBfunktionen gegeben durch

.Ej(P,Q,X) =2 %zij -inj y J€lyeea,my (II.14)

i
wmd die zeitliche Preisentwicklung durch
P.(t) = E,(?,0,X) , jelt,...,m}, (II.15)

wdhrend die zukiinftigen Preise einem Adaptationsproze8 an die

gegenwirtigen unterworfen seien :

. 4)

i) iedt,...,n}, jell,...,m}, (11.16)

qij(t) = a.i(PJ - q

wobei a; >0 , ie{1,...,n} , die ( konstanten ) Erwartungselasti-

zitdten seien; hier wird zwar angenommen, daB jedes Individuum i

fir jedes Gut j dieselbe Erwartungselastizitit a; hat, andererseits

kénnen die Erwartungen individuell verschieden sein, es sind also

sowohl Preissteigerung erwartende Hamssiers ((i mit. % 5 >»P3 ) als

auch Preissenkung erwartende Baissiers ( i mit 9y <:E6 ) mSglich.

Wie oben soll sich auch die Verteilung X gemiB

%,(8) = F(P,0%) , i€ll,...,al, jef{lye.. mf o (1I.17)

&ndern. Fir die weitere Analyse ist es bequem, zwischen zwei Typen

von Gleichgewichten zu unterscheiden :

IT.3,2 Definition : (P,Q,X) heiBt ,stationires Gleichgewicht"

unter der Dynamik (II.15)&(II.16)&(II.17) , wenn gilt :

Ej(P’Q’X) = 0 , qi,j = Pj ’ Fij(PaQ,X) = 0 V{iefl,...,n$,
N jelly...,mk
( solch ein (P,Q,X) ist klarerweise ein Fixpunkt unter obiger Dymamik ).

Eine Ldsung P(t/Po,Qo,Xo),Q(t/Po,Qo,XO),X(t/Po,Qo,XO) von

(I1.15)&(I1.16)&(I1.17) heiBt ,Pseudo-Gleichgewicht" , wenn gilt

{ die Argumente Py Q,» X, werden der Kiirze halber ignoriert ) s
B;(P(£),a(t),x(¢)) = 0 , T (P(£),a(2),x(%)) = 0 und

2;5(2(),Q(6),X(8)) = ¥,(B(6),8(8),%(2)) 'y
Vielyeenn), Vsl ),
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I1.3.3 Bemerkung : In <7» wérden Pseudogleichgewichte pfuasigleich-

gewichte" genannt; um jedoch Konfusion mit dem Begriff der in I.4.9
definierten Quasistabilitit - besonders im Hinblick auf die spdter
folgende Definition der Pseudostabilitit - zu vermeiden, wurde die

vorliegende Bezeichnung gewidhlt.

I1.5.4 Bemerkung : Wieder setzen wir analog zu II.1.2 voraus, daB
fir P eN, xo-»tc] wd Q das System (II.15)&(II.16)&(II.17)

genau eine Losung EP(t/P;,Q,O,XO),Q(t/PO,QO,Xo),X(t/PO,QO,XO)J mit
P(t/2,:0,X,) € ¥ Nt , X(t/P,Q,% )2(c)Vt wund

P(0/P,395:%,) = By, 0/P,Q,%) = q_, X(0/P,0,,%) = X,
besitzt und daB die Abbildung

(P,Q,X) h[P(t/P,Q,X),Q,(t/P,Q,X),X(t/P,Q,X)I stetig ist V¢t .

I1.3.5 Bemerkung : Klarerweise gilt fiir ein Pseudogleichgewicht

( wieder ohne Argumente P »Q 0%, )+ P(t) = B s x(t) = X, VYt ,

die erwar‘teteh Preise konnen sich im allgemeinen ( d.h. fiir

qij(o) # Pj(o)_ fir ein i , ein j ) jedoch zeitlich verindern.

II1.3,6.Proposition : Jedes stationire Gleichgewicht ist ein

Pseudogleichgewicht.
Beweis : Wegen 4y = Pj‘ Vi wéd (I1.3),(II.13) ist
zj:Yiij = zj-Yijqij = Zj-zijqij = ijijpj = M; ¥i, sodad

fir Z, £ Yi wegen der strikten Quasikonkavitét ( die die Eindeutigkeit
des Maximums sichert ) von Z Fi(Ui(Z),y)

F;(U,(2,),0. (%)) > F, (0, (¥,),0,(¥;)) eflte ( da auch Y, die Neben-

bedingung (II.3) erfiillt ), also wegen der Monotonie von x »Fi(x,y)
; Ui(zi) >TU,(Y;)  sein miBte; da aber z; (anstelle von T, ) Klarer-

weise die Nebenbedingung (II.13) erfiillt, gilt wegen der strikten
Quasikonkavitit von Y Fi(x,Ui(Y)) :

Zi 7"4 Yl : : Fi(Ui(Zi)’Ui(Yi))> Fi(Ui(Zi)’Ui(Zi)) ’ (II 18)
wegen der Mondtonie von y »Fi(x,y) ist also Ui(Yi) >Ui(Zi) ,

ein Widerspruch, was Zi = YiVi bedeutet, ﬂ
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11.3.7 Bemerkung : Wenn wir, wie im folgenden, annehmen, dad fiir

die in (II.17) eingefiihrten Fij die Bedingungen (II.6),(II,7) und

(II.8) sinngemiB analog gelien, so ist jede LUsungskurve von
(I1.15)&(IT.16)&(II.17) beschrinkt : fiir P(1),X(t) folgt dies
analog II.1.3 ( setzen ja II.3.4 voraus !),und fiir beschrinktes
P(t) ist wegen der Gestalt von (II.16)- auch Q(t) beschrinkt, wie

man leicht einsieht.

II.3.8 Definition : Der ProzeB (II.15)&(II.16)&(II.17) heiBt

.PSeudostabil" , wenn.jede Losung [P(3),0(t),X(t)] dieses Systems mit

Anfangsbedingungen P N , X ¥ (c] fir t »+o0 zur (maximalen

invarianten):Menge der Pseudogleichgewichte strebt ( wegen TII.3.7
ist dies Zquivalent zu : Ej(P(t),Q(t),X(t)) > 0 Vi,

Fij(P(tL-@,(t),X(t)) > 0 \{i,j und

2;5((£),Q(2),2(%)) = ¥;,(P(5),0(),X(¢)) > 0 Vi,j fir t»+0).

Ubernehmen wir nun noch die Hahn-Bedingung II.2.1 sinngemiB
analog, so gilt :

IT.3.9 Satz : Unter ( den Analoga zu ) II.2.1 , (II.6),(II.7) und
(II.8) ist das dynamische System - (II.15)&(11.16)&(II.17) pseudostabil.

Beweis : V(%) =: ZFi(Ui(Zi(t)),Ui(Yi(t))) ist eine unserem Problem
i

gerechte Ljapunow-Funktion, wie man folgendermaBen einsieht :

Wegen (II.3) gilt (II.4), woraus wir nach Differentiation nach +
erhalten :

ij( Zyg =Xy ) = ijxij + 3p2,, = 0,
J _ J J
sodaB wegen (II.8)
P.Z.. = - P.( 2, -X%.. £ 0 mit
Zj 3913 % (25 - %5)
(11.19)
Gleichheit \y i genau dann, wenn Ej = 0 V3 ist.

Die letzte Aussage folgt aus (IT.15) sowie II.2.1 .

. Differenziert man (TI.13) nach t , so folgt

S oagy( Ty =25 ) + 2 (Y -20) = 0

J ]



oh

- 33 =

andererseits ist nach (II.16) wund (II.13)

qlJ( Yl,] - ZiJ ) = al%( PJ - qij )( Yij - Zl] ) =

= aif_S_j Pj( Tis = 2y ) 3 0, demn wire %Pj( o5 = By ) €0 und

Z, £ Y, , so miBte wegen der strikten Quasikonkavitit von 2 s Fi(Ui(Z),y)
und der Monotonie von X Fi(x,y) ( dhnlich wie im Beweis zu II.3.6 )

Ui.(_Zi) >Ui(Yi) gelten, ein Widerspruch zu (II.18) !

Obige Uberlegungen zeigen

zj'qij(‘:rij - Zij )£ 0 mit Gleichheit.genau dann, wenn: A =5 . (II.20)
Aus der Maximierung von F, unter den Nebenbedingungen (I1.3),(11.13)
erhalten wir

oF, auy oF, -
‘a—x'@i(zi))'a_x;(zi) =.azij '>1Pj - }.iqij \]je{u...,m} und

(11.21)

OF,. U, C

wobei T, = Ui‘(x1,...,xm) aufgefaBt wurde und Ai’/‘i> 0 die

Lagrange-Multiplikatoren sind. Daher ist die zeitliche Ableitung

. s A3 . F. . .
F (%) = ZJSE: 235 * ijij iy =
= N %-sz;j + )Jizj_qij( i’ij - 2, ) , sods8
~wegen (II.19) wnd (II.20) gilt :
Vzt) = ZF;_(t> €0 mit Gleichheit genau dann, wenn
T ;
E. = 0] wd Y, . - Z,. = 0 Vi,J , was wegen II.3.7

J i3 ij

nur noch zu zeigen war, um Pseudostabilitit nachzuweisen, da ja

nach II.2.1 wd (IL.7) By = O F;; = O nach sich zieht. M|
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Untersuchen wir abschlieBend die Beziehung zwischen stationdrem

und Pseudo-Gleichgewicht :

1I.3,10 Satz : Sei [PO,Q(t/PO,QO,xO),xo] ein Pseudogleichgewicht

von (II.15)&(II.16)&(II.17) ( vgl. II.3.5 ! ); dann gilt

» qij(t) $ Pj Vié{“,oo',ng 9
t 2+00
jedes Pseudogleichgewicht sirebt also .. einem stationdren Gleich-

gewicht zu.

Beweis : ist unmittelbar aus der Gestalt von (II.16) ersichtlich.

( Ein Beweis fiir einen allgemeineren Fall findet sich in<3». ) (1

IT.3.11 Bemerkung : Dem genauen Leser werdem:lIntersckieder zwischen

I7.3.2,3,8,10 und den Pendants in </» nicht entgangen sein; speziell
fir die letzte Aussage in II.3.10 wird in</>eine zusdtzliche Vor-
aussetzung bendtigt. Dies rihrt von den leicht verschiedenen Defini-
tionen von ,Pseudogleichgewicht" bzw. ,Quasigleichgewicht" her :
in <T» ist ein Quasigleichgewicht ein Punkt (P,Q,X) , der den im .
zweiten Teil von II.3.2 vorkommenden Gleichungen ( besser ihren
Pendants ) geniigen muB, wihrend bei uns ein Pseudogleichgewicht Ja
eine ganze L&sungskurve darsfellt, Die Aussage von II.3.9 , die
deshalb etwas stdrker als die in <7>ist, kann dennoch mit denselben,
Mitteln wie in <7T>gezeigt werden, weil eine Ljapunow-Funktion die
Konvergenz der EBsungen eines dynamischen Systems zu einer invarianten
Menge sichert; dies ist eine Konsequenz der Halbgruppen-Elgenschaft
autonomer Systeme P(t+t'/P°) = P(t/P(t'/Po)) , die aus der hier

ja vorausgesetzten eindeutigen Ldsbarkeit folgt, sowie aus der hier

ebenfalls geforderten Stetigkeit in den Anfangsbedingungen

P

x 2 P, fir k »oe > P(t/P) = P(t/P)) fir k » =o.
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