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GOODNESS-QOF-FIT TESTS FUR DAS RASCH-MODELL

Zusammenfassung:

Die Erflillung von vier Voraussetzungen bildet die Grund-
lage fiir die Gliltigkeit des Rasch-Modells und seiner Fol-
gerungen wie spezifische Objektivitdt oder Stichprobenun-
abhéngigkeit der Ergebnisse. Wihrend die meisten Goodness-
of-fit Statistiken die Annahmen {iber Suffizienz und Mono-
tonizitdt zu priifen erlauben, wurden erst unlingst einige
Tests vorgeschlagen mit denen Unidimensionalitit und
lokale stochastische Unabhdngigkeit einschitzbar wird. In
dieser Arbeit werden die Grundlagen des Rasch-Modells dar-
gestellt sowie die entsprechenden Goodness-of-fit Tests
diskutiert. Zusdtzlich sind einige Vorschlige zur graphi-
schen Analyse enthalten. Es wurde der Versuch unternommen,
einen Uberblick iber diagnostische Hilfsmittel zur Erkennung
von Verletzungen der Annahmen des Rasch-Modells zu geben.

Abstract:

‘Four requiremeﬁts to be met are basic to the validity of

the Rasch-model and its consequences such as specific
objectivity or results independent of the sample. Whereas
most goodness-of-fit statistics concentrate on the
assumptions of sufficiency and monotonicity more recently
some tests have been suggested to prove unidimensionality

and stochastic independence. This paper presents the axioms
of the Rasch-model and gives a discussion of the corresponding
goodness~of-fit tests. Additionally suggestions for graphical
analyses are included. The attempt has been made to provide

a survey on diagnostical aids for detecting failures of the
Rasch-model.
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1. EINLEITUNG

Zwel wesentliche Arbeitsrichtungen lassen sich im Bereich
psychometrischer Forschung unterscheiden: die klassische
Testtheorie und die Analyse latenter Strukturen.

(Diese Methodenunterscheidung gilt natiirlich nicht nur
fir die Psychometrie sondern wird auch im Rahmen der
Soziometrie u.a. getroffen. Die grdBere Verbreitung der
entsprechenden Ideen in der Psychologie diirfte in erster
Linie auf die l&dngere Tradition und spezielle Problematik
rickfihrbar sein.)

Bei der Gegeniberstellung der beiden Ansitze st88t man
notwendigerweise auf das Problem der Messung in den Sozial-
wissenschaften, seine wissenschaftstheoretischen Implikatio-
nen und die Behandlung von MeRfehlern. Das Hauptanliegen,
von beiden Richtungen in verschiedener Weise formuliert,
besteht darin, auf Grund gewisser beobachtbarer Merkmale
oder bestimmter Tatbestinde (z.B. angekreuzte Antwort einer
Fragestellung in einem Intelligenztest® ) entweder auf
strukturelle Beziehungén zwilschen diesen Patbestidnden (z.B.
Zusammenh&nge in der Beantwortung verschiedener Fragen des
Intelligenztests) oder auf zugrundeliegende Variablen im
Rahmen hypothetischer oder theoretischer Xonstrulktionen
(z.B. was ist Intelligenz, wie ist sie strukturiert und wie
18Rt sie sich messen) zu schlieBen und solches zu formali-
sieren.

(§) In der vorliegenden Arbeit werden die Beispiele vor
allem aus dem Bereich der psychologischen Intelligenzfor-
schung gewdhlt, da sich diese Beispiele recht gut zur
Illustration der entsprechenden Probleme eignen. Dies be-
deutet jedoch nicht, daB die hier dargestellten Ergebnisse
nur auf dieses spezielle Gebiet oder den Bereich der
Fragebogenmessung im allgemeinen beschrinkt sind.



Die Grundgleichung ("basic equation") der klassischen Test-
theorie lautet:

(1 T = TreE

und beschreibt eine Beobachtung y als zusammengesetzt aus
einem "wahren'" Wert oder "true-score” T und einem Fehler-
term. Das methodische Gerilist besteht im wesentlichen aus

dem allgemeinen linearen Modell unter der Annahme normal-
verteilter Fehler. (Verschiedene Arten der Regressions-
technik, multivariate. Methoden und die Faktorenanalyse im
speziellen stehen in enger Beziehung zum klassischen Ansatz.)
Da der Erwartungswert des Fehlers definitionsgemédR gleich
Null ist und somit der Erwartungswert der Beobachtungen
gleich dem wahren Wert ist, kann die klassische Testtheorie
eigentlich als Fehlertheorie bezeichnet werden. Das Beobacht-
bare ist deterministisch an das "zu messende’ geknlpit;
Variation, die nicht auf die Struktur des true-scores zu-
riickfithrbar ist, wird als Fehler der Messung aufgefafBt.

Der zweite Ansatz, die Analyse latenter Strukturen, geht in
erster Linie auf Lazarsfeld (1950a,1950b) zurick, der erst-
mals die Trennung zwischen zugrundeliegenden und beobacht-
baren Variablen vollzog, wobei diese nur als Indikatoren oder
Symptome Jjener aufgefalt werden. Die Berlicksichtigung des
stochastischen Charakters der Beobachtungen fihrt zur Auf-
weichung der deterministischen Beziehung, wie sie im Rahmen
der klassischen Theorie postuliert wird. Die Einfihrung
latenter Strukturen erlaubt es, Kovariationen zwischen
Beobachtungen als deren gemeinsame Abh3ngigkeit von Para-
metern, die die latente Struktur beschreiben, zu interpre-
tieren.

TLazarsfelds Uberlegungen wurden von G.Rasch (1960,1961,1966)
erweitert und fiihrten zu einer allgemeinen MeBtheorie, deren
wesentlichste Forderungen die Stichprobenunabhingigkeit und
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spezifische Objektivitidt der Ergebnisse betreffen. Zur Er-
flillung dieser Eigenschaften, auf die noch niher einzugehen
sein wird, ist allerdings Voraussetzung, daB das Modell mit
all seinen Annahmen gilt, das G.Rasch (1960) als Formali-
sierung seiner Theorie zugrundelegts. ‘

Eine Vielzahl von Arbeiten, die in den letzten Jahren zum
Rasch-Modell publiziert wurden, befassen sich mit Goodness-—
of-fit Tests als diagnostischem Mittel zur Priifung der
Modellgeltung. Eine kritische Gegeniiberstellung und abge-
rundete Diskussion steht allerdings noch aus. Die hier
vorgelegte Arbeit versucht einen Beitrag zu solch einer
Integration zu leisten und einige offen scheinende Bereiche
Zu erginzen.

Als erstes sollen nun die Voraussetzungen des Modells und
ihre Implikationen genauer behandelt werden.
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2. DAS RASCH-MODELL UND SEINE VORAUSSETZUNGEN

Es wurde bereits erwdhnt, daB im Rahmen der klassischen
Testtheorie eine Beobachtung als fehlerbehaftete Realisa-—
tion einer zugrundeliegenden Zufallsvariable aufgefaBt
wird. Die Zuordnung ist durch eine deterministische Aqui-
valenzrelation festgelegt, der EinfluB des MeBinstruments
auf die Messung wird nicht direks bericksichtigt, sondern
ist Teil der Zufallsschwankung, also des Fehlerterms.

Der wesentliche Unterschied zwischen dem klassischen An-

- satz und der neueren Theorie zur Analyse latenter Struk-

turen betrifft nun die Annahme einer latenten Dimension
(wie sich schon aus der Bezeichnung erkennen 1E8%t). Diese
wird hier als nicht direkt beobachtbar formuliert und ist
somit nicht, wie vorher schon dargestellt, deterministisch
mit der beobachtbaren oder manifesten Variable verbunden.
In der probabilistischen MeBtheorie im allgemeinen und im
Ansatz von Rasch im speziellen wird die Wahrscheinlichkeit
eine bestimmte Realisation zu beobachten und nicht die
Beobachtung selbst modelliert. Das Prinzip der Suffizienz,
auf das noch einzugehen sein wird, dient zur Bestimmung
von Parametern, die die Quantifikation der latenten Dimen-
sion leisten sollen. Kennt man die Anzahl richtiger Ldsun-
gen, die eine Versuchsperson in einem bestimmten Test er-
zielt hat, so soll dieser Wert als Indikator fiir den Grad
der Leistungsfihigkeit ebendieser Person dienen. Bezeichnete
man die Haufigkeit korrekter Ldsungen schon als deren
Féhigkeit, wdre dies ebenso unsinnig wie etwa die Verwechs-
lung des Begriffs Temperatur mit der Verbiegung eines Bi-
metallstréifens oder dem elektrischen Widerstand eines
Drahtstickes (s.G.Fischer,1974,5.183). Es wird hier also
nicht die suffiziente Statistik als zu messende Eigenschaft
aufgefalBt, sondern diese dient zur Schitzung der Parameter.
Erst diese werden als das zu messende aufgefalt.
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Im Modell von Rasch wird iliberdies noch der EinfluB} des
MeBinstruments auf die Messung beriicksichtigt, hdngt doch
eine Messung, um es im psychologischen Kontext zu formu-
lieren, nicht nur vom Verhalten oder der Eigenschaft des
MeBobjekts sondern auch von den Charakteristika der Reiz-
situation oder des MeBinstruments ab. Im Rasch-Modell wird
also zusidtzlich diese Wechselbeziehung mitbeachtet. Kehrt
man zum Beispiel des Intelligenztests zurick, so wird die
Wahrscheinlichkeit der richtigen Beantwortung einer Aufgabe
nicht nur von der Fidhigkeit éi der antwortenden Person i
sondern auch von der Schwierigkeit &j des Jj=-ten Testitems
(Aufgabe) abhingen.

Betrachtet man nun die Ergebnisse der Untersuchung von

n Personen i (i=1,..,n), die k Testitems j (j=1,..,k) zu
18sen hatten, so lautet Raschs Modellierung einer Einzel-
beobachtung

1 + exp(gi - 83)

(2) chij"yij‘ é’i’ €J> =

wobei die Realisierung yij der Bernoulli-Variable Yij mit
1 bei einer richtigen Losung, bzw. mit O sonst kodiert wird.

Folgende Bedingungen, die auch als notwendige Forderungen
an eine sozialwissenschaftliche Messung im weitesten Sinn
aufgefalt werden konnen, fiihren zur Definition von (2), bzw.
sind fiir die Giiltigkeit von (2) notwendig und hinreichend:

i) AXTOM DER UNIDIMENSIONALITAT

Die MeBinstrumente (in unserem Beispiel die Aufgaben des
Intelligenztests) sind eine endliche Stichprobe aus elnem
Universum denkbarer Instrumente, die im einfachsten Fall
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(auf den diese Arbeit beschrinkt bleibt) dichotome
Meésungen zulassen (also Vorhandensein oder Nichtvor-
handensein eines Symptoms - richtige oder falsche Ldsung).
Da eine bestimmte Eigenschaft gemessen werden soll,

missen die MeBinstrumente dasselbe messen, oder in anderen
Worten, sie sollen der latenten Dimension homogen sein.
(Eine Motivation im sozialwissenschaftlichen Kontext hiefiir
148t sich anhand folgender Uberlegung aufzeigen: Die ein-
malige Beobachtung'eines Ereignisses reicht zur Bestimmung
seiner Auftretenswahrscheinlichkeit nicht aus. Mehrmalige
Beobachtungen erfordern aber oft verschiedene Beobachtungs-
instrumente. Wird im Beispiel des Intelligenztests einmal
eine Aufgabe bearbeitet oder vielleicht sogar richtig
geldst, so scheint eine wiederholte Vorgabe derselben
"Prifungsfrage" sinnlos. Die Vorgabe mehrerer verschiedener
Aufgaben macht es aber notwendig, daB diese Testitems
dasselbe, also in unserem Beispiel eine bestimmte Intelli-
genzdimension wie etwa rdumliche Vorstellungskraft messen.)

ii) AXTOM DER MONOTONIZITAT

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir ein bestimmtes j ent-
lang der latenten Dimension & (oder Itemcharakteristik-
kurve (ICC) fir das Item j), in Zeichen fj(é) soll fiir
alle.j monoton steigend sein und es soll gelten:

0 < fj(é) < 1, wobel £ eR,

fj(g) ->lO wenn £- —e , und fj(g) > 1 wenn £- +ow .

Im Beispiel bedeutet dies: mit zunehmender Leistungsfihig-
keit einer Person, die sich in einem hohen Wert auf der
latenten " Dimension £ reprédsentiert, soll die Wahrschein-
lichkeit Aufgabe J richtig zu 1l3sen immer groBer werden

und umgekehrt. Zusdtzlich soll gewdhrleistet sein, daR keine
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Person mit absoluter Sicherheit richtige oder falsche
Antworten gibt. In diesem Fall wdre wieder eine determi-
nistische Beziehung postuliert, die aber offensichtlich
empirisch nicht gerechtfertigt werden kann.

iii) AXIOM DER (LOKALEN) STOCEASTISCHEN UNABHANGIGKEIT

TLokale stochastische Unabhingigkeit der Beobachtungen, als
dritte Voraussetzung, bedeutet, daB die Kovariation der
Einzelbeobachtungen nur von der Parameterstruktur auf der
latenten Dimension abhingt. Es gilt

P(Y35=75 5985341 T 1501 60 = £35(85)-T5,4(55)

und
P(¥;5 =350 345 T 14050 80 = £3(85)-25(65 )

fiir alle i und alle j. Die Beantwortung einer Frage soll
demnach nicht davon abhingen, ob und welche Frage vorher
schon richtig beantwortet wurde, bzw. ob und wie eine
andere Person diese Frage beantwortet.

iv) - AXTOM DER SUFFIZIENZ

Die Summe der Einzelbeobachtungen sollen erschopfende
Statistiken fiir die zu schitzenden Parameter sein. WelB
man also wieviele Testitems von einer Person richtig ge-
15st wurden, so soll dies die gesamte Information aus-
schdpfen, die zur Schitzung der Leistungsfihigkeit dieser
Person notwendig ist.
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Sei
ti = %yij ’

wobei yij wie oben eine einzelne Beobachtung bezeichnet,
die entsprechend mit 1 (richtig) oder O (falsch) kodiert
wird, so soll die GrdRe ti ausreichen den Parameter éi

zu schitzen. Es soll demnach die Kenntnis welche einzelnen
Items geldst wurden keine zusdtzliche Information zur Be-
stimmung des Grades der Leistungsfdhigkeit der Person i
liefern. Damit diese Bedingung erfillt ist soll nach dem
Faktorisierungstheorem von Fisher und Neyman die geﬂeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion der Yij wie folgt
zerlegt werden konnen:

(3) f(yi']”“’yik] él) = g(ti! é,i)'hcyi/],"',yik;)

wobei g von ¥4 Dur durch t; abhingt und h von %i véllig
unabhingig ist. (Vgl.G.G.Roussas,1973).

In der Praxis wird nun folgenderweise vorgegangen. Sind
einmal Daten erhoben, so werden die Parameter des Modells (2)
unter der Annahme geséhétzt, daBl die eben dargestellten
Axiome i) - iv) gelten. Daran anschlieBend versucht man,

die Glltigkeit dieser Annshmen zu Uberpriifen und gegebenen-
falls zu bestdtigen, wozu verschiedene inferenzstatistische
und graphisch explorative Verfahren entwickelt wurden.

Die Methoden zur Parameterschitzung und ihre wissenschafts-
theoretischen Implikationen werden im n8chsten Kapitel be-
handelt. In den darauf folgenden Abschnitten wird auf die
einzelnen Tests zur Modellkontrolle eingegangen.
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2. BEDINGTE UND UNBEDINGTE MAXTMUM LIKELIHOOD
SCHATZUNG IM RASCH-MODELL

Gegeben seien k Realisationen einer Bernoulli-Variable,
wobedi ti Erfolge beobachtet werden konnten. Unter der
Annahme stochastischer Unabhidngigkeit und suffizienter
Statistiken (Axiome iii) und iv);) 1ZBt sich die Wahr-
scheinlichkeit, daB eine Person i eine bestimmte Sequenz
oder ein Muster Ai von Antworten gibt, als das Produkt
der Einzelwahrscheinlichkeiten (2) anschreiben:

(4) p(Yi’l=yi’]""Yik=yik' $i9 51,°'a€k) =
P(Aizaj_léi, 31,00,81{) = -E,-P<Yij=yij! &i’ej> =

' eXP(yij[ éi—eﬁl) _
j 1 + eX_p(él - EJ)

t.
Bi i . eXp(-Zejyi,i)

TJ.T['] + eXP(éi - EJ-)]

, mit 9i = 1n éi .

Nimmt man zusitzlich Unabhingigkeit zwischen den Personen
an (die z.B. dann nicht gegeben wdre, wenn bei gleichzei-
tiger Testung mehrerer Personen diese voneinander abschrei-
ben kOnnten), so erh#lt man die "Gesamtwahrscheinlichkeit™
oder Likelihood der beobachteten Daten

exp(-) £.s5.) » exp( L)
(5) L. = 22 dd 24" , wobei s = Z.Yij .

TTTT0 + exntg; - £4)]
i :
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Maximieren der logarithmierten Likelihood Lu(5), u steht

fiir unbedingt oder "unconditional", ergibt die Parameter-
schétzer fir éi bzw. Sj . Die ersten partiellen Ableitungen
von log Lu nach & und & liefern die Schédtzer, die Inverse
der negativen Matrix der zweiten partiellen Ableitungen
ergibt die asymptotische Varianz-Kovarianz-Matrix der
Parameterschatzer.

Die eben beschriebene Vorgangsweise entspricht den Ublichen
Gepflogenheiten zur Bestimmung von Parameterwerten und be-
ruht auf gut fundierten Kenntnissen der Exponentialfamilie
von Verteilungen. Im hier behandelten Fall lassen sich
allerdings drei Argumente anfiihren, die eine Verwendung

der Methode der unbedingten Maximum Likelihood-Schdtzung (UML)
nicht empfehlenswert erscheinen lassen. Das betrifft erstens
die Konsistenz der Parameterschitzer, weiters die Unterschei-
dung von inzidentellen und strukturellen Parametern nach
Neyman und Scott (1948) und schlieBlich den Begriff der
Stichprobenunabhingigkeit der Ergebnisse oder spezifische
Objektivitdt, der als wesentlichste SchluBfolgerung der
Theorie von Rasch aufgefaBt wird. Diese drei Argumente

fiihren zur bedingten oder "conditional” Maximum Likelihood-
Schitzung (CML), wie im folgenden zu zeigen sein wird.

1) zur Konsistenz

E.B.Andersen (1973%a) konnte zeigen, daB die Maximierung

der unbedingten Likelihood (5) inkonsistente Parameter-
schitzer liefert, die einen asymptotischen Bias von k/(k-1)
aufweisen wenn n e . Der Beweis ist flir k = 2 Items rela-
tiv einfach zu geben; allerdings ist die folgende Uberlegung
voranzustellen, die auch im Fall k > 2 gilt: die Parameter
5; und €j sind nur bis auf eine additive Konstante be-
stimmbar, da aus &; = &; +c und g% = Ej + ¢ folgt,

daB & - €% = &; - &5 Diese Menrdeuvigheit 148t sich
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aber durch Einfiihren einer Normierungsbedingung, wie z.B.
E,l = O oder der in weiterer Folge verwendeten 2&. = O ,
leicht beheben. Weifters bendtigt man noch die ML-Gleichungen

(&) ti = E(Ti) = Z.P(Yi,j:yij' éia E’J)
J
und
(7 sj = E(SJ) = Zp(YiJ':yijl €3 83) 3

die sich nach partiellem Ableiten von (5) ergeben.

Seil also die Anzahl der Items k = 2. Aufgrund der Normierung
ist dann &, = - &, . Einsetzen in (6) ergibt die Schitz-
A

gleichung fir i

(8) 6 = v__eXPCéi '_81) . exP(éi + 51)
Too1 s exn(g; - gq) 1+ exp(€; + £q)

Da im Fall k = 2° 1 die Werte 0, 1 oder 2 annehmen kann,
ergeben sich folgende Ldsungen fiir ‘iif

-0 fir t. = 0
A v 1
é,i= 0 fir t, =1

+Co fﬁrti=2

Daraus erh&lt man nun unter Verwendung von (7) die Ldsungs-
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gleichung fir 81 durch Einsetzen der entsprechenden Werte

von é’i
(9 S, = 0 +n e-Eq/(1+e"Eq) +'n 1
1 = Bo* 1° 2+
wobel n., fiir die Anzahl der Individuen mit Rohscore ti =T,
(r = 0, 1 oder 2), steht. Da

n, - 8, + n, = Anzahl der Personen mit (0,1) ,

d.h. mit genau dem Antwortmuster: erstes Item nicht geldst,
zweites geldst, und

Sq =D, = Anzahl der Personen mit (1,0) ,

gilt auf Grund des Gesetzes der groBen Zahlen

Ny =S+, ® 1im ZE exp(g;+€4)
n [’I+exp(,§ &,1)] [’1+exp(g +g,])]

sowie

2 f, 1inm 2 o(85m&) ]
n [1+exp(£;-£4)] [1+exp(§;+€4)]
1

Daraus folgt, daB das Verhdltnis (nq—s2+n2)/(sq-n2) in
Wahrscheinlichkeit gegen das Verhdltnis der beiden Limiten
konvergiert und daher gilt

éq = ln(e ) = 264 .
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N

Konsistente Schiédtzungen fiir die Ej erhdlt man unter Ver-
wendung der Korrektur

0\* N
€J. = k/(k=1) 83‘ .

Simulationsstudien ergaben, daB eine solche Vorgangsweise
dann gerechtfertigt ist, wenn die bedingte ML-Schitzung
aus welchen Grinden auch immer versagt (pers. Mitteilung
von E.B.Andersen;s.a. G.Fischer,1974,S.260).

2) Unterscheidung zwischen struktbturellen und inzidentellen
Parametern

Solche eben beschriebenen Situationen, wo ML-Schitzer in-
konsistent sind, wurden von Neyman und Scott (1948) erkannt,
die darauf aufmerksam machten, daB eine Identifizierung von
Modellparametern dann in Frage gestellt ist, wenn jede Person
bei VergroBerung der Stichprobe mindestens einen neuen, un-—
bestimmten Parameter mit sich bringt, da in diesem Fall die
Prizision der Parameterschdtzung nicht ohne weiteres erhdht
werden kann, wenn die Zahl der Personen erhdht wird. Mehr
Personen bedeuten dann nicht prdzisere Schitzung sondern
immer neue, unbekannte Parameter. '

Eine Losung dieser Problematik ergibt sich aus der Definition
sogenannter Strukbturparameter und inzidenteller Parameter, wie
sie von Neyman und Scott gegeben wurde. Der Unterschied
zwischen beiden besteht im wesentlichen nur bezliglich ihrer
Anzeahl. Strukturparameter eines Modells sind dadurch definiert,
dafl ihre Anzahl endlich ist und daB sie in beliebig vielen
Zufallsvariablen als Verteilungsparameter vorkommen. Je
groBer die Stichprobe der Beobachtungen, umso gréfer wird
der auszuschdpfende Betrag an statistischer Information in
Bezug auf diese Strukturparameter, d.h. umso genauer kdnnen
diese geschidtzt werden. Strebt die Anzahl der Beobachtungen
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gegen unendlich, so konvergiert die Schidtzfehlervarianz
der Strukturparameter gegen Null, die Schidtzungen sind
demnach konsistent.

Tnzidentelle Parameter hingegen sind dadurch definiert,

daB jeder von ihnen in hdchstens endlich vielen beobacht-
baren Zuvallsvariablen als Verteilungsparameter enthalten
sind, ihre Anzahl aber mit wachsender Stichprobengroflie

gegen unendlich strebt. Uber inzidentelle Parameter kdnnen
also keine genaueren Angaben gemacht werden. Damit aber

diese nicht ndher bestimmbaren Parameter die Strukturpara-
meterschitzung nicht beeintrdchtigen, erhebt sich die For-
derung,. sie im Zuge des Schatzvorgangs zu eliminieren.

Genau diese Forderung wird durch das Modell von Rasch erfillt.
Die Verwendung der bedingten Likelihood ermdglicht einerseits
eine Schitzung der Strukturparameter unabhingig wvon den in-
zidentellen Parametern und erlaubt andererseits aus Symetrie-
griinden auch Aussagen liber die inzidentellen Parameter. Auf
die Herleitung der bedingten Maximum Likelihood soll im
folgenden ndher eingegangen werden.

%) bedingte ML-Schitzung und spezifische Objektivitat

Betrachtet man nicht nur eine einzelne Realisation eines
Antwortvektors Ai wie in (4) sondern die Menge aller .
mdglichen Muster A, die einen bestimmten Randscore Ti = ti
erfiillen, so erhdlt man die Wahrscheinlichkeit eben
Rohscore ti zu beobachten aus

exp(§:%,) exp(-2 £.F: +)
(8) p(Ty=t;) = Zp(Ai=ai) = 5585 ;.- T 237
Al TjT [’1 + exp(éi_ EJ)]

Die Summe im Zdhler von (8) 1l&Bt sich auch als
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(9) ’X‘(ti; 819‘0, ek) = %{ueXP(‘ %_837'13)

schreiben und wird als elementarsymetrische Funktion der
Ordnung ti bezeichnet. Der Quotient

P(Ai=ai>
P(Ti=ti)

— . o = .\ =
P<Ai'a1|T1 tl’

gibt die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters
ai bei gegebenem Rohscore ti an und ist unabhingig von 5;i.

Produktbilden {iber i liefert die bedingte Likelihood Lc
(¢ flir conditional)

n .
(10) LC = eXP(-JZEJSj)/UA((I‘;Eq,--,ﬁk) o . K

wobei n, die Anzahl der Personen mit t.=r, (r=0,..,k),
bezeichnet. Aus Symetriegriinden gilt ebenso

I R P TIAVA I PICH IR

Die Konstante K bezeichnet eine kombinatorische GrdBe, die
die Anzahl der Datenmatrizen (yij) beschreibt, die mit den
Randvektoren (ti) bzw. (sj) vereinbar sind.

Die inhaltliche Bedeutung fir (10) und (11) liegt in der
Unabhéngigkeit der Personen- von den Aufgabenparametern
wdhrend des Schitzvorgangs. Darin begriindet sich auch die
Kernaussage der Theorie der spezifischen Objektivitit:

(10) erlaubt einen Vergleich der MeBinstrumente unabhingig
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von den MeBobjekten. Dies filihrt auch zum Begriff der
Stichprobenunabhingigkeit. Im Beispiel des Intelligenz-
tests bedeutet das die Moglichkeit, Testaufgaben und

deren Struktur unabhingig von den getesteten Personen,

also der Stichprobe,zu evaluieren. (Ebenso gilt der umge-
kehrte Fall, wo Personen unabhingig von der spezifischen
Testsituation verglichen werden kdnnen.) Sind n&mlich die
Zi's unabhingig von den §&.'s, so missen selbst in extrem
verzerrten Stichproben gleiche Schétzungen fir die £j's
resultieren. Die strenge Forderung des klassischen Ansatzes
nach Repridsentativitidt der Stichprobe, die in experimentellen
oder praktischen Anwendungen sozialwissenschaftlicher Frage-
stellungen oft nur schwer oder gar nicht erfullt werden kann,
ist hier vdllig vernachlissigbar. Dazu ist allerdings not-
wendig, daB die Axiome i) - iv) gelten, was offensichtlich
nicht ohne weiteres vorausgesetzt werden kann.

Um die Giiltigkeit dieser Forderungen iiberpriifbar zu machen,
wurden verschiedene Tests entwickelt, die im folgenden
genau beschrieben werden sollen. Die Mdglichkeit einer
Priifung der Modellannahmen ist ein weiterer Vorteil probabi-
listischer MeBmodelle. Imklassischen Ansatz geht man im
wesentlichen nicht {iber eine Analyse der Residuen hinaus.

Das probabilistische Modell hingegen kann schon als Forma-
lisierung der Messung aufgefaBt werden, die zusdtzlich die
Mdglichkeit bietet, ihre Angemessenheit in spezifischen
Situationen lberpriifen zu kodnnen.
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4. GOODNESS-OF-FIT TESTS FUR DAS RASCH-MODELL

Spezifische Objektivitdt wird allgemein als die wiéhtigste
Eigenschaft des dichotomen logistischen Modells wvon Rasch
aufgefaBt. Wie erwdhnt impliziert diese Eigenschaft, daB
Itemparameterschatzungen aus verschiedensten Stichproben

bis auf Zufallsschwankungen gleiche Ergebnisse liefern
missen. Dies bedeutet weiters, daB bei einer Unterteilung
einer Stichprobe in Subsamples, die Itemparameterschitzer

in allen Teilstichproben sowie in der Gesamtstichprobe
gleich sein socllen. Die meisten Goodness-of-=fit Tests filir
das Raséh—Modell beruhen auf dieser Uberlegung. Versucht

man ein Kriterium 2zu einer Systematisierung dieser Modell-
tests finden, so bietet sich hieflir die Axiomatik, wie in
Kapitel 2. dargestellt, nahezu von selbst an. Da alle Tests
mehr oder minder sensibel auf Verletzung der verschiedenen
Voraussetzungen reagieren, erscheint eine Gegeniiberstellung
der Prifverfahren anhand dieses Klassifikationskriteriums
sinnvoll. Die meisten Teststatistiken entdecken Verletzungen
der Suffizienz und der Monotonizitidt recht gut, Multidimen-
sionalitdt und stochastische Abhingigkeiten werden aber kaum
erfalt. Erst in jlingster Zeit wurde dieser Mangel an diagnos-
tischen Hilfsmitteln behoben, so daB davon gesprochen werden
kann, ein geeignetes Instrumentarium zur Priifung der Gliltig-
keitdes Rasch-Modells zur Verfiigung zu haben. In den folgen-
den Abschnitten sollen nun diese beiden Klassen von Tests
dargestellt werden.
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4.1 TESTS ZUR URBERPRUFUNG DER SUFFIZIENZ UND DER
MONOTONIZITAT
2
4.1.1 ANDERSENS X ~ DER BEDINGTE LIKELTIHOOD RATIO TEST

Der wohl am besten bekannte und am meisten verwendete Modell-
test, der bedingte Likelihood Ratio Test, wurde von Andersen
(1973b) vorgestellt und beruht auf einem Vergleich der beding-
ten Likelihood (10) aus verschiedenen Teilstichproben. Die
Argumentation ist hierbei die folgende: unterteilt man die
gesamte Stichprobe in k-1 Gruppen entsprechend dem Rohscore r,
(r=1,..k=1), - Personen mit den trivialen Scores O bzw. k
werden nicht berlicksichtigt, da ihr Beitrag zur Likelihood O

bzw. 1 ist - so kann man fiir jede dieser Gruppen die Like-
lihood

(z) (r) Br
(12) L7 = eXp(-—JZEJ-sJ- V/A(E38054458)

erhalten. sj(r) bedeutet hier, wie oft Item Jj in der Score-
gruppe r richtig geldst wurde. Offensichtlich kann die be-

dingte Likelihood (10) in gleichwertiger Form auch als das

Produkt von (12) iiber alle r angeschrieben werden

(13) L, = Tz, @

Natlirlich gilt (13) nur dann, wenn die Likelihoods (12)
Funktionen der gleichen Parametersché@tzungen in allen Teil-
stichproben sind. '

Diesen Uberlegungen entsprechend wird in Andersens Test-
konstruktion die Stichprobe in Rohscoregruppen unterteilt
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und es werden getrennt sowohl in allen Subsamples als auch
in der Gesamtstichprobe die Parameter geschiatzt. Allerdings
gilt die Gleichung (13) nur mehr approximativ, da die Like-
lihoods jetzt auf verschiedenen Parameterschédtzern beruhen.
Unter der Voraussetzung der Giiltigkeit des Modells miBten
aber gleiche Parameterschdtzer in allen Scoregruppen resul-
tieren und daher (13) bis auf Zufallsschwankungen erfillt
sein. Dies 148t sich auch als

L
(14) A= —— &1

Tec?

anschreiben, A ist der bedingte Likelihoodquotient.
Andersen zeigte (1973b), daB die Prilfgrole

(15) Z==21nA = 2Zlnl':§r) - 21nLc
T

1
asymptotisch X -verteilt ist mit df=(k-2)(k~1) Freiheits-
graden, wenn n., =% fir alle r.

Eine mdgliche Alternativhypothese zum Rasch-Modell ist das
sogenannte zweiparametrige Modell von Birmbaum (1968)

exp([&; - €51 35
16 Y. .=v.. 185N/ F .
(16) (Y4735 | 85650/ 1+ exp([§; - €4 f35)

/9 beschreibt den Anstieg der logistischen Funktion (1e)

an der Stelle p=.5 . Den Unterschied zum Rasch-Modell, in dem
Ja alle /3'3 als gleich und mit dem Wert 1 angenommen werden,
mag Abbildung 1. veranschaulichen.
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plE)

0.8¢ - ...................................‘

(Abbildung 1.)

Der Begriff Trennschérfe ("item discriminating power") eines
Items stammt von der inhaltlichen Uberlegung, daB ein solches
Item, das einen steileren Anstieg der logistischen Funktion
oder ICC aufweist, besser zwischen zwei Personen diskriminiert.
Da deren unterschiedliche Leistungsfdhigkeit durch einen kon-
stanten Abstand auf der Dimension & beschrieben wird, nshern
sich die entsprechenden Lisungswahrscheinlichkeiten schneller
den Werten O oder 1.

A

Die suffizienten Statistiken fiir die éijs aus (16) sind

. :,
(17> ti = JZﬂJle .

Allerdings sind die /%'s in (17) nicht bekannt und miissen
erst geschdtzt werden. Aus diesem Grund ist eine unabhingige
Schatzung der Parameter, wie sie durch die Verwendung der
bedingten Likelihood im Rasch-Modell ermdglicht wird, hier
nicht gegeben. Daher muB fir (16) auch der Begriff der Stich-
probenunabhangigkeit aufgegeben werden.

Wird nun der Likelihood Ratio Test (15) signifikant, dann
mag dies darauf zurlickzufihren sein, daB unterschiedlich
steile ICC's auftreten und somit das Axiom der suffizienten
Statistiken verletzt ist. Die folgenden Uberlegungen sollen



nun zeigen, daB die PriifgrdBe (15) sensibel gegeniiber
solchen Verletzungen ist.

Nimmt man an, daB eine Anordnung der ti ihrer GroBe nach

in gewisser Ubereinstimmung mit einer entsprechenden Anord-
nung der é,i steht, so miilte eine solche Ubereinstimmung
auch zwischen den ti* und den ti gegeben sein, wie man

sich leicht fiir kleine k und verschiedene Werte fir die
/%'s vor Augen filhren kann. Das folgende Beispiel stammt®
von Andersen (1973b).

(/31"°3/34)= (400’2009'59“25) (2'09100,100"5)
' » *
T;= 1 ¥ = .25,.5,2.0,4.0 = .5,1.0,2.0
2 75,2.25,2.5,4.25,4.5,6.0 1.5,2.0,2.5,3.0
3 2.75,4.75,6.25,6.5 2.5,3.5,4.0

Dies ermdglicht nun auch den Schlufl, daB die Variation der

é:i innerhalb einer Scoregrﬁppe substantiell kleiner sein
miiBte als zwischen Rohscoregruppen. Daraus folgt aber nun,
daB die restringierten Itemparameterschitzer é{r) in den
einzelnen Teilstichproben voneinander abweichen, da ja die
Variation der éi's in die Likelihoods (12) eingeht, wenn
diese filschlicherweise zur Schitzung der é&.'s aus (16)
herangezogen wird. Approximation (14) wird dann auch nicht
erfullt sein.

Khnliche Argumente lassen sich auch zur Beurteilung der
diagnostischen Zuverldssigkeit des Likelihood Ratio Tests
gegeniiber Verletzungen des Axioms der Monotonizitdt an-
filhren. Weist die ICC an irgendeiner Stelle ein Maximum
auf und fi1lt dann wieder, so wird die LOsungswahrschein-
lichkeit des entsprechenden Items bei grdoBeren ti wieder
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sinken. Entsprechende Variation der Itemparameterschitzer
in verschiedenen Subsamples sind die Folge und es gelten
die obigen Uberlegungen.

Gewisse Schwierigkeiten in der Anwendung des Likelihood
Ratio Tests von Andersen kdénnen dann auftreten, wenn die
Anzahl der Items und die GroBe der Stichprobe in einem MiB-
verhdltnis stehen, d.h. wenn auf Grund weniger Versuchsper-
sonen und einer relativ groBen Anzahl der Items die Besetzung
der Teilstichproben klein wird. Da in jeder Teilstichprobe
getrennt Itemparameter zu schidtzen sind, kann in solchen
Fdllen leicht eintreten, daB der Algorithmus zum Berechnen
der elementarsymetrischen Funktionen versagt.

Allerdings kann diesen Problemen insoferne ausgewichen werden,
als man weniger Teilstichproben bildet, indem man Rohscore-
gruppen mit kleinen Besetzungen zusammenfaBt. (14) bzw. (15)
gilt flr Jjede belisbige disjunkte und erschdpfende Teilung
des erhobenen Datenmaterials in 2%r <k Gruppen. Hiufig
verwendet man den Median der ranggereihten ti als Trennungs-
kriterium zur Bildung von zwei Teilstichproben. Man erhdlt
dann also eine Gruppe mit niedrigem und eine mit hohem Roh-
score.

Allerdings ist der LR-Test nicht auf eine Teilung nach dem
im Test erzielten Score beschriankt. Alter, Geschlecht oder
andere externe Variablen kénnen ebenso benilitzt werden. Diese
Vorgangsweise bietet zusdtzlich die Moglichkeit Variablen zu
finden, die einen EinfluB auf die zu ilberpriifende Frage-
stellung haben. Insoferne kann man den LR-Test auch als
Verfahren zur Generierung von Hypothesen bezeichnen.
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4.1.2 DIE STATISTIK S VON FISCHER UND SCHEIBLECHNER

G.H.Fischer und H.Scheiblechner (1970) entwickelten einen
Test, der dann zur Anwendung gebracht werden kann, wenn
eine Teilung der Stichprobe in zwei Untergruppen sinnvoll
erscheint. Das Verfahren beruht auf der wohlbekannten Tat-
sache, dall ML-Schdtzer asymptotisch normalverteilt sind mit
einer asymptotischen Varianz-Kovarianzmatrix C, die sich
aus der Matrix der zweiten partiellen Ableitungen der log
Likelihood ergibt:

310

3g; 3¢

(18) = -

Die Diagonalelemente won C sind die Varianzen der Parameter-
schatzer, ihre Wurzeln die Standardabweichungen.

Schétzt man nun die Itemparameter in den beiden Subsamples

getrennt, so erhdlt man die beiden Schitzer qu) bzw. E§2>,
sowle die zugehdrigen Standardabweichungen. Die Statistik

2 e ~ (2) (1) (2)41/2

ist asymptotisch standardnormal verteilt und kaﬁn zur Beur-
teilung einzelner Items herangezogen werden.

Quadrieren von (19) und Summieren iiber alle j ergibt die
PrifgroBe fir den Gesamttest '

(20) s= 2s?2 .
=5
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Unter der Annahme der Unabhingigkeit der Parameterschatzer
wire (20) }f—verteilt mit df=k Freiheitsgraden. Fischer

und Scheiblechner meinen aber, daB auf Grund der Normierungs-
bedingung 2:8 ein Freiheitsgrad verloren ginge und
daher die rlchtlge Zahl df=k-1 sei.

Dem 1#Bt sich aber die folgende Argumentation von A.L.van den
Wollenberg (1979,S.32) entgegenhalten: Das Quadrat der
Statistik (19) ist X -verteilt mit df=1. Es ist bekannt,

daB der Erwartungswert einer 7C—verteilt§n GroBe gleich

ist der Anzahl der Freiheitsgrade, und ferner, daB der Er-
wartungswert einer Summe gleich ist der Summe der Erwartungs-
werte. (20) ist die Summe von k Variablen, jede mit Erwartungs-
wert 1. Der Erwartungswert von (20) ist daher k, folglich kann
(20) nicht Xf-verteilt sein mit df=k-1. (20) kann aber auch
nicht X:-vertellt sein mit k Freiheitsgraden, da nur k-1
Parameter frei variieren. Die Approximation an eine X:-Ver-
teilung ist also nicht sehr gut, Fischer bezeichnet (1974,8.297)
den Test auch als konservativ.

Fine mdgliche Ursache fir diesen Widerspruch mag darin be-
grindet sein, daB nur die Diagonalelemente der Varianz-Ko-
varianzmatrix C verwendet werden..Eine Ldsungsmdglichkeit
bietet sich daher in der Anwendung des Hottellings T21§n,

C<2> die beiden Varianz-Kovarianzmatrizen aus den Teilstich-

wo auch Kovariationen berlicksichtigt werden. Seien C( und

proben, dann erhidlt man gemeinsame Matrix C(o) aus
clo) . (C<1) + 0(2)) mit ar = ol + n(® -2
Will man die Hypothese testen, daBl die Differenzen zwischen

allen Parameterschitzern Null sind, dann ist der Test wvon
Hottelling gleich der PrifgrdBe D2 von Mahalanobis. Sei

2 -1
21 D- = .. ds d
(21) Z.? S 3 5

J

mit Sij = Ci§.°>/(n(1>+n(2>—2) gnd 4; = ég‘) -é§_2> dann ist



-

O

7

- 33 -

das auf D2 basierende Varianzverhidltnis

o o 2@, 2(M_(2)

. ' @2n @y (D12 (@) oy

zentral F-verteilt mit k und n<1)+n(2)-k-1 Freiheitsgraden
(vgl.C.R-Ra0,1973,5.565¢.). 01 und n(2) begzeichmen die
Stichprobengrdsfen der beiden Subsamples.

Ein Vorteil der PriifgrdBRe S. von Fischer und Scheiblechner
gegeniliber dem LR-Test (15) liegt aber trotz der diskutier-
ten Probleme darin, daB ein diagnostisches Hilfsmittel zur
Evaluierung einzelner Items zur Verfiigung gestellt wurde.
Dies kann sich dann als besonders niitzlich erweisen, wenn
Ursachen fiir Modellverletzungen gesuchtwerden. In der prak-
tischen Anwendung erweist sich (19) als wertvolle Ergénzung
zum Likelihoodquotientenverfahren.

‘Allerdings wies van den Wollenberg (1979) auf ein mégliches

Artefakt hin, das bei der Anwendung von (19)ibesonders dann
auftreten kann, wenn die Parameter unter der Normierung

2 €. = O geschitzt wurden. Offensichtlich beeinflussen
Untgrschiede zwischen Itempaaren.4é<1) und é€2> die Differen-
zen zwischen den anderen geschitzten Parametern. Er gab dazu
folgenden Illustration: '

Gégeben seien 5 Itemparameter, die in den beiden Stichproben
als gleich geschdtzt wurden mit folgenden Werten:

ITEM ITEMPARAMETERSCHATZER
IN TEILSTICHPROBE

1) (2)

1 -2 =2

2 -1 -1

3 0 0

4 1 1

5 2 2
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Pligt man nun ein Item hinzu, das extrem verschiedene Para-
meterschitzer in den beiden Subsamples aufweist, so &nderm
sich die Differenzen der anderen Itemparameterwerfte auf
Grund der Normierungsbedingung.

ITEM | ITEMPARAMETERSCHATZER
IN TEILSTICHPROBE
@D (2)
1 0 -2
2 1 -1
3 2 0
4 3 1
5 4 2
6 10 0

Aphand dieser Uberlegung lieBe sich argumentieren, daB

die PriifgréBe (20) solange keine Aussagekraft besitzt, als
sie nicht sehr groB wird. Dennoch ist sie aber, wie eben
dargestellt, sehr sensibel auf Abweichungen einzélner Items
und somit gegeniiber Verletzungen der Suffizienz und Monotoni-
zitat.
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4.1.3 MARTIN-LOFS STATISTIK T

Auch die von Martin-Ldf (1973) vorgeschlagene PriifgriBe
beruht auf einer Unterteilung der gesamten Stichprobe in
k=1 Gruppen wie im Likelihoodquotiententest von Andersen.
Ausgangspunkt ist hier ein Vergleich beobachteter Hiufig-
keiten nrj’ der Anzahl von Personen in Scoregruppe r, die
Item j positiv beantwortet haben, mit den entsprechenden
Erwartungswerten E(n ) Fir jedes Item erhdlt man die
bedingte Losungswahrschelnllchke1t fir Scoregruppe r aus

'8(1"‘1 ;81 9. s%_q ’EJ-!-’I R Ek)

’X‘(r;‘gq’ . aek)

(23) Jhs =

Die bedingte Wahrscheinlichkeit einer gemeinsamen Beob-
achtung richtiger Lésungen bei Items j und m fiir eine ge-
gebene Rohscoregruppe r ist

ciep 4ola™

Tr

7 (24‘) JTrjm

mit ?fgiém) = ’X(r‘e;eﬂ""53-1¢3+1’"°’€m-1’9m+1""8k>’ der

elementarsymetrischen Grundfunktion der Ordnung r-2 unter
Nichtberiicksichtigung von Sj und & . Die ‘f-Funktionen in
(23), bzw. (24) erhidlt man durch ein- bzw. zweimaliges Ab-
leiten von 4% nach Ej und € . (Vgl.G.Fischer,1974,S.256f.)

Verwendet man nun die geschiatzten Parameter 5' zur Bestimmung
von J}j und m‘a so sind Varianz und Kovarianz gegeben
durch
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(25) Var(m‘ra.) = ‘—)Trj (’I-JTI,J.)
bzw.
(26} COV(JTrjm) = Hrjm - JTI‘J' Jfrm .

Im folgenden werden noch der Erwartungswert E(nrj) sowie
die entsprechenden Varianzen und Kovarianzen benotigt. Diese
sind (Vgl.van den Wollenberg,1979,p.35):

(27) E(nrj) = E(nr‘nfj) = .ﬂ}j-E(nr)
(28) Var(a,,) = Jrr§ Var(n,) + Wy (1-T,,)-E(a)
(29) COv(nrj’nrm) = :“rj‘nfm Var(nr) + <ijm - m}jﬂ}m)’E(nr>

Martin-Ldf nimmt nun an, daBl die o, einer Poisson Verteilung
mit dem Parameter Klér folgen, n. ist dann der zugehodrige
ML-Schitzer, d.h.AEr = n,. Die Argumentation hieflir ist die
folgende: Die Versuchspersonen bilden eine reprasentative
Stichprobe, die aus einer unendlich groflen Population gezogen
wurde. Wenn die Auswahl einer Person zufidllig erfolgte, dann
hat die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Rohscore r zu
beobachten fiir jede Person einen konstanten Wert. (Dies
entspricht der Annahme einer randomisierten Version des Rasch-
Modells. Eine Darstellung dieser Modelltypen und ihre Bezie=-
hung zu log-linearen Modellen findet sich in R.Dittrich u.
R.Hatzinger,1981.) Die n, folgen dann einer Binomialverteilung,
die durch die Poissonverteilung angenZhert werden kann. Unter
der Poissonverteilung sind Erwartungswert und Varianz gleich
’lér’ was die Formeln (27) - (29) wesentlich vereinfacht.
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Dementsprechend werden Erwartungswert, Varianz und Kovarianz
zu

(30)  E(ayy) = A&, Ty

(51) Var(n .) = Ae JT.

T rj

A& T

r rjm

(32)

Q
o
b=
X
B
g
(]

Durch Aufsummieren der quadratischen Terme

(33)  T.= 4t v

erhdlt man die kombinierte Statistik fiir den Gesamttest

(34) T = ZTI_ )

.=(

d.' ist hierbei der (1xk)~Vektor mit Elementen er

r

. nrj-nrm}j>’
die (kxk)-Varianz-Kovarianzmatrix V., besteht aus

(55) VJJ = Ilr EJ. /X-]gi')]/ /a,ur
und
GO v = w88, 43V g, :

. 2
Statistik (34) ist X -verteilt mit df=(k=1)(k=-2), fiir n, >
fir alle r.



- 38 -

Auch fiir Martin-L&fs Teststatistik lassen sich die schon
dargestellten Argumente anfilihren. Sensibilitdt gegenuber Ver-
letzungen der Suffizienz und der Monotonizit&t kann erwartet
werden. Voraussetzung ist wieder eine relativ groBe Stich-
probe und/oder eine kleine Anzahl von Items.
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4.1.4 DIE WRIGHT UND PANCHAPAKESAN STATISTIK Y

Wie bel Martin-Ldfs TestgrdBe beruht der von Wright und
Panchapakesan (1969) vorgestellte Modelltest auf einem
Vergleich beobachteter und erwarteter Hiufigkeiten n.;-
Dieser Goodness-of-fit Test soll hier aber nur kurz und
der Vollstdndigkeit halber dargestellt werden, da er auf
falschen Voraussetzungen beruht. ’

Flir jedes Item in Jjeder Scoregruppe wird eine Approximation
an eine normalverteilte GroBe aus

(37) Tpj = Bpg - E(ayy) / Var(ay)®

bestimmt, wobei man den Erwartungswert aus

(38) E(nra-) = n, . Ty

und die Varianz aus

(39) Var(nrj) = o, . Ty - (1 - ﬂfj>

erhdlt. Die Wéhrscheinlichkeit ﬁfj ergibt sich unter Einsetzen

der Schitzer éi und éj in (2) als

(50)  Fy = exp(é - £/ + exp(d, - €] -

Wright und Panchapakesan meinen nun die yrj seien approximativ



st%ndardnormalverteilt und daher folge ihr Quadrat einer
j{(;Verteilung mit df = 1. Weiters sei die Summe

2
(41) Y=LZYI\J'2
N

2 _
asymptotisch X -verteilt mit (k-1)(g-1) Freiheitsgraden
(g ist hierbei die Anzahl der verschiedenen, beobachteten
Rohscores).

Vergleicht man (40) mit (23) so wird ersichtlich, daB zur
Verwendung von (40) auch Schitzer fiir die Personenparameter
vorliegen miissen. Dies setzt voraus, daB die Parameter
mittels der UML (5) geschidtzt wurden, da die elementar-
symetrischen Grundfunktionen in (23) nur bei Anwendung der
CML-Methode (10) berechnet werden. Scheint (40) eher prak-
tischen Wert zu besitzen, so ist (23) aus theoretischen
Grinden vorzuziehen.

Stiarkere Bedenken sind hingegen bezliglich der Verteilungs-
annahmen iber (41) angebracht. Die yrj kdnnen nicht als
standardnormal aufgefalt werden, da die Haufigkeiten nrj
schon zur Schitzung der Itemparameter herangezogen werden.
Diese werden aber wieder flir die Berechnung der Erwartungs-
werte verwendet. Zusdtzlich kann (41) nicht 7€Lverteilt
sein - selbst wenn die yrj standardgormale Werte waren - ,
da hiezu die Summe unabhingiger yrj erforderlich ist. In
jeder Scoregruppe ist aber die Anzahl positiver Antworten
gleich n,.r (gegeben sind n., Personen in Scoregruppe T,
jede mit r richtigen Antworten), daher gilt fiir jede Teil-
stichprobe die Restriktion n,.r = %;nrj‘ Die Statistiken yrj
kOnnen aus diesem Grund micht als unabhidngig aufgefalt
werden, nur k-1 anstatt k Beobachtungen variieren frei.



b

- 41 -

4.1.5 VAN DEN WOLLENBERGS Qq

Als Neuformulierung der Wright und Panchapakesan Statistik
schlug van den Wollenberg (1979) folgendes Testverfahren
vor: ‘

Unferteilt man die beobachteten Daten nach Items und
Scoregruppen, so erhidlt man fiir Jedes Item die folgende
Kontingenztafel:

. Antwort
1 0
1 nﬂj nq—nqj n1
Roh- :
sScore r nrj— nr—nrj nr
k-1 De-1j (Pre=1"Pi1 3| P

In dieser Tafel bedeuten die Zeilensummen die Anzahl der
Personen in Scoregruppe r. Die Spaltensumme sj ist die
Anzahl der Personen iber alle r, die das Item Jj.positiv
geldst haben. sj bedeutet also wie oft Item j insgesamt
richtig beantwortet wurde und ist daher die minimal suffi-
ziente Statistik fiir €.. Sind einmal die Randsummen gegeben,
So bleiben k-2 Haufigkeiten frei zu variieren.

Insgesamt lassen sich k solche Tafeln anschreiben, die auf
beobachteten Hiufigkeiten beruhen. Ebenso kdnnen k Kontin-
genztafeln fir die erwarteten Hiufigkeiten gebildet werden.
Hiezu verwendet man die aus der Gesamtstichprobe mittels
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CML (10) geschédtzten Itemparameter und erhdlt die Erwartungs-
werte

(42) E(nrj]nr) = n, JTrj

mit ﬂ;j aus (23). Van den Wollenbergs Statistik beruht nun
auf dem Vergleich der Kontingenztafeln beobachteter und
erwarteter Haufigkeiten:

0 (ay-B@r))? (ag-np)-Bla-n )%

(43) q

L
r=4 E(nrj) E(nr-nrj)

ot 2 2
| (nrj-E(nrj)) . (nrj-E(nrj))

-
i
S

E(nrj) E(nr-nrj)

Sind einmal die Itemparameter gegeben so ist q. eine Summe
von k-1 unabhingigen Ausdriicke, jeder Xl—verteilt mit df=1.
Allerdings sind die Itemparameter nicht a priori bekannt und
miissen erst aus den Daten geschdtzt werden. Wird also zur
Schitzung des Parameters fiir Item j die minimal suffiziente
Statistik sj herangezogen, so verliert man einen Freiheits-
grad und die Anzahl der Freiheitsgrade fir qj verringert sich
zu k=-2. Dies entspricht auch der Anzahl frei variierender
Hiufigkeiten in der Kontingenztafel.

Aufsummieren der qj's iiber alle Items ergibt die globale
Testgrdlle ‘

(s) Q)= Jay -

2
(44) ist wieder asymptotisch X -verteilt mit df=(%k-1)(k=2).
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Waren alle gq. voneinander unabhéngig, so miBte die Anzahl.

der Freiheitsgrade k(k-2) sein. Dies ist aber wie schon bei

der PrifgroBe von Wright und Panchapakesan nicht der Fall,

da auch hier die Restriktion n,.r = ;;nrj gilt. Es bleiben
also nur (k-1)(k-2) Freiheitsgrade iiber.

Allerdings sollte der Erwartungswert einer 36;verteilten

GroBe gleich sein der Anzahl der Freiheitsgrade. Der Erwartungs-
wert von (40) sollte demnach (k-1)(k=2) und nicht k(k=-2) sein.
Van den Wollenberg schlégﬁ aus diesem Grund auch die korri-
gierte Testgrdfke

(45) Y = E=DE-2)/k(k=1) @ = (=1)/k QF

vor. Ausgedehnte Simulationsstudien (van den Wollenberg,1979,
1980) scheinen.die Korrektur (45) zu rechtfertigen. Im Rahmen
dieser‘Simulationen wurde auch geiunden, daB die Statistik Q1
und der Likelihoodquotiententest von Andersen (s.Kap.4.1.1)
gleiche Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir die Nullhypothese des
Modells liefern. Der Grund hiefﬁr‘liegt einerseits in der
Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeiten (23) in beiden
Testverfahren, andererseits in der Behandlung der Parameter-
schidtzer. Im Qq—Ansatz werden aus den global geschétzten
Itemparametern erwartete Hiufigkeiten bestimmt und diese dann
mit den beobachteten Hiufigkeiten &erglichen, die ihrerseits
als Grundlage zur Schitzung der restringierten Itemparametern
in den einzelnen Scoregruppen im LR-Test herangezogen werden.
Diese werden dann mit den aus der gesamten Stichprobe ge;
schdtzten Parametern verglichen. Beide Tests verwenden also
das gleiche Verfahren. Die Unterschiedlichkeit besteht nur

in einer verschiedenen Sichtweise der gleichen Aspekte in

den Daten.

Es lassen sich nun einige Vorteile der Statistik Q1 gegeniiber
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dem TLikelihoodgquotiententest anfihren. Dies betrifft vor
allem die MOglichkeit einzelne Items zu isolieren, die

die Modellkonformitdt der gesamten Itemmenge global be-
trachtet in Frage stellen. Alle Argumente, die fir das
Verfahren von Fischer und Scheiblechner (Kap.4.1.2) vor-
gebracht wurden, treffen auch hier zu. Uberdies kann eine
Teilung der Stichprobe in beliebige, disjunkteund erschdpfen-
de Subsamples vorgenommen werden (dies wird besonders dann
giinstig sein, wenn die Glite des Tests durch kleine n so
verringert wird, daB nicht alle Rohscoregruppen getrennt
sondern durch ZusammenschluB mehrerer Rohscoregruppen ins-
gesamt weniger Subsamples betrachtet werden), wohingegen in
jenem Verfahren nur eine Zweiteilung vorgesehen ist.

Ein weiterer Vorteil liegt in der relativen Einfachheit der
Berechnung. Braucht man fiir den LR-Test iterative Farameter-
schitzungen zusdtzlich fiir jede Scoregruppe, so genligt zur
Bestimmung von Qq die Parameterschidtzung aus der Gesamtstich-
probe. Wurden nur kleine n und somit kleine n., beobachtet,
wird sich dies als besonders vorteilhaft erweisen, da in
diesem Fall bei getrennter Schiétzung gravierende Rechenun-—
genauigkeiten nicht auszuschliefen sind.

Da keine geringere Sensibilitdt gegenliber Verletzungen des
Suffizienz- und des Monotonizitdtsaxioms als beim LR-Test
anzunehmen sind, wird im allgemeinen die Verwendung der Qq-
Statistik dem LR-Test vorzuziehen sein.

AbschlieBend sei noch auf die Koinzidenz von Q,I und der
Martin-Lof PriifgroBe T im Falle gleicher Werte fir alle
&5
Stichprobe

d.h. Eq=...=8k, verwiesen. Dies gilt dann, wenn in der

(48) S5 = anj

den gleichen Wert fiir alle J hat. (vgl. Molenaar,1981)
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4.1.6  MOLENAARS STATISTIXK Uj

In einer neueren Arbeit diskutiert I.Molenaar (1981) ver-
schiedene Teststatistiken, wobei er im wesentlichen zwei
Gruppen unterscheidet: Binomialtests fiir einzelne Items

Uber Scoregruppen und erweiterte ("extended") hypergeomet-
rische Tests flir Itempaare je Scoregruppe. Diese seine Unter-
scheidung entspricht der hier getroffenen Einteilung von
Statistiken in solche, die zu einer Uberpriifung der Axiome
der Monotonizitdt und der Suffizienz dienen und solche, womit
die Glltigkeit der Axiome der Unidimensionalitit und der
stochastischen Unabhingigkeit getestet werden soll. Beide
Vorgehensweisen unterstiitzt er durch verschiedene Methoden
graphischer Analysen, auf die aber erst in Kap. 5 eingegan-
gen werden soll.

Die wesentlichste Aussage der Arbeit Molenaars besteht in der
Argumentation fir eine spezielle Untersuchung solcher Items,
die eine Verletzung der Axiome fiir die gesamte Itemmenge ver-
ursachen, wenn diese global betrachtet werden. Insbesonders
spricht er sich gegen das "mechanische" Ausscheiden solcher
nichthomogenen Items aus und pl&diert fir eine Beachtung des
jeweiligen speziellen Inhalts und seiner Beziehung zu den In-
halten anderer, homogener Items. Aus diesem Grund wendet er
sich auch gegen eine Verwendung globaler Statistiken, die meist
die Unterschiede zwischen Items innerhalb einer Scoregruppe
beleuchten. Seiner Meinung nach ist eine Untersuchung eines
Items iber verschiedene Scoregruppen informativer. Wichtiger
als die Kenntnis, daB eine bestimmte Scoregruppe einen schlech-
ten fit verursacht, sei es, einzelne Items zu isolieren, um \
ihre Beziehung zu den anderen weiter studieren zu kdnnen.

Der hier getroffenen Einteilung entsprechend soll zundchst
ein von Molenaar vorgeschlagenes diagnostisches Mittel zur
Entdeckung etwaiger Verletzungen des Suffizienz- und des Mono-
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tonizitdtsaxioms besprochen werden. Gegeben sei ein Item J

mit einem flacheren Anstieg der ICC als bei den anderen Items.
In diesem Fall wird die Ldsungswahrscheinlichkeit nur lang-
sam mit zunehmendem Parameterwert ;i bzw. zunehmendem Rohscore
ti steigen oder anders ausgedrickt die beobachteten Haufig-
keiten N4 (Anzahl der Personen in Scoregruppe r die das Item J
richtig geldst haben) werden sich von den erwarteten Hiufig-

keiten n, ij (mit I, aus (23)) systematisch so unterscheiden

J
daBl gilt
(47) Nny > Bp Tpy fir kleine r
nrj < n. Jﬁj fir grofle r

Fir ein Item mit steilerer ICC gelten umgekehrte Vorzeichen
in (47). Diese Beziehung 1l&dB8%t sich allerdings nur bei Be-—
trachtung einzelner Scoregruppen feststellen. Summiert man
ndmlich iiber alle r erhilt man die Aquivalenz

(48) Zn,, = 2a_ T

rJ = rTrj

Ein Signifikantwerden der Ungleichungen (47) 188t sich durch
folgende einseitige Binomialtests priifen

n . .
- T 1 _ n_-1 .
(49) Prj = E (1) Jrrj (1 JTrJ.) r -, fur s >nr‘ﬁrj
l=n,.j
und
™o (n . .
_ S r i, _ n_-i ..
(50) Prj = ) (:i) ﬁrj 1 Hrj) r -, fir nrj<Lnrmfj.

Dasselbe Verfahren eignet sich auch zur Entdeckung von Items
mit nicht monotoner ICC. Hier werden die Differenzen
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zwischen beobachteten und erwarteten Hiufigkeiten nicht
einem Muster wie in (47) folgen sondern eine ungeordnete
Struktur aufweisen.

Natlrlich lassen sich die TestgréBen in (49) und (50) zu

einer globalen Statistik flir Item j kombinieren, und der
obigen Argumentation entsprechend scheint es sinnvoller
einzelne Items iber Scoregruppen als eine Scoregruppe iiber
Items zu betrachten. Allerdings ergibt sich bei der Erstellung
einer solchen kombinierten Statistik das Problem, da8 in
manchen Scoregruppen groBe nr,in anderen relativ kleine o,
auftreten konnen und daher die Giite der Einzeltests variiert.
Eine Approximation an eine Standardnormalverteilung kdnnte
daher in vielen F&dllen fehlschlagen.

Molenaar umgeht dieses Problem durch die Einfiihrung einer
Unterteilung der Gesamtstichprobe in drei, einander aus-
schlieBende und erschdpfende Teilmengen L, M und R der Index-
menge der Scoregruppen, wobei

L = {‘1,2,.00,1'/]}

(51) M = {r1+1,...,r2-1}

R = {rz, e e -,k—/l}
Seil n,=1n- n, - nk 80 sind die Grenzen T, und TH definier?
durch

LC 4 %

an < nm/L!- < an

=4 =4

(52) k=1 =1
;znr énm/ll- > 2n .

r=i I

Unter Verwendung von (37) (wobei hier z
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schrieben werden soll ) als standardisierte Form der bino-

mialverteilten GrdBe nrj schldgt Molenaar die Testgrofe

(53) Uy = (Zzyy = 22,0/(7y + k& = 75)°

vor. Wdhrend groBe positive Uj's einen zu flachen Anstieg
der ICC andeuten,lassen groBe negative Werte filr Uj auf
einen steileren Anstieg der ICC schlieRen. Dieses Ifem
miBt die Skala "zu gut”.

Unter Hj wire (53) asymptotisch standardnormal (wenn alle
n, > ® ). Dies trifft aber auf Grund der Beschrinkung (48)
und der Verwendung der geschdtzten Itemparameter fir E(nrj)

T hiezu Bedingung waren.

Allerdings werden stdrkere Abweichungen von der Standard-

in (37) nicht zu, da unabhingige z

normalverteilung nur dann auftreten, wenn die ‘ﬂfj nahe O
oder 1 sind oder nur sehr kleine n., beobachtet wurden.

In solchen Fidllen wird man eine bessere Abschidtzung Uj er-
zielen, wenn die Terme in (53) fiir die entsprechenden n
weggelassen werden.

Zusammenfassend scheint die Verwendung von Uj ginstig, wenn
auf Grund globaler TestgrdBen und graphischer Analysen der
Eindruck entsteht, daB einzelne Items der gesamten Skala nicht
homogen sind. Die Statistik (53) erlaubt dann eine genauere
Untersuchung dieser Items und mdglicher Ursachen ihrer
schlechten Anpassung an das Mcdell.
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4.2 TESTS ZUR UBERPRUFUNG DER UNIDIMENSIONALITAT UND
DER TOKALEN STOCHASTISCHEN UNABHANGIGKEIT

Wurden bis jetzt vor allem solche Verfahren besprochen, die
speziell geeignet sind die Axiome der Suffizienz und der
Monotonizitdt zu Uberpriifen, so soll im folgenden eine Be-
sprechung jener Tests im Mittelpunkt stehen, die eine Uber-
prifung der wichtigen Eigenschaften der Unidimensionalitit
und der stochastischen Unabhingigkeit einzelner Antworten

auf die Items j ermdglichen. Der Zusammenhang zwischen diesen
beiden Forderungen 1ldBt sich leicht durch folgende Uberlegung
illustrieren: Erzielen verschiedene Personen in einem Test,
der aus zwel oder mehreren zugrundeliegenden Dimensionen
zusammengesetzt ist, den gleichen Rohscore t. j» SO werden sie
trotzdem verschiedene Positionen é(q) %(2),... auf den zu-
grundeliegenden Skalen einnehmen. Das aber fiihrt wieder dazu,
daB solche Items, die einer bestimmten latenten Dimension
entsprechen, positiv miteinander korreliert sind. Somit wird
auch die Forderung nach stochastischer Unabhidngigkeit verletzt
sein.

Die Wichtigkeit dieser beiden Axiome und ihrer Uberpriifungs-
méglichkeit wird aber besonders dann deutlich, wenn solche
Fragestellungen bearbeitet werden sollen, in denen die Struktur
bestimmter Variablen, die nicht ohne weiteres beobachtbar sind,
von Interesse ist. Im Beispiel der Intelligenzforschung kann
etwa die Frage auftauchen, ob zwei Dimensionen wie verbale
Flissigkeit und logisches Denken, die auf Grund einer Faktoren-
analyse isoliert wurden, tatsdchlich strukturell verschiedene
Eigenschaften besitzen. Die bisher besprochenen Modelltests
sind allerdings kaum dazu geeignet die Axiome der Unidimensio-
nalitdt und der stochastischen Unabhingigkeit zu iiberpriifen.
Dies wird aus einem Theorem van den Wollenbergs (1979,S.100)
einerseits und ausgedehnten Simulationsstudien desselben Autors
deutlich. So konnte van den Wollenberg zeigen, daB unter der



- 50 -

Voraussetzung zweier Rasch-homogener Tests mit gleichen
Itemparametervektoren und gleicher Verteilung der Eigen-
schaftsparameter der Personen, diese beiden Skalen als
eindimensional in dem Sinn aufgefalt werden missen, als

die Itemparameterschidtzer iiber alle Scoregruppen konstant
bleiben. Die entsprechenden bisher referierten Teststatis-
tiken, die auf einer Teilung der Stichprobe nach Rohscore-
gruppen basieren, versagen bei der Entdeckung dieser Inkon-
sistenz des Modells.

Aber auch dann, wenn sowohl die Itemparameter der beiden
Dimensionen und die Verteilungen der Personenparameter
variiert werden, steigen die )?-Werte solcher Tests, die
auf Rohscore-Teilung beruhen, nur geringfiligig an, wie in
Simulationsstudien festgestellt wurde. Da die Verdnderungen
der entsprechenden PriifgréBen sich nur in einem sehr be-
scheidenen Rahmen bewegten, muB der SchluB gezogen werden,
daR Zufallsschwankungen die erwdhnten Effekte leicht iliber-
lagern konnen und somit diese Tests als ungeeignet zur
Prifung der Unidimensionalitdt und der stochastischen Unab-
hiangigkeit erscheinen.

Einige neuere Arbeiten beschaftigen sich mit der Entwicklung
addquater Verfahren, um diesen Mangel an diagnostischen
Instrumenten zur Feststellung der Geltung des Rasch-Modells
zu beheben. Diese sollen im folgenden genauer dargestellt
werden.
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4.2.1 VAN DEN WOLLENBERGS Q2

. Unterliegt bestimmten Fragebdgen mehr als eine latente

Dimension, so wird eine Assoziation zwischen einzelnen
Items auch dann nicht aufgehoben werden kénnen, wenn auf
den globalen Testwert t; bedingt wird. (s.Kap.2) Lokale
stochastische Unabhingigkeit wird dann auch nicht erfiillt
sein. Wurde in den bisher besprochenen Verfahren vor allem
Haufigkeiten erster Ordnung beriicksichtigt und blieben somit
Interaktionen zwischen Items auBer Acht, so beruht der Q2-
Test von A. van den Wollenberg(1979) auf der Untersuchung
von Effekten zweiter Ordnung.

Information iUber Interaktionen zwischen zwei Items kann man

anhand einer Analyse folgender 2x2-Kontingenztafel erhalten.
Gegeben sei Scoregruppe r und die Hiufigkeiten der richtigen
Antworten zu Item j und Item m bei gemeinsamer Betrachtung.

Die entsprechende 2x2-Tafel ist dann

Item m
1 0
1 n n_ .= n
rjm rjm T
Item J
0 r3m 0.3m 03
Drm D4 an

Unter der Voraussetzung, daB die Itemparameter getrennt fir
jede Scoregruppe r mittels CML (10) geschitzt wurden, erhilt
man die bedingten Erwartungswerte erster und zweiter Ordnung
aus (23) und (24).
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Sei 4 = (nrjm - E(nrjm)) dann kénnen unter Verwendung von

(23) und (24) alle mdglichen 2x2-Tafeln erwarteter und beob-
achteter Hiufigkeiten in Scoregruppe r durch die Statistik

42 a2 42 4@
(54) qrjm = + + +
E(nz:'jm) E(nrﬁm) ECnrjﬁ) E(nr3ﬁ)

miteinander verglichen werden. Die Randsummen nrj und L
A A

sind suffiziente Statistiken fiir €. und £m und die
Erwartungswerte in (54) erh#dlt man durch die geschatzten
Itemparameter. Dies impliziert die Aquivalenz der beob-
achteten und der erwarteten Haufigkeiten erster Ordnung.
Die Werte fir qrjm ergeben sich nur auf Grund der Unter-
schiede zweiter Ordnung. Daraus folgt weiter, daB (54)

2
X =verteilt ist mit df=1.

In jeder Scoregruppe kdnnen k(k-1)/2 Itempaare und somit
2

ebensoviele X -Statistiken beobachtet werden. Summation

dieser PrifgréBen fihrt zu

(55) Qry = 2 L Qpgp 3 (3=15- 00815 w3+l k)
J m

Wiren die einzelnen Qnsim unabhidngig, so wiare Q2(r) 7€—ver—
teilt mit df=k(k-1)/2 Freiheitsgraden. Dies ist allerdings
wie schon bei der Statistik Qq (44) nicht der Fall. Bei
gegebenen Randsummen nrj wird Item J nrj-mal mit r-1 anderen
Items gemeinsam auftreten, da das Antwortmuster insgesamt

r positive Antworten enthalten muB. Item j wird daher

n (r-1) - mal Element eines Paares sein. Daraus folgt

rj*
die Restriktion, die fir Jjedes Item gilt

(56) nrj.(r-ﬂ) = E;nrjm .
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Es bleiben also nur k(k-1)/2 - k -(k/2)(k—5) Haufigkeiten
frei zu variieren. Analog zur Testgrdle Qq lst eine
korrigierte Version von Q2 notig, um eine RZ-Vertellung
mit entsprechenden Freiheitsgraden zu approximieren. Dies
fihrt zur QZ-Statistik van den Wollenbergs

3 o»
k-1 °

(57) Q=

mit df =(k/2)(k-3) Freiheitsgraden.

Simulationsstudien (vah den Wollenberg, 1979) ergaben, daR
der Q2-Test sehr sensibel auf Verletzungen der Unidimensio-
nalitédt und der lokalen stochastischen Unabhingigkeit
reagiert. Die praktische Anwendung wirft allerdings einige
Probleme auf. Dies betrifft vor allem die Zahl zu analysie-
render Itempaare, die bei grdBeren k rasch ansteigt. Sind
zusdtzlich die Scoregruppen auf Grund kleiner Stichproben
nur gering besetzt, so kann die Parameterschitzung leicht
versagen. Selbst wenn eine solche-aber mdglich ist, kdnnen
die erwarteten Hiufigkeiten so klein werden, daB die Stabi-
litat der Statistik beeintrdchtigt wird. I.Molenaar(1981) gab
einige Beispiele fiir 2x2-Tafeln, in denen eine Besetzung
gewisser Zellen aufgrund zu kleiner, gegebener Randsummen
unmoglich wird.

_Auf diese Probleme geht van den Wollenberg in einer neueren

Arbeit (1981) ndher ein. Wird die Gesamtstichprobe nicht
nach einzelnen Scoregruppen sondern nach einem anderen
Kriterium, das disjunkte und erschdépfende Teilstichproben

zu bilden erlaubt (also etwa niedriger und hoher Score oder
niedriger, mittlerer und hoher Score), und sei der Index
dieser Teilstichproben g (g=1,..,G), so erhdlt man die erwar-
teten Haufigkeiten erster und zweiter Ordnung analog zu

(23) und (24) aus '
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(58) By = n, &$8 4@/ 208
und
(59) E(ngjm) = n, egg) gég) ?é-iém)Cé (g)) / ’ché(g>>

Alle weiteren oben dargestellten Argumente, die zu Q2 fihren,
treffen auch jetzt zu.

AbschlieBend sei erwZhnt, daB sich die Unterscheidung in

drei Teilstichproben (niedriger, mittlerer und hoher Roh-
score) aus folgenden Griinden als recht glinstig erweist.

Sei der gesamte Tests aus zweil homogenen Subtests zusammenge-
setzt. Personen mit hohem Rohscore werden fiir beide Skalen
hohe Werte erzielen und somit relativ homogen sein. Das
Gleiche trifft auch fiir Scoregruppen mit kleinen Parameter-
werten zu. Hat man die Stichprobe in drei anstatt zwel Gruppen
unterteilt, dann wird die mittlere insoferne am heterogensten
sein, als manche Personen flir die eine Skala hdhere und fir
die andere niedrigere Werte erzielen werden. In dieser Teil-
stichprobe wird also die Verletzung der stochastischen Unab-
hingigkeit am ehesten zu beobachten sein. Ein welteres Argument
betrifft die StichprobengrdBe der Subsamples. Flir drei Teil-
gruppen ist die Zellenbesetzung in den 2x2-Tafeln grdBer als
bei stdrkerer Unterteilung der gesamten Stichprobe. Die An-
passung an die )f-Verteilung wird also besser sein, die Test=-
statistik somit genauer.

Allgemein 1&B8%t sich auf Grund graphischer Analysen meist eine
Abschitzung der Dimensionalitiat des Fragebogens erzielen
(s.Kap.5). Die jeweilige Gruppenbildung wird dann dieser Ab-
schitzung entsprechend erfolgen, wobei man einen Kompromif
zwischen den beiden erwihnten, entgegenlaufenden Forderungen
eingehen wird.
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4.2.2  MOLENAARS A

Wie van den Wollenberg (s.Kap.4.2.1) schlidgt Molenaar (1981)
eine Analyse von 2x2—Kontiﬁgénztafeln unter gegebenen Rand-
summen vor. Seine Uberlegungen beruhen vor allem auf dem
schon erwdhnten Einhergehen von Verletzungen der Unidimen-
sionalitdt und der stochastischen Unabhingigkeit. Unter der
Annahme zweier Subskalen, aus denen ein bestimmter Frage-
bogen zusammengesetzt ist, werden Items, die derselben Teil-
skala angehlOren, stdrker miteinander korreliert sein als
solche, die von verschiedenen Subtests stammen. Wenn die
Wahrscheinlichkeiten richtiger Ldsungen der Items j und nm
voneinander unabhingig sind, dann miBte das logarithmische
Verhéltnis der Chancen einer kor:ekten Antwort (log odds
ratio)

e (1 - T
(60) 1n~£&3m = 1n Tij ( im ) l= 0
1 - Jrij ).ﬂ'im_j

sein, wobei die 'ﬂij wie in (23) definiert sind. Einen
Schatzer filr Zﬁi.m erhdlt man aus den beobachteten Haufig-
keiten der 2x2-Tafel(wie in Kap.4.2.1)

(61) ‘ 2& - Drsm <nr-nrj-nrm+nrjm)

rjm
)

(nrj-nrjm)(nrm-nrjm

Items von verschiedenen Subskalen miiBten den obigen Uber-
legungen entsprechend nahezu unkorreliert sein, es sollte
also (60) erfiillt sein, wdhrend flir Items derselben Teil-
skala ein A#1 zu beobachten se}n wird. Bei einem Vergleich
der aus den Daten geschétzten.lﬁr.m und den aus dem Rasch-

Modell vorhergesagten Zxrjm (60) sollte im Falle zweier
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homogener Subskalen folgende Ungleichungen gelften:

A

Arjm‘>Aer fir Items derselben Teilskala

(62)

>

<A

rjm rjm fir Items verschiedener Skalen,

wobei dieses Muster iber alle Scoregruppen r sowie filr
alle Itempaare zu beobachten sein sollte.

Einzelne Unterschiede wie in (62) lassen sich auch mittels
der hypergeometrischen Verteilung testen. Die Wahrschein-
lichkeit einer Zellenbesetzung der 2x2-Tafel n unter

rjm
gegebenen Randsummen ist
(63) p(Nrjm=nrjm.]Nrj=nrj N0y Np=0ps &) =
n_. n_=-n_ .
K rd T Td A nrjm ’
n_ . n_-n_. rJo
rJ rm rJjm
mit i
_ by rj ) n_ .
K = 1/2( )( i )Arjmram,
rm Crjm
wobei im Nenner Uber alle moglichen n summiert wird,

rjm
die unter den gegebenen Randsummen mdglich sind, also
< - - . °
max(0,n 3+nrm nr) nram mln(nra,n ). Einseitige Tests

erhdlt man durch Aufsummieren von (65) iber nrjm zwischen

max(o,nrj+nrm nr) und Nrjm fiir den unteren Wahrscheinlich-

keitsbereich und zwischen Nrjm und min(n J,n ) flir den
oberen. Im Falle A —1 reduziert sich der Test zum
sogenannten "Flsher s exact test" oder auch "Fisher-

Irwin-test”.(Die Eigenschaften dieser Statistiken werden
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von Lehmann,1959,S.140ff. diskutiert. Bei D.R.Cox findet
man eine Darstellung mit Angaben liber Konfidenzintervalle
im Rshmen bedingter Analysen von Parametern des linearen
logistischen Modells.)

Sind alle beobachteten Hiufigkeiten groB, 1#Bt sich auch
eine Approximation an die Standardnormalverteilung angeben,
die von Harkness (1965) vorgeschlagen und von Molenaar

auf die hier referierte Situation angewandt wurde. Sei
nrjm hypergeometrisch verteilt, wie in (63), so schligt
Molenaar (1981) folgende einseitige Tests unter Verwendung
einer Kontinuit&tskorrektur vor:

& ((n

p(Nrjm =nrjm> = rjm+1/2-nrﬂfjm>’ﬁ)
(e4)
p<Nrjm nrjm) =1 - @((nrjm°1/2']£jm)‘5)
mit
1 1 1 1
H2 = - + - - + - - + — - -
rjm mfj-jfjm JTi‘m-m-r'jm 1-JEJ_J5m+J}jm

und ®(.) als der kumulativen Standardnormalverteilungs=
funktion mit entsprechenden Integrationsgrenzen.

AbschlieBend sei noch auf die Mdglichkeit verwiesen, die
berechneten Werte und Differenzen in (62) zur explorativen
Analyse heranzuziehen. Ein Hilfsmittel zur graphischen Re-
présentation der entsprechenden Muster wird in Kap.5 vor-
geschlagen.
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4.2.3 T.TJURS VORSCHLAGE
= Als letztes sollen noch kurz zwei Ansdtze zur Kontrolle
der Unidimensionalit&t von T.Tjur (1980) Erwidhnung fin-
den. Im Rahmen einer Arbeit iiber den Zusammenhang des
Rasch-Modells mit dem log-linearen Modell empfiehlt
© Tjur, ebenso wie van den Wollenberg (Kap.4.2.1) und
Molenaar (Kap.4.2.2) eine Analyse von Kontingenztafeln.
Ein erster Vorschlag basiert auf der Formulierung folgen-
der 2x(k-1)-Tafel:
C
Item j geldst tem J nicht gel.
Item m nicht geldst Item m geldst
€ 4
2
Rohscore f
C e

Hier wird also analog zu den Testansdtzen der vorigen
Kapiteln ein Itempaar (j,m) zur Analyse herangezogen.

Die zugrundeliegende Idee entspricht Molenaars Argumen-—
tation besser Unterschiede zwischen Items iiber Rohscore-
gruppen zu beachten als umgekehrt. Uberdies ist die Er-
stellung einer kombinierten Statistik wie bei van den
Wollenberg nicht notwendig, da die Information aller Roh-
scoregruppen schon in der Kontingenztafel enthalten ist.
Ein grdBerer Vorteil aber scheint darin zu bestehen, daB
alle relevanten Rohscoregruppen r (r=1,..,k-1) Beriick-
sichtigung finden. Da sowohl bei van den Wollenbergs Q2
als auch bei Molenaars A die 2x2-Tafel so formuliert ist,
daB richtige Beantwortung beider Items j und m in die
Analyse miteinbezogen werden existieren dort nur k-3 nicht-
triviale Scores r (r=2,..,k-2). Dies kann sich aber beson-

e

b
7
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ders bei kleinen k negativ auswirken, da dann eventuell
relativ viele Personen in diese Gruppen fallen und somit
Information verlorengeht.

Konkrete Statistiken werden von Tjur nicht prédsentiert,

es lassen sich aber die gleichen Verfahren wie beil van

den Wollenberg oder Molenaar verwenden. Da in erster Linie
das Vorhandensein von Interaktionseffekten interessiert,
wird Fisher's exact test (s.a.Kap.4+.2.2) ein geeignetes
Instrumentarium hiezu sein. Alles bisher erwdhnte gilt

auch fiir Tjurs zweiten Vorschlag. Dabei wird der durch

die Rohscoregruppen definierte Faktor durch ein weiteres
Item ersetzt. Die folgende 2x2-Tafel erlaubt also die Unter-
suchung von Item-Triples:

Item J gelost Item J nicht gel.

Item m nicht gel. Item m geldst
Item g
gelost
Item q
nicht gel.

Unter der Annahme einer homogenen Skala miiBten die beiden
Dimensionen unabhingig sein. Findet man allerdings substan-
tielle Interaktionen, dann kdnnen entsprechende Items einer
gemeinsamen Subskala angehdren. Die 2x2-Kontingenztafeln
lassen sich fiir alle mdglichen Item-Triples und beliebige,
disjunkte und ersch&pfende Teilstichproben amalysieren. Auf
Grund der dabei beobachteten Interaktionsmuster konnen dann
Riickschliisse auf die Dimensionalitidt des Fragebogens gezogen
werden.
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5. GRAPHISCHE ANALYSEMETHODEN

Neben den im vorigen Abschnitt dargestellten, numerisch teils
recht aufwendigen, inférenzstatistischen Verfahren existieren
auch einige Vorschldge zur graphischen Exploration eventueller
Verletzungen der Modellannahmen. Im Gegensatz zu jenen sind
diese mit relativ wenig Rechenaufwand verbunden, erlauben aber
trotzdem eine Evaluierung erhobener Daten unter der Voraus-
setzung des Rasch-Modells. Dariiber hinaus stellen sie geeignete
Hilfsmittel dazu dar, die Art eventueller Modellverletzungen zu
erkennen und somit die Auswahl einer geeigneten inferenzstatis-
tischen Methode zu erleichtern.

Die einfachste Analyse besteht darin, die Itemparameterschitzer,
die aus zwel oder mehreren Teilstichproben gewonnen wurden,
gegeneinander zu plotten. Im Falle perfekter Modellkonformitidt
sollten die Punkte auf einer 45°-Geraden durch den Ursprung
liegen bzw. auf Grund von Zufallsschwankungen nur gering von
dieser abweichen.Abbildung 2. zeigt eine homogene Skala mit
Ausnahme des Items 5, das in Teilstichprobe 2 wesentlich
leichter als in Teilstichprobe 1 ist.

Eﬁl

7 )

(Abbildung 2.)
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Unterteilt man die Stichprobe in mehrere Subsamples, so
scheint es glinstig, die Parameterschidtzer der Teilstichpro-
ben gegen jene der Gesamtstichprobe zu plotten (vgl.Fischer,
1974,3.282ff.), und hierbei den Ursprung um einen konstanten
Betrag an der Achse fiir die Subsamples zu verschieben.Abbil-
dung 3. gibt ein Beispiel fir den Fall einer Teilung in drei
Samples.
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(Abbildung 3.)

Das zusdtzliche Einzeichnen der Regressionsgerade erlaubt
eine Abschitzung der globalen Tendenz der Testitems. Abbil-
dung 4. zeigt eine Skala, die in Teilstichprobe 2 leichter
ist (Intercept negativ) und in der die Variation der Item-
schwierigkeiten fiir Sample 1 grdBer ist (Anstieg < 1).
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(Abbildung &.)
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Das h8ufigste Teilungskriterium ist die Summe der richtigen
Losungen im untersuchten Fragebogen. Der Vorteil dieses
Kriteriums, also etwa die Teilung nach dem Median in Gruppen
mit hohem bzw. niedrigem Score, besteht darin, daB alle Ein-
flisse auf die experimentelle Situation zumindest indirekt
erfalt werden. Unterliegen dem Test allerdings zwei oder
mehrere homogene Skalen, so wird diese Verletzﬁng der Modell~
annahmen bei Verwendung des totalen Scores nicht entdeckt
werden (s.Kap.4.2).

Eine Alternative hiezu ist die Einfihrung sogenannter Splitter—r
Items.(Dieses Verfahren wurde von van den Wollenberg (1979)
vorgeschlagen und von Molenaar (1981) ausfiihrlich diskutiert.)
Man w&hlt dabei ein bestimmtes Item - das Splitter-Item -
unterteilt die Gesamtstichprobe je nach Ldsung oder Nichtldsung

dieses Items und schitzt w.o. getrennt die Parameter. Das

Splitter-Item darf allerdings nicht mitgéschétzt werden, da
sonst Artefakte auftreten (s.van den Wollenberg,1979,3.111£Ff.).
Aus den resultierenden Plots lassen sich folgende Schliisse
zlehen: Items die zu derselben Skala gehdren wie das Splitter-
Item werden flir Personen,die dieses nicht geldst haben, schwie-
riger sein, widhrend Items die nicht zur Skala gehdren gleich
schwierig sein sollten. Ein Beispiel gibt Abbildung 5.
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(Abbildung 5.)
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Da aber auf Grund der Normierung Zsj = O in beiden Teil-
stichproben die Mittelwerte der Parameterschatzer zum Ur-
sprung verschoben werden ist es glinstig solche Items ein-
zufiihren, die nichts mit der Skala zu tun haben. Molenaar
(1981) schldgt beispielsweise vor, die Versuchspersonen zu
numerieren und jeder Person mit gerader Nummer oder einer
Nummer groBer als n/2 eine "richtige" Losung dieser artifi-
ziellen Items zuzuordnen. Die Darstellung des Plots einer
homogenen Skala kdnnte dann beispielsweise wie in Abb. 6
aussehen. Die beiden artifiziellen Items, gekennzeichnet
durch (+), deuten den "wahren Ursprung" an.

Splithere 4

/ SFUW z0

(Abbildung 6.)

Obwohl natiirlich alle Items als Splitter verwendet werden
kénnen, erweist es sich als geeigneter solche auszuwéhlen,
die etwa gleichoft geldst und nicht geldst wurden. Fur Items,
die nur von wenigen Personen geldst oder nicht geldst wurden,
sind die Parameterschitzer relativ ungenau, die Varianzen der
Schitzer werden relativ groB. Eine Beriicksichtigung von Kon-
fidenzintervallen in den Plots (wie in Abb. 6. fir Item 5)
kann in solchen Fdllen glnstig sein.
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Das Verfahren der graphischen Analyse mittels Splitter-~
Items dient neben der Entdeckung einzelner nicht-homogener
Items auch zur Auffindung mehrdimensionaler Parameterstruk-
turen. Besteht der Gesamttest zum Beispiel aus zwei homo-
genen Skalen, so werden die Items des einen Subtests immer
dann entlang einer Geraden liegen, wenn irgend ein Item
dieser Skala als Splitter verwendet wurde.

Generell 1EBt sich sagen, daB Items, die wesentlich unter
der 45°-Geraden durch den Ursprung liegen, positiv mit dem
Splitter-Item korreliert sind und einen steileren Anstieg
der ICC aufweisen. Items oberhalb der Geraden haben einen
flacheren Anstieg; sind sie nahe dem durch die sinnlosen
Items festgelegten Ursprung zu finden, deutet dies auf Ver-
létzung der Monotonizitdt. Das entsprechende Item wird der
zu analysierenden Skala nicht homogen sein.

Zusammenfassend scheint die Anwendung graphischer Methoden,
bei denen Parameterschitzer unter Verwendung von Splitter-
Items gegeneinander geplottet werden, besonders dann vorteil-
haft, wenn der gesamte Fragebogen nicht a priori als ein-

dimensional im Sinne einer latenten Struktur, aufgefalt wer-
den kann. Sowohl einzelne nicht homogene Items als auch Sub-
skalen, die zwar intern homogen zusammen mit anderen aber

nicht konsistent sind, kénnen relativ einfach mit Hilfe dieses

Verfahrens erkannt und isoliert werden.

Zum AbschluBl seien noch kurz zwei weitere, etwas andere Mdg-.
lichkeiten graphischer Modellkontrollen dargestellt. Dies
betrifft einerseits die Untersuchung der "Parallelitidt! der
ICC's, die wie schon in Kap. 4.1.6 auf einem Vergleich beob-
achteter und erwarteter Hiufigkeiten der Ldsung eines be-
stimmten Items iiber Rohscoregruppen beruhen. Plottet man die
nrj gegen die nr‘ﬁfj so lassen sich folgende vier Mdglich-
keiten auffinden:
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Wahrend in Abb.7.1 und 7.4 relativ eindeutig Konformitat
bzw. Unabhingigkeit des Items von der zu analysierenden
Skala festgestellt werden kann, deuten Muster wie in AbbD.
7.2 und 7.3 auf zu flache oder zu steile ICC. Solche Bilder
konnen wohl auf Zufallsschwankungen beruhen (entsprechende
Tests (49),(50) geben genauere Aufschliisse), finden sich
sber mehrere Items mit gleichen Abweichungen, so weist dies
auf die mdgliche Existenz einer durch diese Items reprasen-
tierten Subskala hin.

Eine genauere Untersuchung der Frage, ob solch eine Subskala
isoliert werden kann, kidnnte ein zweites Verfahren ermog=-
lichen, das auf einer graphischen Darstellung der Unterschie-
de zwischen den A und 2& basiert. Wie in Kap.4.2.2 darge-
stellt, sollten solche Items, die eine vestimmte Subskala



r‘\

- 67 =

besser messen als die anderen, iiber alle Scoregruppen ein
héheres A aufweisen, wdhrend die umgekehrte Beziehung da-
rauf deutet, daB die beiden Items zwei verschiedenen Skalen
angehdren. Man kann nun fiir jedes Itempaar (j,m) die GréBe

k-2

n
f. = d.
“jm 2& jm

berechnen, wobei dgﬁ) = 1 wenn Arjm> Arjm s, O sonst.

Ferner bestimmt man die GroRe fgm die wie folgt definiert
ist: f;ﬁ = ‘1 wenn fjm sehr groBe Werte annimmt und fg; = 0
flir sehr kleine Werte von fjmf Sehr groB heiBt k-2-¢ und

sehr klein 2+c, wobei ¢ abhingig von der Anzahl der verschie-

deneg\Scoregruppen zu wghlen ist, um Zufallsschwankungen in
den A zu beriicksichtigen; ¢ wird umso kleiner sein je grdBer
k wird. '

Trigt man nun die f;ﬁ in eine (kxk)-Dreiecksmatrix ein so
kdonnte man beispielsweise folgendes Bild erhalten:

1T 2 32 4 5 6 7 8 910

4
2 1

3 0 0

4 0 0 0

5 11 0 0

& 0 0 1 0 0

7 00 10 0 1

8 00 10 0 1 1

9 00100 11 1
0 110010 00 0

(Abbildung 8.1)

Ein Muster wie in Abb. 8.1 weist darauf hin, daB der aus
zehn Items bestehende Fragenbogen aus zwei verschiedenen




- 68 -

Subtests zusammengesetzt ist wobei Skala 1 die Items: 1,2,5,10
und Skala 2 die Items: 3,6,7,8,9 umfalt. Item 4 gehdrt keinem
Subtest an und kdnnte aus dem Fragebogen eliminiert werden.
Opdnet man die zu einer Subskala gehdrenden Items nebeneinander
an, so erhdlt man das folgende Bild:

4 2 510 4 3 6 7 8 9

1
2 1
5 1 1
0 1 1
4 0 0 00
3 00 0 00
5 0 0 0 0 0 1
7 000 0 01
& 0 0 0 0 0 1
9 0 00 0 0 11 1

(Abbildung 8.2)

Hier sind die beiden Subskalen recht klar erkennbar. In der
Praxis werden natlirlich selten so eindeutige Muster aufzu-
finden sein, vor allem werden in der Matrix verschiedene
Positionen nicht mit O oder 1 besetzt sein. Dennoch scheint
dieses Verfahren besser geeignet etwaige Strukturen der dar-
gestellten ATt zu erkennen als dies aus grdBReren Zahlenmengen
méglich ist, besonders wenn die Anzahl der Items und somit
der Rohscoregruppen grol wird.

Graphische Analysemethoden, wie sie in diesem Abschnitt dar-
gestellt wurden, kénnen insgesamt als brauchbare Hilfsmittel
aufgefaBt werden, die Struktur bestimmter Daten unter dem
Rasch-Modell zu untersuchen. Eventuelle Verletzungen der
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Modellannahmen kdnnen erkannt werden und auch iber die Art
der Nichtkonformitdt lassen sich Aufschliisse erzielen.
Solcherart generierte Hypothesen sollten dann aber dem Instru-
mentarium inferenzstatistischer Verfahren ausgesetzt werden,
da graphische Analysemethoden zwar wertvolle Hinweise geben
nicht aber-exakte Wahrscheinlichkeitsaussagen {iber bestimmte
Annahmen lieferm kdnnen.
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