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Diese Arbeit hat ihren Ursprung in einer Vorlesung iber die Box-
Jenkins-Methode, die ich im Sommersemester 1977 am Institut Ffiir
HOhere Studien in Wien gehalten habe. Dabei habe ich mich im wesent-
lichen an das Buch von G.E.P. Box und G.M. Jenkins (1970) gehalten,
daneben habe ich die Arbeiten von Granger-Newbold (1370,1977),
C.Chatfield (1975) und 0.D.Anderson (1976) herangezogen. Im Aufbau
folgt diese Arbeit dem Buch von Box-Jenkins, jedoch ohne die Kapitel
{iber Schdtzung, Identifikation, saisonale Modelle, Transferfunktions-
modelle, Feedback und Kontrollschemata. In den beiden Appendices
werden die partielle Autokorrelatlonsfunktlon aus der allgemeinen
Definition der partiellen Autokorrelationskoeffizienten abgeleitet,
und das IAZ-System (Interaktives Zeitreihensystem fiir den Box—Jenkins-
Modellbau) vorgestellt. Dieses Programmpaket wurde flir den inter-
aktiven Termlnalbetrleb am Institut fir HShere Studien adaptiert und
weiterentwickelt, und dient u.a. zur v1erteljahrllchen Prognose der

wichtigsten 8konomischen Zeitreihen Usterreichs.,

Fir die Darstellung des Textes habe ich die Definition—Satz-Beispiel-
Gliederung gewdhlt, nicht so sehr wegen der mathematischen Stringenz,
sondern zur besseren Ubersicht des umfangreichen Stoffes, da fir die
Identifikation von ARIMA-Prozessen die genaue Kenntnis der wichtigsten

Prozesse und deren Eigenschaften von wesentlicher Bedeutung ist.

Im ersten Kapitel erfolgt die Einfiihrung mit der Darstellung der
wichtigsten Operatoren und ihren Eigenschaften. Im zweiten Kapitel
werden allgemein stochastische Prozesse besprochen und die Klasse der
ARIMA~Prozesse definiert. Im dritten Kapitel werden die wichtigsten
stationdren Prozesse (ARMA- -Prozesse) und im vierten Kapitel die
wichtigsten nlchtstatlonaren (ARIMA)-Prozesse dargestellt. Das

flinfte Kapitel gibt eine kurze Einfthrung in die Prognosetheorie und
beschreibt die Eigenschaften der Prognosefunktion der wichtigsten
ARIMA-Prozesse.

Fir wertvolle Hinweise bin ich den Professoren W. Oberhofer (Regens-
burg) und M. Deistler (Wien) zu besonderem Dank veerllchtet

Danken m8chte ich auch meiner Gattin Edith fir das aufopfernde
Schreiben des Manuskripts.






C ' 1. DIE GRUNDLAGEN DER BOX-JENKINS-METHODE

1.1, Einfﬁhrung

c 1.1.1. Die Bedeutung der Box-Jenkins-Methode

Modellbau:

Die Analyse von ARIMA-Prozessen hat sich seit ihrer umfassenden
Beschreibung im Buch von Box-Jenkins (1370) als die Methode in
der Zeitreihenanalyse entwickelt. Die Griinde flir diese Ent-
wicklung sind vielfdltig. Obwohl die Darstellung von Zeitreihen
als stochastische Differenzengleichungen schon lénger bekannt
ist, genauso wie die Behandlung von gleitenden Durchschnitten
von Zufallsprozessen, gelange erst in der Darstellung von Box-
Jenkins die Methode zu eigenstdndiger Bedeutung und ist heute
als Box—Jenkins-Methodexﬁn.der Anwendung der Zeitreihenanalyse
nicht mehr wegzudenken.

Aufgrund der PrognosequalitZten haben sich ARIMA-Prozesse in

der Praxis durchgesetzt, und wegen der dynamischen Eigenschaften
hat die Theorie seither in Richtung Transfermodelle und
multivariate Modelle einen rapiden Aufschwung erlebt.

Die Griinde hiefilir sind folgende:

Zundchst einmal ist zu bemerken, daf die Box-Jenkins~Methode nicht
allein die Analyse von einer Klasse stochastischer Prozesse umfaBt
(ARIMA-Prozesse), sondern in der Organisation des Verfahrens in
Form des iterativen Modellbaus beispielgebend war.

Die drei Sidulen des Box-Jenkins-Modellbaus sind:

~ Modellbau

Identifikation Schdtzung Diagnose

%) Genaugenommen miifte man von der Box-Jenkins~-Methade zur
Schdtzung von "Yule-Slutzky-Prozessen" (i.e. AR-MA~Prozesse)
Sprechen (vgl, Wold (1953)).



Der iterative Modellbau ist komplizierter als bisherige An-
wendungen von Methoden in der Zeitreihenanalyse, der Aufwand
lohnt sich jedoch. Das ist in Zusammenhang mit der Entwicklung in
der Spektralanalyse zu sehen. Die lMethoden im Frequenzbereich sind
sehr gut geeignet, einen Gesamteindruck Uber das Verhalten einer
Zeitreihe zu geben, sind aber etwas dirftig in der Ausbeute der
Detailinformationen. Analysen im Zeitbereich sind umfangreicher
und werden leicht unlbersichtlich, haben aber den Vorteil,
Details genauer spezifizieren zu kdnnen. Daraus erkldrt sich,
warum ein Modellbau im Zeitbereich aufwendiger ist und l&ngeren
"try and error'"-Prozessen unterworfen ist. Dem steht jedoch der
Vorteil gegenliber, im "fine-tuning" des Modellbaus besser abzu-

schneiden,

ARIMA-Prozesse als Vorstufe filir Transfermodelle

In der Diskussion Uber Zeitreihenmodelle tritt oft das Argument
auf, Zeitreihenmodelle wéiren zu '"technisch" und wdren substanz-
wissenschaftlichen Interpretationen nicht so zugdnglich wie z.B.
Regressionsmodelle. Dieser Eindruck mag zwar entstehen, aber

nur auf den ersten Blick. Die Box-Jenkins-Methode ist bel ge-
nauerer Untersuchung denselben Interpretationen zugdnglich wie
Regressionsmodelle, nur in allgemeinerer Weise.

Die Box-Jenkins-Methode in Form der Transferfunktionsmodelle

kann als Erweiterung der Regressionstheorie flir Zeitreihenvariable
aufgefaBt werden (dynamische Regression).

Der Zugang zu Transferfunktionsmodellen ist schwieriger, weil
Zeitreihen im allgemeinen einer speziellen Struktur folgen, die
zum Teil auf endogene Vorgdnge der sequentiellén Beobachtung
zurliickgehen. Wir wollen diesen Teil der Struktur autodynamisch
bezeichnen. Der Transferfunktionsmodellbau geht nun folgender-
magen vor sich: Zuerst wird mit Hilfe der univariaten Theorie
die autodynamische Struktur der Zeitreihenvariablen spezifi-
ziert und eliminiert; Zwischen den so bereinigten Variablen
wird nun die eigentliche Beziehung in der sogenannten Transfer-
funktion ermittelt, die die Dynamik zwischen den Reihen be-
schreibt.

Daher ist die Analyse von ARIMA-Prozessen eine notwendige
Voraussetzung flir die Analyse multivariater Beziehungen von
Zeitreihenvariablen.
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Die Anwendungsgebiete dieses Systems des Modellbaus lauten
wie folgt:

(1) Prognose von zukinftigen Werten auf Grund von laufenden
und vergangenen Werten der Zeitreihe

(2) Die Bestimmung einer Transfer-Funktion eines linearen Systems.

Zwischen der abhidngigen Variable Z, (Outputprozel) und der
unabhédngigen Variable X4 (InputprozeB) wird eine dynamische
Input-Output-Beziehung in Form der sogenannten "Transferfunk-
tion" geschétzt. Diese Methode kann auch auf mehrere Input-
~ zeltreihen erweitert werden. Die Anwendung liegt besonders
in der Prognose mit Hilfe von "leading indicators", ,
(3) Intérventidnsahalysen: Mit Hilfe von Dummy-Zeitreihen werden
- Auswirkungen von Elngrlffen in das Zeitreihensystem geschitzt.
(4) "Feed foreward" und "Teed back"-Kontrolle

Ausgangspunkt dieser Analyse im Rahmen der Kontrolltheorie
ist ein Transferfunktionsmodell mit wirksamer Transferfunktion
der Kontrollvariable. Weicht die Outputzeitreihe von einem
vorgegebenem Ziel zu weit ab, tritt die Kontrollvariable in

Kraft. Dazu ist eine optimale Kontrollgleichung zu schdtzen.

Optimal heift in diesem Fall: Es 1st jene Glelchung zu finden,

die den kleinsten mean Square error im Outputprozef liefert.

(%) Systeme von Transfermodellen

Einzelne Transferfunktionsbeziehungen werden zu Systemen zu-
‘sammengefaft. Die Analyse dieser Vektorprozesse ist der multi-
variaten Zeitreihenanalyse vorbehalten.

Auf Grund des Herausfilterns von gemeinsamen dhivariaten
Strukturen in Zeitreihenregressionsmodellen kommt man automatisch
in den melsten Fdllen auf eine geringe Anzahl von Variablen. Es
gehen nur jene Zeitreihenvariablen in eine Transferbeziehung ein,
die signifikante Beitrdge in die gemeinsame Beziehung ein-
brlnven. Diese k3nnen ebenfalls dvnamlsch (zeitverzdgert) sein,
sie sind jedoch nicht autodynamisch, sondern die Dynamik wird in
der Transferfunktion spezifiziert.

Vereinigung von verschiedenen Zeitreihenkonzepten

Weiters tritt die Box~Jenkins-Theorie als "Schmelztiegel"” Ffiir
mehrere statistische Zeitreihenmetﬂoden auf. So k&nnen dynamische
Ans&tze zugleich in nichtstationiren und saisonalen Zeitreihen
behandelt werden. Bisherige Ansitze sahen in Nichtstationaritit



und Saisonalitdt oft kaum zu vereinbarende Probleme. In der
Box-Jenkins-Methode ist der Ubergang zu kiirzeren Erhebungs-
perioden in Zeitreihen, wenn sie systematische Muster aufweisen
(Saison), ein Informationsgewinn. Man erh&lt kleinereVarianzen
der Residuen und kleinere Prognosefehler; auch Anderungen werden
schneller entdeckt., Dies muB z.B. bei Regressionsverfahren nicht
immer der Fall sein. Durch Differenzenbildung bestimmter Ordnungen
ist es gelungen, das Phd&nomen der Nichtstationaritdt konstruktiv
in den Griff zu bekommen. Daneben k3nnen all diese Probleme sinn-
voil mit dynamischen und sonstigen Strukturen (Kontrollvariablen,
leading indicators) verknipft sein.,

1:1.2. Die Grundidee des BJ-Modellbaus

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen sind die Daten und die

Klasse von statistischen Modellen, die wir anwenden wollen.

Daten _— stochastische —_ geschétzte
Modellklasse Zeiltreihe

Es gibt eine Vielzahl von Modellen der stochastischen Modell~
klasse, die auf beobachtete Daten passen. Welche ist im Zweifel
zu nehmen? Zur L8sung dieses Problems haben Box-Jenkins das so-
genannte 'Prinzip der Parsimonitdt" flir den iterativen Modelltau
eingefiihrt.

Prinzip der Parsimonitdt

Man wdhle jenes Modell, das die kleinste Anzahl von Parametern
flir eine ad&quate Darstellung bendtigt. Man kann das Prinzip der
Parsimonit&dt auch als Prinzip der "Sparsamkeit" in bezug auf

Parameter nennen.

Def. 1.1.1.: Addquate Darstellung

Eine addquate Darstellung einer Zeitreihe durch ein Modell M
ist dann erreicht, wenn die folgende Menge gleichwertiger
Kriterien m6glichst gut erfiillt ist:

1) Die geschdtzten Residuen folgen einem "white-noise"-Prozefh

1.1. Es gibt keine Autokorrelation
(das- Spektrum der Residuen ist "white noise™)

1.2. Die Residuen sind homoskedastisch
2) Die gesché&tzten Parameter sind auf o-% Niveau signifikant

3) Die Quadratsumme der Fehler (geschdtzte Residien) ist minimal

4) Der einstufige Prognosefehler fir die letxe Periode ist minimal
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Beispiel 1.1.:

Es seien z, die beobachtete Zeitreihe und 3y die geschdtzten
Fehler. Es wurden zwei Modelle geschitzt: ’

(a) zZp = a - G)lat_1 _ (11.1)
" Parameter: @1
Ll i e o P ~ o
By zp =a - 0ja - 0la %y (1.1.2
R t ’ [
Parameterf 61,02,63

Sind beide "adiquat" geschdtzt,

SO nehme man wegen des Prinzips
der Parsimonit&t Prozes (a), d.n

- erflillen beide Prozesse die
Kriterien der addquaten Darstellung etwa gleich gut.

Beispiel 1.2.:

t t

(a) z, = a, - Gia - 0la (1.1.3)
Parameter: 01,62

(b) z, - ¢1zt_1 =a, - Oiat_1 | : (1.1.8)

Parameter: ¢1,91

Beide Prozesse haben die gleiche Anzahl von Parametern,
gehdren jedoch getrennten Modellklassen an. Falls es keine
Auswahlkriterien mehr gibt, die zwischen diesen beiden
Prozessen entscheiden kénnen, sind beide Darstellungen

zuldssig.



141.3. Iterativer Modellbau

Die Bedeutung der BJ-Methode liegt nicht nur in der Beschreibung von
Zeitreihenmodellen mit Hilfe von ARIma-Prozessen (bzw.deren Schdtzung),
sondern auch in der Philosophie des Modellbaus. Durch iterativen
Modellbau versucht man, ein m&glichst gutes Zeitreihenmodell zu
erhalten. Als Voraussetzung daflir muB es eine Modellklasse geben,

in der durch Iteration und ein Selektionskriterium ein derartiges
Finden von Modellen mdglich ist.

Der iterative Modellbau 1&Rt sich durch folgendes FluRdiagramm

darstellen:

Bestimme eine allge-
meine Klasse von Modellen

Identifiziere davon
ein Modell filir die
Schdtzung

Schitzung der Parameter
des Modells

|

Diagnostic Checking
Ist das Modell ad&quat?

nein «————

ja

5

| Verwende Modell flir
Prognose oder Kontrolle
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1.2. Operatorenrechnung

Im folgenden seien kurz die Operatoren zusammengestellt, die
u.a. zur kompakten Notation von ARIMA-Modellen dienen.
Zy sei eine Zeitreihe mit teZ.

Der Backwardshiftoperator B verschiebt eine Zeitreihe um ein

Element in die Vergangenheit.

th = zt-i. S (1.2.10)
und B
Bmz =

+ Zt-m meN

Der Forewardshiftoperator F verschiebt eine Zeitreihe um ein
Element in die Zukunft

Fz_ = z

+ t+1 (1.2.2)

und genauso
m
F =
2t Ztem
F kann als inverser Operator zu B angesehen werden:

F(?zt) Tz = B(th)

Der Differenzenoperator V gibt die Differenzen zu vergangenen

Elementen an

Vz, = z, -

+ Ziq (1.2.3)

- und man definiert rekursiv die Differenz d-ter Ordnung

d

vdz = yyd-l, as>1 (1.2.4)

t t

Der Summationsoperator S gibt die Summe der Elemente bis zum
Zeitpunkt t an, falls die Summe existiert.

o0 [« +]
Sz_ = L 2, . = I gz
t . t- .
jzo T je-e

+ (1.2.5)

wobel je nach Bedarf die "Riickwirts-" oder "Vorwirtsschreibweise"

dzt=SSd-1zt.'Als
inverser Operator zu S kann vl ("Antidifferenz") angesehen werden,

verwendet wird. Analog versteht man unter S

obwohl V-1 bis auf einen konstanten Faktor nicht eindeutig ist
(vgl. Brand (1966), 377).



2. STOCHASTISCHE PROZESSE

2.1. Stochastische Prozesse und Autokorrelationsfunktion

Das wahrscheinlichkeitstheoretische Modell fir beobachtete

Zeitreihen bilden die stochastischen Prozesse.

Def. 2.1.1.: Stochastische Prozesse
)

Sei {Xt} eine Familie*’ von Zufallsvariablen und teZ, der

Zeitindex,stammt aus den ganzen Zahlen. Dann heift

S = {X(t), teT} := X,

stochastischer ProzeB. Die Zufallsvariablen sind auf dem

gemeinsamen Stichprobenraum  definiert.

Als Realisation eines stochastischen Prozesses versteht

man das Eintreten eines bestimmten w, das alle Realisa-
tionen der Familie von Zufallsvariablen Xn umfaft.

Fir ein bestimmtes w wird die Folge Xt(w) festgelegt und
fir alle weQ erhalten wir eine Familie solcher Folgen. In
der Zeitreihenanalyse beobachtet man meistens nur eine Rea-
lisaticn Xt = Xt(w).

Fiir die Analyse von Zeitreihen sind hauptsdchlich stationdre

und davon die schwach stationdren Prozesse von Relevanz.

%) "Familie" 1Rt im Gegensatz zu "Menge" gleiche Elemente zu.
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Def. 2.1.2.: Schwach stationirer (kovarianzstationdrer) ProzeR

Gegeben sei ein stochastischer Prozes Xt. Xt heiRt kovarianz-
stationdr, falls

a) E(Xt) = p
b) Cov(Xt,XS) < o  t,seT

©) Cov(X, ,X ) = f(|t-s|)

d.h. die Kovarianz fiir beliebige t und s ist unabhdngig
vom jeweiligen Zeitpunkt und eine Funktion derp Lédnge des
Abstandes |t-s].

Def. 2.1.3.: Autokovarianzfunktion (ACovF)

Unter der Autokovarianzfunktion verstehen wir die
Folge

Y = Covlzi,z 1)

= E(zt4u)(zt+k-u) k=0,1,2,... : (2.1.1)

fiir k=o gilt

- 2 _ .2 ' : :
Yo = E(z‘t"u) = O'z » (2-1;2)

Yy ist die Kovarianz der ZufallsgréBe z, zum Zeit-
punkt t mit der Zufallsgréfe Zi4x Zum Zeitpunkt t+k.

Def. 2.1.4,: Autokorrelationsfunktion (ACF)

Aus der ACovFP erhdlt man die Autokorrelationsfunktion
durch

Y :
pk S = k=o’1,2,--e . (2.1-3)

Es gilt p_ = 1 und ]ok[<1 (2.1.4)
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Die ACF ist im Gegensatz zur ACovF ein dimensionsloses MaR fiir
die Abhédngigkeit zweier Zeitreihenwerte, d.h. sie hdngt nicht
vom Mafstab der Zeitreihe ab (Skalierung).

Die Schdtzung der Autokovarianzfunktion

Aus einer Realisation eines stochastischen Prozesses soll die
Autokovarianzfunktion geschdtzt werden. Man bezeichnet diese
auch als empirische Autokovarianzfunktion

1 N-k

ck=?k= T-%x .Z (zi-i)(z

-z)  k=0,1,2,... (2.1.5)
i=1

i+k

Schdtzung der Autokorrelationsfunktion

Analog erhdlt man die empirische ACF durch

b = K ‘ (2.1.8)
I"k-'-pk-c—o' -1.

Autokovarianz- und Autokorrelationsmatrizen

Def. 2.1.5.: Autokovarianzmatrix

Eine Autokovarianzmatrix der Ordnung n setzt sich aus Autokovari-

anzen in sogenannter Toeplitz-Struktur zusammen.

Yo Yqo e cee Y4
Yq Yoo oeen cee Yoo
I' = : : R : (2.1.\2)
n °® L] *
Yn"‘l -f- ) YO
Def. 2.1.6.: Autokorrelationsmatrix
1 p1 e & 9 e & ¢ pn_l
Pq 1 e cv+ Pp-s
P =l . . . (2.1.8)
n * e [ ]
p © € @ e o 0 1
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Es gilt die Beziehung

Ersetzt man Yk durch Ci und Pi durch Ty SO erhdlt man

die empirischen Autokovarianz- und Autokorrelationsmatrizen
C_und R_.
n n

2.2. Wichtige stochastische Prozesse

Def. 2.2.1.:"White noise"-Prozef oder reiner ZufallsprozeB

Ein diskreter Prozef a, heift "white noise"-Prozef ("weifes
Rauschen"), wenn die Zufallsgréfe a, unabhdngige identisch
verteilte Variablen sind. Mittelwert und Varianz sind per
definitionem konstant.

E(at) = u
Var(at) = g2 (2.2.1)

Vi = Cov(a ) =0 keZ

234k

Mittelwert und ACovF hingen nicht von t ab, somit ist der
Prozef stationdr der 2. Ordnung; dariiber hinaus ist er so-
gar streng stationédr.

Die ACF ist gegeben durch

1 k=20
P = 0 X e 7 (2.2.2)
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Def. 2.2.2.: Random walk-Prozef

Ein ProzeB {Xt} heift random walk, falls gilt

X, =X = a ¥ t (2.2.4)

+ -1 t

d.h. die ersten Differenzen eines random walk-Prozesses
a, sind ein white noise-Prozef (mit Mittelwert p und
Varianz 0;).

Beginnt ein random walk-Prozef bei XO=O, so ist X1=a1 und
allgemein

t
X, = I a, t21,2,... (2.2.5)

In diesem Fall lauten die ersten beiden Momente

E(X ) = tu
(2.2.6)

- 2
Var(Xt) = tca

Da Mittelwert und Varianz Funkticnen der Zeit t sind, ist
der Prozef® nicht stationdr; die ersten Differenzen sind

dagegen stationdr.

Def. 2.2.3.: Autoregressiver (AR(p))-ProzeR

Ein stochastischer ProzeB {zt} heiBt autoregressiver Prozef
der Ordnung p (peN und ¢P¢O), wenn die laufenden Werte durch
p vergangene aufeinanderfolgende Werte erkldrt werden:

Zo = 02 gtboZe ot e +¢Pzt_p+at (2.2.7)
Der Stdrterm a, folgt einem white noise-ProzeR.

Def. 2.2.4.: AR-Operator

Das Operatorpolynom der Ordnung p heift AR-Operator:

$(B) = 1—¢1B—¢282- .. —¢PBP §;€R, 6 #0 (2.2.8)

Damit schreiben wir den AR(p)-ProzeR kurz

¢(B)zt = a, (2.2.9)

Zur Schitzung dieses Modells sind p+2 Parameter notwendig

(ua¢1a- o :¢P,0;).
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Def. 2.2.5.: Moving Average (MA(g))=-Prozed

Ein stochastischer Prozef heift Moving Average Prozef der
Ordnung q (9eN und 6q¢0),'falls der laufende Wert der Zeit-
reih’e_zt durch eine gewichtete Summe der vergangenen StSrun-
gen beeinfluft wird.

z, = a,- 0

6.eR und {at} ist der white noise-Prozef der Stdrungen.

Def. 2.2.6.: MA~Operator

Das Operatorpolynom vom Grad q heift MA-Operator:

= 41— - 2_ - q 1
e(B) = 1 SlB 928 . qu (2.2.11)

Somit schreiben wir den MA-Prozef kurz als

z, = e(B)at ' (2.2.12)

Die Anzahl der Parameter ist q+2 (384, vun eq,c;).

Mit ARMA(p,q)-Prozessen bezeichnet man gemischte Auto-
regressive Moving Average-Prozesse.

Def. 2.2.7.: ARMA(pD,q)-Prozef

Der ARMA-ProzeR setzt sich gleichzeitig aus autoregressiven und
Moving Average-Gliedern zusammen:

Z, =0,z +...+0_ 2z

t %1%¢-1 pZt-ptas”d

1at-1""'eqat-q (2.2.13)

Mit MA- und AR-Operatorpolynomen lautet der Prozef kurz

¢(B)zt = G(B)at ' (2.2.14)

Anzahl der Parameter: p+q+2 (u,¢1,...,¢p,61,...,6q,02).
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ARIMA(p,d,q)-Prozesse (Autoregressive integrierte Moving-

Average-Prozesse) bezeichnen eine Klasse von nichtstationiren
Prozessen, die aus ARMA-Prozessen erhalten werden kann.

Wie noch spdter gezeigt wird, kann man diese Klasse von nicht-
stationdren Zeitreihen durch Differenzenbildung stationir
machen.

Ist z, nicht stationdr, so existiert ein deN, sodal®

w, = de

+ = (1-B)dz

(2.2.15)

t t

ein stationdrer Prozef ist.

Operatorschreibweise: Zur Darstellung von nichtstationdren

Zeitreihen verwenden wir den verallgemeinerten AR-Operator:

Def. 2.2.8.: Unter dem ARI-Operatorpolymon verstehen wir den

verallgemeinerten AR-Operator

Q(B) = ¢(B)(1-B)¢ deN (2.2.16)

Def. 2.2.9.: ARIMA(p,d,q)-ProzeB

Ein ARIMA(p,d,q)-Prozef ist ein ARMA(p,q)-ProzeR mit ver-
allgemeinertem AR-Operator:

Q(B)z_ = B(B)a, (2.2.17)

oder in getrennter Schreibweise:

¢(B)wt G(B)at (2.2.18)

_ gd
wt-Vzt

(2.2.19)
Anmerkung: Das Wort "integriert" sollte vielmehr "summiert"
heifen und leitet sich von der Tatsache her, daR der inverse
Operator zum Differenzenoperator V der Summationsoperator S

ist.

(2.2.20)

N
n
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Der allgemeine ARIMA-Prozef kann als Summe dreier hinterein-

andergeschalteter Filtermodelle gedacht werden:

MA
ar - | Filter
white
noise 8(B)

mit den jeweiligen Teilprozessen et=6(B)at, w

d
Zt=8 Wos bzw.

Def‘ 20‘2.10.:

Sei Yy die ACovF einer Zeitreihe {zt}, dann ist das Spektrum

SP(f) gegeben

SP(f)

Das Spektrum ist eine spezielle Form der Fouriertransforma-

L od,-1
Zy = S7¢ (B)e(B)at

Spektrum einer Zeitreihe

AR
Filter
e
T
¢ “(B)

Summations-
filter

! >

durch

=_270+4k§17

k

cos?2n1fk

S

t

0£f<1/2

d

¢-1(B)et,

24

(2.2.21)

tion, da v, gerade und diskret ist. Dieselbe Information, die
k 0

durch das Spektrum aufbereitet, das als eine Art Varianzana-
lyse iber die Frequenzen f=1/T (T Periodenlédnge) angesehen

werden kann.

- im Zeitbereich durch Yy gegeben ist, wird im Frequenzbereich



3. STATIONARE PROZESSE
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3.1. Stationdre und invertible ARMA(p,q)-Prozesse
und ihre Darstellung

Zundchst unterscheiden wir zwei Darstellungen von ARMA(p,q)-
Prozessen und die daran gekniipften Stationaritdts- und
Invertibilit&tsbedingungen, sowie ihre Beziehungen zuein-
ander,

3.1.1. Die Random-Shock-Form und Stationaritit

Def. 3.1.1.: Die RS-Form (Random-Shock-Form)

eines ARMA(p.q)-Prozesses ist die Darstellung als lineares

Filtermodell:
«©
= y(Bla_ = I y.a, _ (3.1.1.)
-t j=0 ] t-3]
In der "Random-Shock"-Form wird der ProzeBR z, aus einer ge-
wichteten Summe vergangener Stdrterme (Random Shocks) a, er-

t
klért (at ist ein white-noise-Prozef).

¢ (B) ist die Transferfunktion des linearen Filters und

erlaubt zwel Interpretationen:

a) Die Koeffizienten y(B) geben an, welches Gewicht vergangene
Stdrglieder auf den laufenden Wert der Zeitreihe haben;
%)

b) Die Transferfunktion kann als erzeugende Funktion der
Filterkoeffizienten ¢. aufgefaBt werden
P(s) = I P.s3 seR (3.1.2.)
j=o -

Um die Konvergenz dieser Potenzreihe zu gewdhrleisten,

definieren wir wie folgt:

%) Box-Jenkins (1970) verwenden nicht explizit diese Unterscheidung
zwischen Transferfunktion und erzeugender Funktion. Der Back-
shiftoperator B ist zugleich Dummy-Variable der entsprechenden
erzeugenden Funktion,
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Def. 3.1.2,: Stationaritdtsbedingung

Der ProzeR z, = w(B)at ist stationdr, falls die
Transferfunktion
[~}

p(s) = I y.s fir |s| < 1 - (3.1.3)

konvergiert.

3.1.2. Die invertierte Form und Invertibilitétsbedingung

Def. 3.1.3,: Die w-Form (invertierte Form)

eines ARMA(p,q)-Prozesses ist die Darstellung in der Form

2y = ﬂizt_1+ﬂ22t_2+ o +a_t =
= L 7.2, .+a (3.1.4)
bzw.
1r(B)zt = a, (3.1.5)
mit
- Py - 2 -
'"(B) - 1 'ITlB “zB * e 0
=1~ 3 “iBl - (3.1.8)
iz=1

Analog zu (3.1.2) ist w(s) die erzeugende Funktion der
n-Koeffizienten.

Die "duale" Form zur RS-Form ist ersichtlich. In der
w-Darstellung wird der laufende Wert einer Zeitreihe durch
eine Gewichtung vergangener Werte plus einem St&rterm er-
kldrt. der Name "invertierte Form" kommt daher, daR das
m-Polynom als inverses des y-Polynoms dargestellt werden
kann (vgl. Satz 3.1.1.).

An die invertierte Form schlieRt sich die



Def., 3.1.4.: Invertibilifatsbedingung

Ein linearer stochastischer Prozef heiBt invertierbar, falls

die erzeugende Funktion der wj-Koeffizienten

m(s) = 1-918-6252- e (3.1.7)

fir |s|< 1 (innerhalb des Einheitskreises) konvergiert.

Die Dualitdt von Stationaritits- und Invertibilitdtsbedingung

ist damit offensichtlich.

Interpretation der Invertibilit&tsbedingung

Die Invertibilit&dtsbedingung erlaubt die eindeutige Be-
schreibung von Moving Average-Prozessen. Zwei Arten von

Motivationen sollen diesen Problemkreis illustrieren:

a) Interpretation an Hand der ACF eines MA-Prozesses

Die Invertibilit&tsbedingung erlaubt uns, zwischen folgenden

beiden MA(1)-Prozessen zu unterscheidenX):
Zy T A, - 8aL . (3.1.8)
1 8 £ 0 '
z% = a. T Faiq (3.1.9)

Die beiden Prozesse haben verschiedene ACovF, aber gleiche
ACF: Berechnen wir die ACovF Yi analog zu Beispiel 3.1.1.,
so erhalten wir

e} e2
.1 2
Y1 79 q»a
(3.1.10)
Yk = 0 k> 2

%) Durch die Forderung |[6]<1 gewdhrleistet man Eindeutigkeit.
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Die ACF ist fiir den ProzeR z

-6 -0

Pq =

2,.2
(1+8 “)c a 1+8

und fir den Prozef zé
2
59 a -0

o' = - (3.1.12)

~ 2
1 (1+_%)02 1+8

ist jedoch gleich.

b) Interpretation durch die w-Form von MA-Prozessen

Dazu betrachten wir

Beispiel 3.1.1.: MA(1)-ProzeR

Der MA(1)-ProzeB ist gegeben durch

2y = a,-fa,_, = (1~eB)at (3.1.13)

uns kann als einfachster Spezialfall der RS-Form mit
Transferfunktion w1=—6 und wj=0, j22, angesehen werden.
Gesucht wird die m~Form des MA(1)-Prozesses.

Unter Berlicksichtigung der geometrischen Reihe
k k+1
1-q :
2 q. = — (3-1:14)
j=0 1 1 q .
berechnen wir die w-Form des Modells

(1-93)'1zt

i1}
n

(1+6B+02B%4+ .. +ekBk)(1-ek+1Bk+1)'1zt

Daraus erhalten wir

(1+8B+ ... +ekBk)zt=(1-ek+1Bk”1)at

- _a2 _ _ak _ak+1
Zy = 8z, _,-6 Zp_g=ee.=b Zy_ ta.-8 k-1 (3.1.18)

= 5 (3.1.11)

(3.1.15)
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Da k in (3.1.15) beliebig gew&dhlt werden kann, wiederholen
wir diesen Vorgang und lassen k»>o gehen. Doch nur unter der
Voraussetzung |8| <1 existiert der Grenziibergang und fiihrt zu

- - -g2 -
Zt - eZt_i e z_t_z o 8 0 + a_t (3.1‘17)

d.h. die m-Form des MA(1)-Prozesses hat die Koeffizienten

T, = —63 (3.1.18)

Dies legt |8{<1 als Invertibilititsbedingung nahe.

Diesen Vorgang beschreiben wir formal dadurch, da8 wir (3.1.13)

mit dem inversen Operator IIJ"1=(1-613)-1 multiplizieren.

Wir haben

. - -1
a, = (1-6B) Zy (3.1.19)

Ist {8]<1 , so kann man (1-8B)”! in einer Reihe entwickeln.

a, = (1+GB+82B2+ eee Jz, =

t t
= 2
= zt+ezt_1+e Zigt ees (3.1.20)
bzw.
= - -g2 -
zZ4 © ezt_l ) ZpopTeee  Hay
@ 3 .
:-jfie zt_j+at (3.1.21)

Aus diesem Beispiel sehen wir, da® die Invertibilitits-
bedingung |6}<1 die Existenz des mW(B)-Polynoms sichert. Dies
kann auch inhaltlich interpretiert werden. Wiirde man einen
MA(1)-ProzeB mit |[6]| 21 zulassen, so bedeutet dies fiir die
m-Form des Modelles (3.1.16), da® der laufende Wert einer
Zeitreihe durch vergangene Werte bestimmt wird, deren Ge-
wichte umso gréRer werden, je lénger man in die Vergangen-
heit zurlckgeht. Durch die Bedingung |[6]|<1 nehmen die Ge-
wichte vergangener Perioden geometrisch ab.
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3.1.3. Die Beziehung zwischen der RS-Form und der m-Form

Satz 3.1.1.: Flir die Operatorpolynome der RS- und der
n-Form gilt folgende Beziehung:

m(B) = y L(B) = L+ __  (3.1.29).

bzw.
$(B)w(B) = 1 (3.1.23)
Ist der ARMA(p,q)-Prozeﬁ stationdr, dann existiebt_wegen der

Stationaritdtsbedingung (3.1.3) w-i(B).

Beweis: Wir multiplizieren die m-Form a,=wm(B)z mit

t t
Y(B) und erhalten
¥(Bla, = V(B)T(B)z, (3.1.2y)
z, = w(B)'zr(B)zt (3.1.25)

da zt=¢(B)at gerade die RS-Form ist.

Fir die Operatorpolynome gilt daher die Bezieh-
ung (3-1.7). »

Die tatsdchliche Berechnung der m-Koeffizienten erfolgt
durch Koeffizientenvergleich in (3.1.7)

n2 2 -
(1"‘"13 'ﬂ'zB "...)(1+1’}1B+‘IJZB +..¢) - 1 (301.26)
Paraus kémen umgekehrt die wj aus den “j berechnet werden.
Die genaue Beziehung ist in Kapitél 4.2.6. dargestellt,

da der Koeffizientenvergleich auch fir nichtstationire -
Modelle mdglich ist.
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3.1.4. Die Autokovarianzerzeugende Funktion

Im folgenden Abschnitt werden die ACovF und die ACov-erzeu-
gende Funktion flr die RS-Form eines ARMA-Prozesses abge-
leitet.

Satz 3.1.2.: Gegeben sei die RS-Form (3.1.1), dann lautet
die ACovF

- 2 :
Yy * cajiowj¢j+k (3.1.27)

wobei 0; die Varianz des white-noise-Prozesses ist.

Beweis:

]
(ap]
~
N
N
[

Y © t2t+k
’ e 0] (e 0]
E [ z ¢ja . 2 Y.a .]

j=o
O @
: [ 3

jzoizo 4

= 6 2

(3.1.28)
a

Y.

jzo 3 j+k

Die gemischten Glieder R L N liefern nur dann einen
Beitrag, wenn t-j=t+k-i gilt, d.h. i=k+j.

Als Spezialfall der ACovF erhalten wir fiir k=o die Varianz

des ARMA(p,q)-Prozesses

Var(z,) = v = 82 1 y, (3.1.29)

Die Varianz eines linearen stochastischen Prozesses existiert,
foe)

falls zy,? konvergiert.

j=o

Def. 3.1.3.: Die Autokovarianzerzeugende Funktion (ACovGF)

Gegeben sei ein stochastischer ProzeR {zt} mit ACovF Y, k=1,2,.
Die ACovGF lautet
® k
Y(s) = I Y, S (3.1.30)

k=-00 k
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Satz 3.1.3.: Sei Y(B) das ¢~Polynom eines linearen stationdren
stochastischen Prozesses. Dann lautet die ACovVGE:

2 -1
67, PsH)Y (s )

Y(s)

2 1 (3.1.31)
(51 a Y(s)VY (S?

(Box-Jenkins (1970,5.81) schreiben wegen s-lzB.1

als Y(B):c;w(B)w(F)).

Beweis: Setzen wir die ACovF (3.1.14) in Def. 3.1.1 ein,
so erhalten wir :
@

2 k
Y(s) = I g Z v,
k=-®( a j= owj J+k
2 ® @ <k '
= & a z X w P, +xS (3.1.32)
j=o k--j 3

mit ¢o=O fir j<o, da fiir negative j die wj Null sind.

Indextransformation in (3.1.19) h=j+k, bzw. kzh-j

(00] o] .
2 % % y.yp shd
= =0 3 h

0
()]

Y(s) a

j=o h

(e 9)
52 % vy sh bss
a
h=o j=o

62aw(s)w(s'1> (3.1.33)

Wie man in (3.1.16) erkennt, erhilt man die ACovF, indem man die
Koeffizienten der Exponenten von sk (bzw. Bk) bestimmt.
o

¥y(B) = L
k==c0

kK _ w2 -1 '
T B = 8°_w(BIW(B™H) (3.1.34)

Man erhdlt die Werte der ACovF Yy als Koeffizienten des Polynoms,
das man durch Multiplikation der Transferfunktion Y(B) mit
Y(B~ ) erhdlt.

=F diese Beziehung
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Beispiel 3.1.2.: MA(1)-Prozef

Der MA(1)~ProzeB hat die Transferfunktion y(B)=1-6B

Y(B)

82 v (B

52a<1-eB>c1-eB'1>

1+92B°)

62a(1-eB—eB'

62a(-eB‘1+<92+1)B°-eB>

2
6°_( + + ) (3.1.35)
a¥_q Yo -~ T4

Durch Koeffizientenvergleich der ACovGE erhalten wir die ACovF

- 2\ a2

Yo = (1+879)8° (3.1.38)
_ _ggp2

Y, @ 88 a

Y =0 k22
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3,2. Autoregressive Prozesse

3.2.1. Invertibilitdtsbedingungen

Ein AR(p)-ProzeR® ist in der n-Form eines linearen stochasti-
schen Prozesses definiert

zt = ¢1zt_1+ ° o +¢pzt_p+at (3.2.1)

und lautet in der Operatorform

L N

¢(B)zt (3.2.2)

wobei ¢(B) das AR-Polynom ist und

m(B) = ¢(B) = (1-¢,B~ ... ~¢po) (3.2.3)

ein endliches Polynom ist. Es sind keine Invertibilitéts-
bedingungen zu spezifizieren.

Autoregressive Prozesse k&nnen als stochastische Differenzen-
gleichungen betrachtet werden. Daher leitet sich folgende
Definition ab:

Def., 3.2.1.: Die charakteristische Gleichung

eines autoregressiven Prozesses ist die Gleichung

(1-¢45-0.0=¢.5P) = 4(s) = 0 | (3.2.4)

Die L&sungen @ i=1,...,p, heiBen Nullstellen der
charakteristischen Gleichung.

3.2.2, Stationaritdtsbedingungen

Die Stationarititsbedingungen fiir autoregressive Prozesse kdnnen
in zwei verschiedenen Arten abgeleitet werden:
a) flir die Koeffizienten (Parameter) der Modele

b) fir die Wurzeln der charakteristischen Gleichung eines Prozesses
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Beide Formen werden aus der RS-Form abgeleitet.

Zundchst betrachten wir wieder ein Beispiel:

Beispiel 3.2.1.: AR(1)-ProzeB

Un die RS-Form zu erhalten, multiplizieren wir formal mit dem

inversen Polynom

s (16 BY"1a - 5 43
Z, = (1 ¢1B) a, = 'E ¢, S (3.2.5)
j=o
oder in Polynomschreibweise ‘
(B = ¢71(B) = (1-4,8)71 = 5 ¢ B (3.2.6)

j=o

a) Stationaritdtsbedingungen flir die Modellparameter:
Nach Satz 3.1.4. ist der ProzeR dann stationdr, falls
P(s) fir |s}41 konvergiert.
Die unendliche Reihe (3.2.5) konvergiert nur dann, falls

19,1 <1 _ (3.2.7)

b) Stationarit&dtsbedingungen filir die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung:

Dazu bendtigen wir die Nullstellen der charakteristischen
Gleichung des AR(1)-Prozesses

(1-¢48) = 0 bzw. s = 1/¢, " (3.2.8)

Die Wurzel der charakteristischen Gleichung liegt somit

auferhaldb des Einheitskreises., ™
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Die Stationaritdtsbedingungen fiir den allgemeinen AR(p)-Prozef
erhalten wir ausgehend von der w-Form

d)(B)zt = ay

Bilden wir formal die RS-Form durch

= 61(B)at : (3.2.9)
Wir schreiben dazu das AR-Polynom als Produkt von Linear-
faktoren

$(B) = (1?a1B)(1*a2B),..(1—apB) : . (3.2.10)

wobei die o die Nullstellen der zugehorlgen charakterlstlschen
Gleichung 31nd Damit gilt fir ¢ (B)

p
- 1
o %B) I =

11}

g Ci (3.2.11)

wobeil die ey durch die Partialbriiche bestimmt sind. Die Trans-
ferfunktion y(B) erhalten wir auch durch - -

-1

" 1¢p) 1

1(1'aiB)
(-]

Z a.
i-1 k=o *

™~Mg

l..l
[selie BT

kBk

Z wk = y(B) , (3.2.12)
k=0

Die Koeffizienten ¥y werden durch das Produkt von p Polynomen
bestimmt.

a) Stationaritdtsbedingungen fiir die Modellparameter:
Soll der ProzeR stationir sein, muR w(S)=¢_1(S) eine
konvergente Reihe filir [s|<1 sein.’ ‘

Aus (3.2.11) und (3.2.12) erkennen wir daB

lag | < 1 iz1,...,p (3.2.13)

gilt, d.h. die Koeffizienten der charakteristischen
Gleichung liegen innerhalb des Einheitskreises.
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Durch Koeffizientenvergleich in (3.2.10) lassen sich die
Stationaritdtsbedingungen (3.2.13) auch auf die AR-Para-
meter ¢. ibertragen. Da diese nichtlineare Funktionen

der a. sind, ist keine einheitliche Darstellung m&glich.

b) Stationaritdtsbedingungen fir die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung:

Die Wurzel fiir jeden Faktor (1-aiB) in 3.2.10 ist

B=s;=1/a; und wegen |a.|<1 gilt daher |si[>1.

Wir sagen auch: Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
(des AR-Polynoms) liegen auRerhalb des Einheitskreises.,

Zusammenfassung:

Ein AR(p)-ProzefR ist

stationdr, falls die Wurzeln von ¢(B) auRerhalb
des Einheitskreises liegen, bzw.
]¢i|<1 gilt.

invertibel, flir alle Parameter ohne Einschr&nkung

3.2.3. Die ACovF und ACY eines AR(p)-Prozesses

a) Autokovarianzfunktion

Zundchst bestimmen wir die ACovFE eines allgemeinen AR(p)-

Prozesses
z, = ¢1zt-1+¢22t-2+'"+¢pzt-p+at (3.2.14)
Dazu multiplizieren wir (3.2.14%) mit Zyy
LI T PR FUPLAREE +¢pzt-kzt-p+zt-kat (3.2.15)
und nehmen den Erwartungswert
= E( ) (3.2.16)

Y3k Tk-3 Ze-kZt-3
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und erhalten
Y = ¢1yk_1+¢2yk_2+.f.+¢pyk_p (3.2.17)
da E(zt-kat) = E(jfoat-k-jat) =0 k> (3.2.18)

Ziox in der RS-Form dargestellt, enthdlt nur Stdrungen a
bis zum Zeitpunkt t-k. '

t

b) Autdkorrelationsfunktion

Dazu dividieren wir (3.2.417) durch Yo und erhalten

pk = ¢1pk_1+¢2pk_2+...+¢ppk_p k>0 (3.2.19)

Definieren wir nun den Backshiftoperator B auch fiip
Folgen Y '

By, = Yiemq - (3.2.20)

so erfillt die ACF dieselbe Differenzengleichungsform wie
der zugehdrige AR-ProzeR

$(Blp, = O | o (3.2.21)
Das AR-Operatorpolynom ist ¢(B)
= - - - p * .
$(B) = 1 ¢1B .oo ¢pB (3.2.22)

wirkt in diesem Fall auf die lags k ((und nicht auf die
Zeitpunkte t).

3.2.4. Das Verhalten der ACF eines AR(p)-Prozesses

Die in (3.2.19) definierte ACF ist eine Differenzengleichung in 0,
die man dadurch 18st, da® man die Nullstellen depr charakteristi-
schen Gleichung bestimmt:

P

$(B) = H(l-aiB) =0 (3.2.23)
i=1
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Wenn keine Mehrfachwurzeln vorkommen, lautet die allgemeine
L&sung:

= A.a, + A ak + c.. + A ak (3.2.24)

i~1 272 ' PP
wobeil die Ai durch Anfangsbedingungen zu bestimmende Konstante
sind. Flir die Nullstellen a. der charakteristischen Gleichung
(3.2.23) gilt wegen der Stationaritdtsbedingung (3.2.13) und

daher konvergiert Py fir k+w, Sind die as alle verschieden, so

unterscheiden wir folgende zwei Fdlle:

a) a, ist reell

Ist eine Wurzel a; reell, so liefert in (3.2.24) der Term
Aiaik einen Beitrag zur Autokorrelationsfunktion, dr fir k-
in geometrischer Progression gegen Null geht, Wir bezeichnen
dieses Verhalten kurz als "ged&mpft exponentiell" (damped
exponential).

b) Ein Paar der Wurzeln “iiﬁj ist komplex

Sind zwei Wurzeln oy und aj konjugiert komplex, so liefern
sie einen Beitrag der Form

A.a. “+A.a. = Ad¥cos(2mfK+F) (3.2.25)

Wir bezeichnen diesen Beitrag als "gedimpfte Sinusschwingung".
Die Konstanten in (3.2.25) bestimmen sich folgendermaBen:
Schreiben wir die konjugiert komplexen Wurzeln als

@ UtV (3.2.26)

. = u -~ 1iv
3

so erhdlt man daraus die Periode T=% und den Da&mpfungsfaktor d

der Sinusschwingung _
d = Tulsv? . (3.2.27)

tg(2nf) = % (3.2.28)

tgh
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Die aus den Anfangsbedingungen bestimmbaren Konstanten Ai
und Aj lassen sich umformen zu (vgl. dazu (4.6.61)).

A = 2/K;K§ | 0 (3.2.29)
Ai- .
tgF = KTTK% (3.2.30)
1]
Zusammenfassung

Dié‘ACF eines AR(p)-Prozesses besteht éllgemein aus einer Kombi-
nation von geddmpft exponentiellen Beitridgen und geddmpften
Sinusschwingungen.

3.2.5. Die Yule-Walker-Gleichungen

Die Yule-Walker-Gleichungen geben die Beziehungen zwischen den

Parametern eines autoregressiven Prozesses und dessen ACF an.

Die Differenzengleichungsform fiir die ACF lautet

Substituieren wir der Reihe nach flir k=1,...,p, 80 erhalten wir

folgendes lineares Gleichungssystem fiir die Parameter ¢1...¢?
= + ool +

Py = d4%dopy ¢Pp

-1
-2 (3.2.32)

Pp =9Pp-q+9,P

sse ‘g

oot
p-2**0p

Dieses Gleichungssystem bezeichnet man als Yule-Walker-Gleichungen.

In Matrizenschreibweise schreiben wir kompakter

®P, = By (3.2.33)
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mit der Autokorrelationsmatrix der Ordnung p

p=1
Ep = P41 .. pp_2 (3.2.34)
Pn-q ¢+ 1
und den Vektoren
2' = (¢1 LI Y ¢p) N (3-2-35)
Qé)= (p1 cos pp) (3.2.36)

Man beachte, daB Pp nur Autokorrelationen bis zur Ordnung
p-1 enthdlt.

Yule~Walker Schitzungen fiir die Parameter

Die Yule-Walker-Gleichungen (3.2.32) bzw. (3.2.33) kann man
zur Schdtzung von Parametern des autoregressiven Modells
verwenden, indem man die theoretischen Autokorrelationen Ok

durch deren Schdtzungen rkzﬁk verwendet.

Sei
1 Ty e rp-l
Ep = rl 1 ... rp_2 (3.2.37)
rp_1 eee 1

und qp;=(r1...rp), so kénnen wir ¢ als nichtlineare Funktion

der ry ausdriicken und erhalten die sogenannten Yule-Walker-

—P ([)) * *

1o

Diese Schdtzungen haben im allgemeinen schlechte Eigenschaften,
soda® sie nur zur Schédtzung von vorldufigen Parameterwerten fliir
eine nichtlineare Schdtzung verwendet werden.
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3.2.6. Die Varianz eines AR(p)—Prozesses

Dazu gehen wir auf die Autokovarianzfunktion (3.2.1 ) zuriick

und setzen k=o

Z,. 2 Z

t 2¢ ¢1zt_1zt+¢2 t—22t+ ceo +¢pzt_pzt+ztat

(3.2.39)

Nehmen wir die Erwartungswerte auf beiden Seiten und be-

~rlcksichtigen, daB

‘E(ztat) E[(¢1zt?1+ ... +¢Pz

= t—p+at)at]
_ 2
=B a
so erhalten wir
- 2
Yo T 0474 +0, Yot Lu +¢p7p+6 2
Herausheben von
- _ g2 .
Y, = Var(z) = 6 2 ergibt
o o2
Yo(1-0,p4-0,p, ... o,P,) = R
oder 52
62 _ a

z 1—pi¢1-...—pp¢p

-1

P
2
5 (.): Pid)i)

a
1=0

3.2.7. Die partielle Autokorrelationsfunktion

(3.2.40)

(3.2.41)

(3.2.42)

(3.2.43)

Die PACF ist ein wichtiges Hilfsmittel fir die Entscheidung,
welche Ordnung ein autoregressiver ProzeB hat. Das Problem

ist teilweise jenem der multiplen Regression &hnlich, wenn

es zu entscheiden gilt, wieviele unabhingige Variable in die

Regression miteinbezogen werden.



Im folgenden geben wir die gidngige Herleitung der PACF wieder,
wdhrend in Appendix Al aus der Definition des partiellen
Korrelationskoeffizienten (mit Hilfe bedingter Verteilungen)
gezeigt wird, dal ¢kk tatsdchlich wieder Korrelations-
koeffizienten sind.

Man erhdlt die PACF als spezielle Koeffizienten des folgenden
Systems von Gleichungen

Py = ¢k1pj—1+"'+¢kkpj-k 3214254045k (3.2.44)
fir k=2, k=3,...

Ist der ProzeR tatsdchlich von zweiter Ordnung, dann ist der
Koeffizient 90 in (3.2.44) ungleich Null, w&hrend ¢33=O,
falls k=3 ist.

Um herauszufinden, welche Ordnung ein AR-ProzeR hat, ld8sen

wir fir k=1,2,... die Gleichungssysteme (3.2.4L4).

Flir k=1 haben wir eine Gleichung

Py = 9115 (3.2.45)
Fliir k=2 erhalten wir ein Paar von Gleichungen
Py = 891P5 * 992Pg
- (3.2.486)
Py = 921P0 * %22°¢
Allgemein erhalten wir die k Yule-Walker-Gleichungen.
1 kg Py v P b11 Py
pg 1y Pr-2 : .
. . . 1 - : (3.2.47)
Pr-1 1 35N 3"
oder in Matrixschreibweise

mit

t
S = (b v o O

Py = (Pgseeespy)
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Wir 18sen nun die Yule-Walker-Gleichungen der Reihe nach
flir k=1,2,...

k=1 049 =Py
1 0
1 2
k=2 . _!91 Pal _ P1 7P,
= oo = - , (3.2.49)
22 1 0,4 2_4
' P, 1 P1 ‘ :
1Py Py 1P P
K23 b33 lpy 1P P 1 Py
1

Py Py Pg P2 Py

Allgemein bekommt man ¢kk durch die Cramer'sche Regel GglA 1.42)
Im Nenner steht die Determinante der Matrix Pk’ im
Zéhler steht die Determinante der Matrix Pk’ in der
die letzte Spalte gegen  den pk-Vektor'vertauscht wurde,

Def. 3.2.2.: Die PACF

Die Funktion k+¢kk, k=0,1,2,..., heiBt partielle Auto-
korrelationsfunktion (PACF), P11 ist dabei die Folge
der Koeffizienten von ps_p in der Yule-Walker-Gleichung
k=ter Ordnung (3.2.u4), '

Ein AR(p)-Prozef der Ordhung P hat demnach eine PACF

okk{} 0 ksp

(3.2.50)
= 0 k>p ‘

die einen "cut off" nach dem lag p hat.

Die Sch&tzung der PACF

Dazu ersetzen wir die theoretische ACF p; durch die

Schdtzung Ty

LA ~ ~ S -
rj = ®k1rj=1+¢k2rj=2+°°+¢kkrj—k 1=1,2,..,k (3.2.51)

Zur numerischen Berechnung gibt es eine einfache rekursive
Methode von'J. Durbin (1360) (vgl.Box~Jenkins, S.82 ff.).
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Standard~Fehler der partiellen Autokorrelationsfunktion

Quenouille (1949) zeigte, daR unter der Annahme, daR der
zugrundeliegende Prozef autoregressiv von der Ordnung p
ist, die geschdtzten Koeffizienten der PACF approximativ

verteilt sind, mit Varianz
n ~ 1
Var(wkk) - k>p+1 (3.2.52)

d.h. die Standardabweichung ist ST.D($,,) ~ 1//n, wobei

Zt’ t=1,...,0 beobachtet wurde.

3.3, Spezielle autoregressive Prozesse

Im folgenden behandeln wir die in der Praxis am hdufigsten
vorkommenden AR(p)-Prozesse, den AR(1)- und den AR(2)-ProzeR.

3.3.1. Der AR(1)-ProzehR

Der autoregresive ProzeB erster Ordnung kann als einfacher
Markovprozefl betrachtet werden: Der derzeitige Wert der
Zeitreihe hdngt nur vom letzten Wert ab (plus einer zufdlligen

Stérung).
Die w-Form lautet

2, 3 b4Zp_q%a (3.3.1)
bzw.

$(B)z, = (1-¢,B) = a, | (3.3.2)

wobel ¢(B) das AR(1)-Polynom ist.
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Die RS-Form lautet

= 2
Zy at+¢1at_1+¢1at12,...

(1—¢1B)'1at = Y(Bla, (3.3.3)

Da das charakteristische Polynom nur aus einem Faktor (1—a1B)=
=(1—¢1B) besteht, lautet die Stationarititsbedingung fiir den
Modellparameter I¢1]<1 (=1<¢,<1).

Die ACF erfilillt die Differenzengleichung erster Ordnung
I ¢1pk_1 k>0 (3.3.4)
mit der Anfangsbedingung po=1 wird sie zu

= oK N
P = k2o (3.3.5)
Die PACF ist

911 = P4
-2 2 2
P,=P ¢;-9
¢ = 2 1 = 1 1 = 0 (3.3.6)

22 2 2
1 Py 1 ¢1

Die Korrelation von Z, mit Ziio geht vollstédndig auf den

gemeinsamen Zusammenhang mit z und damit auf Py zurlck.

t+1

Als besondere Charakteristik ist hervorzuheben, daf
01 = ¢11 = ¢1 (3.3.7)

d.h. der Wert der ACF und PACF am lag 1 ist gleich dem AR-
Parameter. Die ACF verh4lt sich gedidmpft exponentiell, d.h.
die logarithmierte ACF verhdlt sich wie eine Gerade:

1njpk] = k ln]¢1[ (3.3.83

und die PACF hat einen "cut off" am lag 1.
Die Varianz des AR(1)-Prozesses erhalten wir, indem wir p=1
in Formel (3.2.43) einsetzen

0-2 0.2
2 . & = a (3.3.9)

Oz = 2
1-p494 1-¢,

Man beachte: Je gr&Ber ]¢1|, desto gr&Rer wird die Varianz
des Prozesses,



Beispiel 3.3.1.: AR(1)-Prozeb

Einen guten Einblick in das Verhalten eines AR(1)-Prozesses

erhdlt man durch einen Vergleich von positiven und negativen

Modellparametern
- | '
z, = O,82t_1+at z, ' = O,8zt_1+at
o " L
\wy | 7y
1 4 -1 -
0,8~
ACF \ _
& s I
123456 2 34 56

-0,8
—.1 -
Spektrumn log SP(L)
logSP(£)
1 1 ) 1
1~ — 1
4 2 2
82
Varianz 62 = —2 -2 1L 362
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Der pogitiVe Parameter zeigt das Verhalten eines geddmpften
exponentiellen Beitrages, der negatiVe Parameter bewirkt die
geddmpfte Sinusschwingung zur Periode 2. Der positive Parameter
bewirkt ein gleichméﬁigefes und gegldtteteres Bild der Zeit-
reihe und der ACF, wihrend der negative Parameter ein zer-
gliederteres und hektischeres Verhalten widerspiegelt. Trotz
kontrdren Verhaltens haben die Prozesse gz und z! die gleiche

t t
Variangz.

2. Der AR(2)-Prozef

Der autoregressive Prozef zweiter Ordnung wird manchmal
(oder wie alle AR-Prozesse) Yule.ProzeB genannt, da
G.U. Yule (1927) erstmals versuchte, den Zyklus der Sonnen-

flecken aus der Differenzengleichungsform einer Sinusfunktion
zU schétzen.

Die n-Form lautet
2y T ¢1zt—1+¢2zt—2+at (3.3.10)
bzw. °(Blz, = a, | | o (a.3.11)

mit dem AR(2)-Polynom

®(B) = 1—¢1B-¢2B (3.3.12)

Zur Bestimmung der RS-Form berechnen wir die Nullstellen der
charakteristischen Gleichung @(B)=0 '

1-¢,B-¢,B (1-a,B)(1-a,B)

- ~(= 2
1 (a1+a2)B ( alaz)B (3.3.13)
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wirp

9, = a +a, (3.3.14)

¢2 = maya, (3.3.15)
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Nach der Stationaritdtsbedingung lail<1 kdnnen wir nun die
Stationaritdtsbedingung fiir die Modellparameter ableiten.
Zundchst erhalten wir eine Abschdtzung flir ®, und ®,s indem
wir in (3.3.14) und (3.3.15) die Betrdge nehmen.

|-a1||a2| < 1 (3.3.186)

©
N
"

und

lal%azl §|a11+|a2l < 2 (3.3.17)

e
N
(1]

Fiir eine gemeinsame Abschdtzung beachten wir, daR wegen

|a21<1 sowohl 1—a2>o als auch 1+a2

die Ungleichung mit ia11<1 multipliziert.

>0 ist. Damit wird jeweils

al(l-az) < 1-a2

aj-ajayta, < 1 (3.3.18)
und .

damit ¢,+¢, < 1 (3.3.19)

und die zweite Ungleichung
-(1+a2) < a1(1+a2)

—a,mayTaga, < 1 (3.3.20)
und

damit ¢4=¢, < 1 (3.3.21)

Den zulidssigen Bereich fir die Parameter eines stationdren
AR(2)-Prozesses kann man graphisch als Dreieck im R? dar-
stellen (vgl. Stralkowski et al. (1970)).

Fig.3.3.1.: ACF und 4 ¢L PACF im Inneren des stationdren

AR(2)-Dreiecks
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Den "Bereich der komplexen Wurzeln erh

2 -
-¢2 ¢1s+1 = 0

e o s e s

o.2Yo. Zing
s o NyFhey 2

172 ~ -2¢2

Die negative Diskriminante

a2 ; ‘
91 *Hoy < 0 |
gibt den Bereich der Parameter an,

der LOsungen zustdndig sind.
2
. o4
%2 < T

Fig.3.3.2.: ACF und PACF an den Rinder
Dreiecks

dlt man durch

(3.3.22)

die fir Schwingungsverhalten

(3.3.23)

n des stationdren AR(2)-
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Beschreibung des stationdren AR(2)-Dreiecks

Im folgenden sei kurz das Verhalten von ACF und PACT

als Funktion der Parameter ¢4 und %, beschrieben.

Wegen

)

Q2
+
Q

$q = oy

¢, = "a40,

(3.3.24)

kommen fir ¢1>O die Bereiche 2 (beide Wurzeln positiv) und
der Bereich 1 (al positiv und betragsmdRig gréRer als a2)
in Frage. Entsprechend verkehrt ist das Verhalten flr ¢1<O
in den Bereichen 4 und 5. Der Bereich der komplexen Wurzeln
(in 3 und 6) ist flr positive ¢y mit o<e<%,

mit % <@<m verbunden. Nach der Definition des arccos gilt

fir negative ¢1

x = arccos x  bzw.[-1,1] -+ [0,7]

(3.3.25)
Die Periodenlidnge ist gegeben durch
' -2%¢ 40
1 . L]
T = 2ﬂ/arccos(¢1/2/:$;) (3.3.26)
—1f-¢2éo

Flir den Fall ¢2=-1 ist r:/-¢2=1 und die Periodenldnge ist
lediglich eine Funktion von ¢1.

T = 2n/arccos(¢1/2) (3.3.27)

In diesem Fall ist die Sinusschwingung nicht gedimpft.
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z, = 2Dcos(et+c) (3.3.28)

’¢2--1 entspricht der Basislinie des stationdren (¢1,¢ )=

Dreiecks fiir verschiedene Periodenlédngen.

Die Werte der Ordinate sind durch a=0 und ¢ =0 gekennzeichnet.
Wir erhalten hier den Spezialfall des AR(1)- Prozesses.

Die Abz1sse stellt dle Kombination ¢ =0 (o -O) dar, und

wegen cos (O)-— ist damit fiir alle ¢ <0 elne Perioden~
l&nge von 4 verbunden. Weiters gilt al- a2 und ¢ _ai_ag

Flir cos_ (1) O ergeben sich unendliche Periodenléngen. Es
muB also gelten

. o = 2/-9,
bzw. | (3.3.29)
2
6, = =0, 2/

Das ist genau die quadratische Begrenzungskurve flir den
komplexen Bereich (vgl. Fig. 3.3.1.).

Setzen wir (3,3.24) in (3.3.29)ein, so erhalten wir
a

2
1%y = (a1+a2) /b

(“1'“2)2= 0 bzw. a,z=a, (3.3.30)

Fir ¢,<0 ist cos (1)=m, Wir erhalten die Periodenlinge T=2.
1
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Der Bereich der komplexen L8sungen ist mit folgenden

Periodenlédngen verbunden

¢1 -1,5 -1,0 -0,5 0 0,5 1,0 1,5

%

-0,1
-0,2
=0,b
-0,5
~0,6
~0,8

-1,00

Fig.3.3.3: Periodenl&nge des AR(2)-Prozesses flir komplexe Wurzeln

Die Yule-Walker-Gleichungen

Fir den Fall p=2 lauten die Yule-Walker-Gleichungen (3.2.29)

P1 = O4+0,0,
(3.3.31)

Py = ®4P4+%,
bzw.

:_13 (3.3032)

e

P 2

Die Yule-Walker-Schdtzungen fiir ¢ erhalten wir indem wir in

(3.3.31) p durch r ersetzen und nach ¢ aufl&sen:

Q ) ri(l-rz)
1 - 2

1-r1 (3.3.33)

o>
u

Mit Hilfe dieser Beziehungen kann man aufgrund geschitzter
Autokorrelationen vorlidufige Parameter Ffiir o, und ¢2 angeben.,
(Box-Jenkins(1976)S.518, geben ein graphisches Diagramm fiir

diese Gleichungen.)
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Die Yule-Walker-Gleichungen (3.3.31) nach P40, aufgeldst
ergeben nichtlineare Funktionen der Parameter ¢

Py =
2 (3.3.34)

Pp = O + 773

Da die Autokbrrelationsmatrix~§ 3 positiv definit sein muB,
tritt nur ein bestimmter Bereich von (-1,1)x(=1,1) als zulissiger
Bereichvder Autokorrelationen (pl,pz) auf. Es gelten die
Beziehungen

eyt < 1 und 1p2r <1

2 1 ,
Py° > Flo,t1) (3.3.35)

Die letzte Ungleichung erhilt man, da die Determinante
von P, positiv sein muB

1Py Py
[Pol =]p, 1 o = 1+2 25 - 2-2 250
3 1 1 P1P27P27%01 (3.3.36)
P Py 1

Da (1—92) > 0, kénnen wir kilirzen

1-p,% > 2p,%(1-p,)
1+p2 > 2p12

0,7 < 3 (e, D) (3.3.37)
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Die Autokorrelationsfunktion

Aus der allgemeinen ACF (3.3.19) erhalten wir filir p=2

Py = ¢1pk+¢2pk_2 (3.3.38)

Flir k=1,2 erhalten wir einerseits die Yule-Walker-Gleichungen
(3.3.31), andererseits ist die ACF die L8sung einer
Differenzengleichung 2. Ordnung

) k K
Py = C1a1 + C2a2 a, # a, (3.3.39)

wobel die as die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind.
Die Ci sind Konstante, die sich aus den Anfangsbedingungen
ermitteln lassen, und ebenfalls als Funktionen von a; darstellbar
sind. Ziel ist es, die ACF lediglich als Funktion der a;

auszudricken.

Satz 3.3.1.:

Die ACT eines AR(2)-Prozesses als Funktion der Wurzeln a. ist ge-

geben durch 2 X 2
a,Ca,-1)a, +a,(1-a, D
I R | 1 7720 4 2 1702 (3.3.40)
(1+a1a2)(a2-a1) k>0

Px

Der Beweis fordert einige algebraische Umformungen und folgt
folgendem funktionellem Zusammenhang zwischen den Parametern

eines AR-Prozesses (wir verwenden dazu Vektornotation):

C.

i

. -1

il Anfangsbedingungen (C=A 9(p-1))
Pi
i Yule-Walker-Gleichungen (g<p)=§,@)
¢
¥ Wurzeln/Parametergleichung g'=(a1+a2,a1a2)
a
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Setzen wir in (3.3.39) k=z0,1, so erhalten wir die Anfangs-
bedingungen

C +C>

p =
° 1 (3.3.41)
Py = Cqa,+Coay
3 ’ ' - '_ *
bzw. mit Rr1y=(PysPq) und C =(€,4,C,) und der Matrlx
B ERE TR U e MRS
A = ( ) ooyt (3.3.42)
Py = AC (3:3.43)
Als Umkehrfunktion erhalten wir (wegen alfaz)
-1 1 [%2 '1)
£=4 L¢1y * 0,0y (-al 1/12¢1)
(3.3.44)

~Als ndchstes bestimmen wir aus den Yule-Walker;Gleichungen (3.3.32)

$'=(¢1565) " - als nichtlineare Funktionen der L
o =P 1 o (3.3.145)
=~ -1 B2 e

Von diesen nichtlinearen Funktionen bestimmen wir die Umkehp-
funktion, wobei wir nur die erste Komponente brauchen

9(2) = g(o) (3.3.46)

Speziell ist

Pl = 1= = 1+0..0Q ' : (3.3.“7)
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wenn man die nichtlinearen Wurzelparametergleichungen

o a,ta
1 = 172 , 7 (3.3.48)

o] -a1a2

berlicksichtigt. Durch Einsetzen des Ergebnisses (3.3.43) in
(3.3.40) erhalten wir schlieRlich die Konstanten (C1’C2) als
Funktion der Wurzeln a, alleine und damit (3.3.34).

Anmerkung: Flir komplexere Wurzeln lautet die ACF

(sign@l)kdksin(2nfok+F)
o) = (3.3.49)
sin T

mit den transformierten Konstanten (3.2.26) bis (3.2.30).

3.4, Moving Average-Prozesse

3.4.1. Der allgemeine MA(g)-Prozef

Der MA(q)-ProzeB ist als endlicher "Durchschnitt" veon zu-
fdlligen Stdrungen definiert. Slutzky (1927) zeigte, daB da-
mit ebenfalls zyklische Phdnomene beschrieben werden k&nnen
(daher der Name "Slutzky-Prozesse').

z, = at-eiat-l-"'-eqat-q (3.4.1)

mit dem MA-Operatorpolynom'9(B)=(1-9 B-...-Qqu).

1

a) Invertibilitdtsbedingungen

Umn den MA(q)-Prozef in der n-Form darzustellen, bendtigen wir
die Invertibilitdtsbedingung nach Def. 3.1.4 , d.h. die

Wurzeln von n(B) liegen innerhalb des Einheitskreises IBI<1.
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Um die invertierte Form
a, = 0" 1(p)2 (3.4.2)
t t :
herzuleiten, bestimmen wir die Wurzeln des Moving-Average-

Polynoms -

q
e(B) = n

(1-5%.B) : (3.4.3)
j=1

Fiir n(B) erhalten wir durch Partialbfuchzerlegung'(mit den
Konstanten Cj)

-1 q cj :
n(B) =6 “(B) = = i (3.4.4)
: j=1 (1 BjB)

Die Invertibilit&tsbedingung lautet somit

1B.1 < 1 j=1,...,5q

b) Stationarit&tsbedingungen

Da mit P(B):G(B) in (3.3.2) ein endliches Polynom vorliegt,
ist jeder MA(q)-Prozef stationdr, d.h.

?(S) = I ?.sj
. j=0 J

konvergiert fiir alle Isi<1.

c) Varianz

52

, = Yo = Elag-6,a _,-...-8

2. . 2 2.2
(1+6, +0, +...+eq )6 2 (3.4.5)



d) Autokovarianzfunktion ACovF

Wir setzen in Def. ?2.5.1 ein und erhalten

Tk E(z‘t:’z‘l:+k)
= E(at-elat_i-..—eqat_q)(at_k-elat_k_l-. -eqat—k—q
= Ea _ @- ... -eqat_q) -
- 048 oq@m - —eqat_q) -
- qat—k-q(at- cee —eqat_q) (3.4.6)

Man sieht a) fiur k>q ist
b) fir k<q ist Yk#O

g Fpok-1 %t-k-2 Ft-k-3 " Ztek-g
a, 1 -9, -8, -e, A
a -9 -9, 2 6.9 8.0 0.0
t-1 1 1 1%, 193 o+ 0 e e 1%
-8 6.0 0 2 6.0 6.6
-2 2 2°1 2 273 C o 2°a
a -9 6.9 0.0 6.2 6.6
t-3 3 391 392 3 SRR 3%
a -0 6o 60 g 2
t-q q q 1 q 2 q

Kiirzer schreibt man die ACF als

2 -
={‘ ek*919k+1*929k+2+°"+9q-k9q)6 . k=loe.a g9y

v
K 0 k>q
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Anmerkung: Die Yule-Walker-Gleichungen sind fiir den MA(q)-
~ ProzeB nicht linear und auBer dem Fall k=1 nicht
einfach l&sbar.

3.4.2. Der MA(1)=Prozel

Der MA(1)-Proze® wurde in einer Reihe von Beispielen zur
Illustration komplexerer Probleme verwendet (vgl. Belsplele

3.1.1., 3.1.2), sodaB wir im folgenden Abschnitt. die Ergebnisse
zusammenstellen.

Nach Def. 2.4.6. mit p=1 lautet der MA(1)-ProzeB

t T 2m0a

(1-918)a

N
]

-1 (3.4.8)

Die Invertibilititsbedingung lautet ]6 [<1 (vgl. Kapitel
3.1.5) und die Autokovarianzfunktion (vgl Beispiel 2.1.2)

- 2,.2

Yo F (1+61 )?a

Yl - "91 (3.“.9)
- >

Yk =0 k=2

Die ACF ist damit

2 -
61/(1+61 ) k=1
- (3.4.10)

pk'“

0 sonst

Fir p, gilt wegen |61]<1 folgende Ungleichung
[6,1
1° <1
o, | = (3.4.11)

1 1+8 2 2

1



Fiir k=1 in (3.4.10) erhalten wir eine quadratische Gleichung

in Py (p1¢0)‘und dem Parameter des MA(1)-Prozesses

o] + — + 1 =0 (3.4.12)
Nach dem Vieta'schen Wurzelsatz gilt flir die Wurzeln

Qi GE =1 \ (3.4.13)

Ist |91'l<1=$ |91"|>1, d.h. nur eine der Wurzeln erfillt

die Invertibilitédtsbedingung.

Beispiel 3.4.1.:

Die quadratische Gleichung (3.4.12) aufgel8st ergibt

-1t /1-10.2
. '." = 1 \/3—."_’4_91__ (3.4.14)
1° 2p4
Ist Py = -0,4, so ist 91'=2 und 91"=0,5. Nur 91" entspricht

der Invertibilitdtsbedingung.

Die PACT

Setzen wir (3.3.10) in die Def.3.2.2, ein, so erhalten wir

®41 % Pq
2 2
_ PPy 8y 2
Pyo = 5 = 5 (1-91 ) (3.4,15)
py-1 (1-91 )
Allgemein kann man zeigen, daB®
-8, 2 '
= (1-6,) (3.4.16)

o
Xk (1_912(k+1))



™

= 53 =

Man erkennt, da® I®kk1<|91!k, d.h. das Verhalten der PACF

wird durch ein ged&mpftes exponentielles Verhalten dominiert
Wir unterscheiden 2 Fdlle

°

(1) 91>O - 61 < 0 die PACF wechselt
_ Vorzeichen

(2) 92<O - 91 >0 die PACF ist negativ

Man beachte die Dualitdt des AR(1)-Prozesses und des MA(1)-
Prozesses bezliglich ihres Verhaltens der ACF und der PACF

ACF PACF
fx Prsc
MA(1) cut off geddmpft exp.
AR(1) geddmpft exp. ‘cut off

Wobei man unter "cut off" versteht, daB nur an der Stelle
k=1 ein Beitrag #0 vorliegt, fiir k20 sind die Werte Null.

3.4.3, Der MA(2)=-ProzeR

-Der MA(2)-ProzeR ist definiert durch

Zp T a7043, 47058, =

(1-913-9232)at (3.4.17)

e R

Er ist stationidr flir alle © ,92

1
Die Invertibilitdtsbedingungen flir die Parameter erhalten
wirvdurch Wurzeln von
(1-6,8-6,8%) = 0 | (3.4.18)
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Durch dieselben Umformungen wie filir den AR(2)-ProzefR
(vgl. (3.3.16) bis (3.3.21)) erhalten wir

16,1 <1, 18,1 <2
8.+6, < 1 :
2 1 (3.4.19)
92-61 < 1
Varianz: Yo 52a(1+912+622) (3.4.20)
ACT:
-9,.(1-8,.)
1 2
Py = 77 = ~94%948,
1+91 +62
_92
Py = T (3.4.21)
1+91 +e2
pk =0 k23

Unter Verwendung der Invertibilit&tsbedingungen (3.4.19) und
der ACF (3.4.21) liegen die Autokorrelationen eines MA(2)-

Prozesses im folgenden Bereich

[\

Po*Pq 2 70,55

p,~P4 2 0,5 (3.4.22)

2
Py S up2(1-2p2)

Die PACF fiir einen MA(2)-Prozef ist kompliziert .
abzuleiten. Sie wird dominiert von der Summe zweier geddmpfter
Exponentialanteile, falls die Wurzeln von (3.4.18) reell sind,
und von einer gedidmpften Sinusschwingung, falls die Wurzeln
komplex sind. Sie verhdlt sich so wie die ACF eines AR(2)-

Prozesses.
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An folgenden Abbildungen ist die Dualitidt des MA(2)- und

AR(2)-Prozesses zu erkennen (vgl. Stralkowski et al. (1970)).
Fig.3.4.1.% Invertibles

MA(2)~Dreiegk

Fig.3.4.2.: Zuldssige

ACF fiir den invertib-gl"
len MA(2)-Prozef

> \/ : g

S.HEU«Dualitét zwischen MA~ und AR-Prozessen

Fassen wir die Ergebnisse der letzten Kapitel zusammen, so

konzentrieren sich die Dualititseigenschaften auf vier Punkte:

(1) Ein stationdrer AR-ProzeB kann als endliche gewichtete

Summe vergangener Zy oder als unendliche gewichtete Summe
vergangener a, dargestellt werden. '

$(BYz, = a z, = q;'lca)a,c

Ein invertibler MA-ProzeR kann als endliche gewichtete

Summe vergangener a, oder als unendliche gewichtete Summe
vergangener z, dargestellt werden.

- 1 - . -
) FB)zt = a, z, = 9(B)at
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(2) Die ACF eines MA(q)-Prozesses ist Null fir lags k>q

oo L1 e
0 l

S’u ¢"V

(cut off"), die PACF erstreckt sich nach +~ und wird
durch geddmpfte Exponential- oder Sinusschwingungen

dominiert.

Py Pyx

l

Die 'ACF eines AR(p)-Prozesses erstreckt sich nach +» und wird
durch geddmpfte Exponential- und Sinunsschwingungen domi-

niert, wdhrend die PACF Null filir lags k>p ist.

AR(3) { [ | ] [ I

(3)

(4)

rs 1 '
! P

Ein AR(p)-ProzeB ist immer invertierbar;um stationdr
zu sein, miissen die Wurzeln von ¢(B)=0 auRerhalb des

Einheitskreises liegen (bzw. |a;|<1).

Ein MA(q)-ProzeR ist immer stationdr; um invertierbar zu
sein, miissen die Wurzeln von 8(B)=0 auferhalb des

Einheitskreises liegen (bzw. lﬁil<1).

Das Spektrum eines MA-Prozesses besitzt eine inverse

Beziehung zum Spektrum des korrespondierenden AR-Prozesses.
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3.5. Autoregressive Moving Average Prozesse

3.5.1. Der ARMA(p,q)-ProzefR

Nach Def.

2.7.

—...¢po)zt = (1-9

lautet der ARMA(p,q)-Prozef

B-¢

1 2

¢(B)zt = e(B)at

wobei ¢(B) das AR-Polynom vom Grad p und
6(B) das MA-Polynom vom Grad q ist,

a
q t-q

2_ - q
B=,.. qu )at

(3.5.1)

Ein gemischter ProzeB kann auf zwei Arten dargestellt werden:

(1) Als ein AR(p)-Prozef in z

mit einem MA(q)-Prozef in e

¢(B)zt

t

t

:et

t

e, = Q(B)at

(2) Als ein MA(q)-ProzeB in bt

t

z, = G(B)bt

mit einem AR(p)-ProzeR in bt

sodad

¢(B)bt

¢(B)zt

n"n

2t

8(B)$(BID, = 6(Ba,

(3.5.2)

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)

(3.5.6)
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Die zweifache Darstellung sei in folgender Abbildung

verdeutlicht

2y
PR

8(B) . ¢ 1(B)
J \
€t by
\ \

N v

t

Die Stationaritdtsbedingungen beziehen sich nur auf den
AR(p)-Anteil,und fir die Wurzeln der charakteristischen

Gleichung

P
¢(B) = T

(1-aiB) = 0 (3.5.7)
i=1

gilt iaii<1, i=1,..,p

Die Invertibilitdtsbedingungen beziehen sich nur auf den
MA(g)-Anteil, und flr die Wurzeln der Gleichung

q
8(B) = I (1-B;B) = O (3.5.8)
i=1

gilt |8j1<1, j=1,¢e.49

Autokovarianzfunktion

Multiplizieren wir (3.4.1) mit z und nehmen Erwartungswerte

t-k
so erhalten wir

Yo T 81¥k-at PO oY a0 81 Y za -1 T O za (k- 30549

wobel a (3.5.10)

Yza(k)

die Kreuzkovarianzfunktion der Zeitreihe z, mit dem St8rterm

a, ist.
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Es gilt

(o) = Eztat

Eat(¢1zt_1+...+at-elat_1)
= Ci' (3.5.11)

Da die Zp_y nur at-Glieder bis zum Zeitpunkt t-k enthalten,
gilt fir y

za(k)
#0 k<O
. - 2 -
¥, (k) = o5 k=0 (3.4.12)
0 k>0

Wir erhalten damit filir die ACovF
= N :
Y -¢1Yk+¢2Yk-2+"'+¢ka’p k2g+1 (3.5.13)
Die ACF lautet
- »
Px = ¢1pk_1+¢2pk_2+...+¢Ppk_p k2g+1 (3.5.14)
bzw. ¢(B)pk =0 k>q+1
wobei B auf k wirkt.

Die ersten g Autokorrelationen pl,pz,...,pq sind Funktionen

sowohl von § als auch von ¢.

P = £(8,4) 1£k<q

Fir das Verhalten der ACF sind zwei Félle zu unterscheiden

(1) p>q Die ACF besteht aus einer Mischung von gedidmpften

Exponential~ und geddmpften Sinusschwingungen.
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(2) p%q In diesem Falle gibt es g-p-1 Anfangswerte
PP 12+ 3P gup die nicht einem allgemeinen Schema

folgen.Flir j>q-p verhdlt sich die ACF wie im Fall (1).

Varianz

Fiir k=0 erhalten wir in (3.4.13)

- 2 _ e v
Yo © ¢1Y1+"'+¢PYP+° a 91Yza(-1)"""" equa(-q) (3.5.15)

Da die Varianz von YooYy abhdngt, muf sie fir jeden Prozef

zusammen mit p Gleichungen (3.5.9) geldst werden.

PACF:

Schreiben wir (3.5.1) in def Form

-1
a, =9 (B)q)(B)zt (3.5.16)

so wird das Polynom
x(B) = 6 1(B)¢(B) (3.5.17)

durch p Werte ¢p bestimmt, jedoch durch « viele Werte aufgrund
reziproker ej. Daher erstreckt sich die PACF ebenfalls nach +w.
Sie ist der PACF eines MA(q)-Prozesses dhnlich, die zusdtzlich
wegen ¢ (B) durch gedéd&mpfte Exponential- und Sinusschwingungen
iberlagert wird. Die Stdrke hdngt von der Anzahl und der GrdRe
der Parameter ¢P ab.

3.5.2. Der ARMA(1,1)-Prozed

Der wichtigste ARMA(p,q)-Prozef flir die Praxis (vgl. Prinzip
der Parsimonitdt) ist der ARMA(1,1)-Prozef. Nach (3.5.1) lautet
dieser

L

(1-¢1B)zt

(1-618)at (3.5.18)
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Aus der Stationarititsbedingung folgt

4] < 1 (3.5.19)

Aus der Invertibilit&tsbedingung folgt

lo < 1 (3.5.20)
Die ACovF
’ 2
Yo 04Yq*0 a-eqyzaﬁ-1>‘i
_ 2
k .
Yy T4 Yioq k22

Zundchst berechnen wir die Kreuzkovarianzfunktion Yza(-i)

Dazu multiplizieren wir (3.5.19) mit a und nehmen Erwartungs-

t-1
werte
E(Ztat-1-¢1zt-1at-1) = E(etat~1'61at-1at-1)
= 0 2
Yza(-l)—¢1yza(g) - -elda
2 2
Yza(-l) = ¢1°a.-610a-
= o2 (4,-6,) (3.5.22)
a %17%1 9.

Setzen wir (3.5.22) in die ACovF (3.5.21) ein, so erhalten wir
flir die Varianz

_ _ 2 2 _ _ 2

Yo ° ¢1(¢1Y0 910a )+°a“ 61(¢1 61)°a~

2 2 2 2 2 2
CXoT91 Yo T Og "948405 “040405 46,70,

2
1-24,06,+6
_ 171771 2
Yo = oy (3.5.23)

2
1=¢1
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und fiir die erste Autokovarianz

2

9 172¢484+64
949 a 1- 2
¢4

Y4q -6

2

1% a

2 2 2
9172047040, 04764604

2
1 ¢1
2 2
949709764 04464704
- 2 O a
1—¢1
(1-¢161)(¢1-61) 2
- 1= 2 9 a
1
Die ACF lautet somit
.- (1-¢40,)(¢,-64)
b 1se %20,
P = $4P1
_ _ k-1
Pic = ®1P-1 5 & Prg
Der zuldssige ACF-Bereich ist
Wegen p,=¢,p, und !¢1|<1‘
logl = foq]1pql
gl < leql
Py > p1(2p1+1) p1<O

o}

2

a

(3.5.26)

(3.5.27)

(3.5.28)
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Fig.3.5.1. Stationdrer und invertibler ARMA(1,1)-ProzeB

$ o)
4 1 . 5 1

b

-1 =1

Parameter-Bereich ACF-Bereich

Die Ungleichungen (3.5.28) geben an, welche Kombination von
p4 und Py fir einen zuldssigen ARMA(1,1)-Prozef mdglich sind.

Die PACF eines ARMA(1,1)-Prozesses besteht aus einem einzigen
Anfangswert ¢,,%p,. Danach verhdlt sie sich wie die PACF eines
MA(1)-Prozesses, d.h. wird durch einen geddmpften Exponential-

anteil dominiert; wir unterscheiden zwei Fille fiir 6., (obere

1
und untere Hdlfte) und zwei Fdlle fir 6,-¢, €oberes oder unteres

Dreieck):

(1)

8,>0 91°¢1<0 .Ia ¢11>0 $18ed.exp. k>1
el-¢1>0 Ib,II ¢11<0 ¢y 8ed.exp. k>1

(2)

91<O 84-¢4>0 IITIa ¢11<O ¢kkged.oszlll. k>1
64-94<0 IITb,IV $44>0 ¢y 8ed.oszill. k>1

Die r&mischen Ziffern bezeichnen die Quadranten in folgender
Abbildung f

Fig.3.5.2.:ACF b

und PACTF firf b
den ARMA(141)

-

]
o
Myﬂw” flhh‘ é‘l""

ProzeR I pS

e
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4. LINEARE NICHTSTATIONARE MODELLE

4,1, Allgemeines

4.1.1. Einflhrende Beispiele

Eine grundlegende Annahme flir stationdre Prozesse ist die
Zeitunabhingigkeit des Mittelwertes. ’

Viele empirische Zeitreihen verhalten sich so, als hdtten
sie keinen konstanten Mittelwert. Trotzdem zeigen sie eine

Form der Homogenit&t. Dazu betrachten wir zwel Beispiele:

Beispiel 4.1.1.:

My | Sy

Diese Zeitreihe zeigt eine Nichtstationaritdt im Mittelwert
an. Im jeweiligen Kdstchen, nur durch das Niveau unterschieden,
herrschen scheinbar dieselben Gesetze, die das Bild der Zeit-

reihe ausmachen.

Beispiel 4.1.2.:

~ ]

Diese Zeitreihe zeigt ebenfalls ein Bild der Homogenitit,
jedoch sind hier nicht nur die Niveaus, sondern auch die
Anstiege verschieden. Das wird durch die schiefe Lage der
Kdstchen angezeigt.
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Der L&sungsansatz flir die Box-Jenkins-Methode lautet:

Nichtstationaritédt im Mittelwert wird durch einmaliges
Differenzenbilden eliminiert.
Nichtstationaritdt in Mittelwert und Anstieg wird durch zwei-

maliges Differenzenbilden eliminiert.

4,1.2. Nichtstationaritdt als Grenzfall der Stationaritit

Es gibt eine Vielzahl von verschiedenen Arten der Nichtstationari-
tdt. Nichtstationaritdt in Mittelwert und Anstieg sind gerade
diejenigen, die sich als Spezialfall von ARMA-Prozessen ergeben:

Beispiel 4.1.3.: z, = 2zt_1+at

Diesen Prozef kénnen wir als AR(1)-ProzeB auffassen, der nicht
der Stationaritdtsbedingung |¢|< 1 genligt. Wir studieren das
Verhalten fiir ¢=2, indem wir eine Stichprobe vom Umfang n=1lo
aus a, -~ N(o0,1) wdhlen und den Startwert 20;0,7 vorgeben.

t o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o

.t 001 -101 002 _200 -002 -008 008 001 0'1 "0.9

Z, 0.7 1.5 1.9 4,0 6.0 11.8 22.8 u46.4 92.5 185.9 370.9

Graph von zt=22t_1+at
zy [
11 I I [ [
0123456789 1o t

Der ProzeR explodiert fir |[¢|> 1.
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Betrachten wir nun den Fall, daf die Wurzeln von $(B)=0
auf dem Einheitskreis liegen.

Der AR(1)-Prozef mit ¢=1 wird zum Differenzenoperator
(1-¢B) = 1-B = V (4.1.1)

Der dazugehSrige ProzeB ist der Random-walk-ProzeB

(vgl. Kapitel 2.3.2 ). Der Random-walk-ProzeB ist somit als
ein einfaches Modell von Nichtstationaritidt im Mittelwert
auszudricken.

Allgemein kann man nichtstationdre ARMA-Prozesse durch den
verallgemeinerten AR-Operator (ARI-Operator) nach
Def. 2.4.9. beschreiben '

o(ByvY =

~(B)

6 (B)(1-B)9 C(4.1.2)

wobei ¢(B) ein stationdrer AR-Operator der Ordnung p
ist und Vd den nichtstationdren Anteil in Form der
d-ten Differenz Vd ausdrilickt.

Nach Def.2.2.9. schreiben wir ARIMA(p,d,q)-Prozesse
kurz als

p(B)z_ = B(Ba, | (4.1.3)

wobei (B) ein nichtstationdrer Operator nach (4.1.2) und
8(B) ein MA-Operator der Ordnung q ist.

ARIMA(p,d,q) ist denmach eine Abklirzung fir Autoregressive
integrierte Moving—Average-Prozesse mit p autoregressiven

Gliedern, d Differenzen und q Moving Average Gliedern.
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Neben der Form (4.1.3) schreiben wir den ARIMA(p, sq)-Prozes
auch

¢(B)wt = e(B)at (Lk.1.4)
mit
. pd
wt =V Zy (4.1.5)

Weiters gilt die Beziehung

d d
v zy = v (zt+u) _ o (4.1.8)

weshalb fir d>0 keine Prozesse als Abweichungen vom Mittelwert
verwendet werden miissen.

Flr spezielle ARIMA-Prozesse definieren wir folgende
"parsimonische" Abklrzungsnotation:

Def, 4.1.1.: ARI- und IMA-Prozesse

a) ARIMA(0,d,q)-Prozesse bezelchnen wir kurz als IMA(p,q)-
Prozesse (integrierte Moving Average-Prozesse).

b) ARIMA(p,d,0)-Prozesse bezeichnen wir kiirzer als ARI(p,a)-
Prozesse (autoregressive Integrlerte Prozesse

Betrachten wir die Beziehung (4.1.5), so sehen wir,
daf die Analyse von ARIMA-Prozessen die Annahme unter-
stellt, daR die d-te Differenz eines nichtstationdren
Prozesses als Stationdrer, 1nvert1erbarer ARIMA-ProzeR
dargestellt werden kann.

Um einen differenzierten ProzeB in der urspringlichen
Form wieder darstellen zu kSnnen, wenden wir den ent-
sprechenden Summatlonsoperator an.

zt = S w ) ) ('4.1.7)

In dieser Form erkennt man, daf man nichtstationdre
ARIMA-Prozesse dadurch erhilt, daB man stationire ARMA~-
Prozesse d-mal summiert. Die Autoregressiven'"integrierten”
Moving-Average-Prozesse sollten daher eher den Ausdruck
"summiert" in ihrem Titel tragen.
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Anmerkung:

Box-Jenkins (1970, S.92 ) weisen darauf hin, daR man eine
Erweiterung der ARIMA-Prozesse dadurch erhdlt, da® man in
ihrer Summationsdarstellung (4.1.7) eine deterministische
Komponente in Form der sogenannten "Irendkonstanten" einfligt.
Man kann dadurch ein Polynom d-ten Grades in die Analyse

von ARIMA-Prozessen einfligen.

_ od
zy = S (wt+60) (4.1.8)
bzw.

Y(B)z, = 8_+6(Bla, (4.1.9)

Ist eofo, so erhdlt man

6
_ d - o)
E(wt) = E(V zt) = T:$;:TT:$_ (4.1.10)
p
Ist z.B. d=1, so erhdlt man durch 950, neben dem stochastischen

Trend einen deterministischen in Form eines linearen Trends.

Darstellungsformen der ARIMA-Prozesse

Neben den beiden von den ARMA-Prozessen bekannten Darstellungs-
formen, der RS-Form und der m-Form (invertierten Form) unter-
scheiden wir bei den ARIMA-Prozessen noch zwei zusdtzliche
Darstellungsformen: Die Differenzengleichungsform (D-Form)

und die Truncated Random Stock Form (TRS-Form). Fir IMA(p,q)-
Prozesse gibt es noch zusdtzlich die Darstellung in der
Differenzenoperatorform (V-Form). Zusdtzlich kann man beil
ARIMA(p,d,q)-Prozesse mit d>0 die m-Form als "normierte"

w-Form beschreiben.
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4.2.1. Die Differenzengleichungsform

Def. 4.2.1.. D-Form

Unter der D=Form des ARIMA-Prozesses

d ) :
$(B)V z, = G(B)at (4.2.1)

verstehen wir die Schreibweise

t,b(B)zt z G(B)at : ~ (4,2.2)

d.h.

Zt = wizt"1+...+wp+dzt"p"d-61at-1—'..-e at_q"‘at

qQ

(4.2.3)

Die D-Form ist die "Standardform" Ffiir ARIMA-Prozesse.

Anmerkung: Ist wx(B) die zum ARIMA-Prozef gehdrige Trans-

ferfunktion des ARMA(p,q)-Prozesses, so besteht zwischen
der Transferfunktion die Beziehung

¥ (B)

= dex(B)

bzw. flir den ARIMA-ProzefB

Zt =

sdq,*(B)at

4.2.2. Die Random Shock-Form

Analog zu den ARMA-Prozessen kdnnen wip Zy als Funktion der
vergangenen Stdrungen ansetzen.

Def. u.2.2.:

Die Random-Shock-Form (RS-Form) lautet

= at+¢1at_1+¢2at_2+...

-

T ov.a, .
j=zo J t-]

¥(Bda, | | , (4.2.4)
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Satz 4.2.1.: Man beachte, daR flr nichtstationdre Modelle

die Summe (4.2.4) nicht konvergiert.

Die ¢.-Koeffizienten erhdlt man durch Koeffizientenvergleich

der Polynome
e (BY¥(B) = 8(B) (4.2.5)
Beweis:

Wir mu;tiplizieren (4.2.4) mit Y(B)

Q(B)z, = H(B¥(B)a, (4.2.6)
Setzen Qir (4.2.2) eih, erhalten wir

B(B)at = P(B)?(B)at (4.2.7)

(4.2.5) in ausgeschriebener Form lautet

(14918-...-pp+dBp+d)(1+w15+w252+.;.):(1-9 B-8_ 52

- - q
1 2 ° s 0 qu )

(4.2.8)
Fir j>max(p+d-1,q) erflillen die Y-Koeffizienten die
Differenzengleichung, die durch den verallgemeinerten
Autoregressiven Operator Y(B) definiert ist

@BV =¢(B>(1-B)dwj = 0 (4.2.9)
wobel B auf den Index j wirkt. Flir genligend grofe j bestehen
die wj-Koeffizienten aus einer Mischung von Polynomen,

gedé&mpften exponentiellen und geddmpften Sinusschwingungen.

4,2.3, Die invertierte Form des Modells

Def. 4.2.3.: Die invertierte Form (w=Form)
eines ARIMA-Prozesses ist gegeben durch

a, = TT(B)zt (4.2.10)
mit
m(B) = (i-7w 2

B-T, B ~.,..) (4.2.11)

1 2
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bzw. Zp T MyZy g+TMoZy_ot...tay (4.2.12)

Z4 wird dadurch als unendliche Summe vergangener z
dargestellt.

t

plus einer zuf&dlligen Stdrung a,

Satz 4.2.1.:

w(B) konvergiert innerhalb des Einheitskreises und man
erhdlt die wj durch Koeffizientenvergleich von

¢(B) = (BT (B) (u;2.13)
Beweis:

Multiplizieren wir (4.2.10) mit 8(B), so erhalten wir

8(Bla, = 8(B)m(B)z, ' (4.2.14)
Darin Formel (4.2.2) eingesetzt, ergibt

%(B)zt = 0(BIT(B)z, (4.2.15)
und daraus die Behauptung (4.2.13).
Weiters existiert 6-1(8), da der zugehdrige ARMA—PrbzeB
invertierbar ist, und es gilt

n(B) = 0™ (B)HB) (4.2.16)

d.h. die erzeugende Funktion der w(s) konvergiert
innerhalb |[s]#1

Verhalten der n-Koeffizienten

(4.2.13) ausgeschrieben lautet

- Be g P+dy_ 1.9 B -8 BYYy(4em Ror R2_
(1-yB-... 3p+dB )=(1-8,B-... qu )(1-m,B=-7,B =, ..) (4.2.17)
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Fiir j>max(p+d,q) | (4.2.18)

erfiillen die m-Gewichte die Differenzengleichung des
MA-Operators
G(B)Trj =0 (4.2.19)

wobei B auf j wirkt.

Fir geniligend groRe j verhalten sich die m-Koeffizienten wie
die ACF eines AR-Prozesses, d.h. sie werden durch gedédmpfte
Exponentialanteile und/oder geddmpfte Sinusschwingungen
dominiert.

Satz 4.2.2.:

Flir d®1 ist die Summe der T-Koeffizienten eins.

Beweis:

Dazu schreiben wir (4#.2.13) in der Form
0(8)(1-3)¢ = 8(BIT(B) (4.2.20)

und setzen B=1, so erhalten wir

0 = 8(1)7(1) (4.2.21)
Nun ist
0(1) = (1-61-62-...-eq) =
q .
= II (1-B.)# O . (4.2.22)
. 1
j=1

da die Wurzeln von 8(B) auBerhalb des Einheitskreises liegen.

Daher gilt
T(1) = (1-T =T =...) = 0 (4.2.23)
bazw. o
I, o= 1 (4.2.24)
j=0 J

und damit folgt die Behauptung.
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«4.: Normierte D-Form

Wegén
als

wobel

ein gewogener Durchschnitt der vergangenen gz

Satz 4.2.2. schreiben wir die D-Form fiir d21 &uch

z = Tw,2Z +T L2 2+...,+a

t 17t-1 "2%¢- t
= zt_i('if)+at (4.2.25)
- ®
Zt_l('ﬂ') = z Ts2 (412526)

j=1 3 t-j

+ bis zum

Zeltpunkt t-1 ist. '

492.4.Die Truncated Random Shock Form (TRS-Form)

Die TRS-Form ist mit der RS-Form eines ARIMA-Modelles stark
verbunden und wird in spezieller Form fiir die Darstellung der
Prognosefunktion verwendet. Die TRS-Form ist eine endliche

Form der

Def. 4.2.

RS-Form flr den "truncation point" k +).

5.: TRS-Form

Unter

der TRS-Form eines ARIMA-Prozesses verstehen wir

die Schreibweise

wobei
Summe

Wird die
wichtete
wird in d
letzten t

t

= C (t=k)+ ¢ vy __.a. (4.2.27)
k jeke1 T3 .

24

Ck(t-k) die abgeschnittene (truncated) unendliche
der RS-Form ist.

Cplt=k) = Ty _.a, (4.2.28)

RS-Form eines ARIMA-Prozesses als unendliche ge-
Summe der vergangenen Stdrungen dargestellt, so
er TRS-Form z, als gewogene endliche Summe der
~k Stdrungen dargestellt, wobei die Stdrungen

vor dem variablen Startzeitpunkt k in der Funktion Ck(t—k)
zusammengefaft werden.

+) "Truncation point" k®nnte man am besten noch als
(von "abstutzen") bezeichnen.

"Stutzpunkt"
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Satz 4.2.3.: TRS-Form als L3sung der ARIMA Differenzengleichung

Die TRS-Form des ARIMA-Prozesses

?(B)zt = B(B)at 7 (4.2.29)

betrachtet die Zeitreihe z,_ als LOsung der stochastischen

. t
Differenzengleichung mit

z, = Ck(t—k)+Ik(t—k) (4.2.30)

wobei Ck(t-k) die allgemeine LOsung der homogenen

Differenzengleichung
P(B)C, (t-k) = 0 (4.2.31)

und Ik(t—k) eine partikuldre L&sung der inhomogenen
Differenzengleichung ist

P(B)Ik(t-k) = 8(B) (4.2.32)
(wobei B auf t wirkt und nicht auf k)..

Die partikuldre L&sung lautet

o s<k
Ik(s-k) = s s-k=1 (4.2.33)
I ¢__.a. = L y.a, _ s>k
3 =k+1 s=3 73 1=0 17t-1

Der Beweis findet sich in Kapitel U4.6.
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Zur Illustration betrachten wir folgende Abbildung

Die TRS-Form besagt, da® der Wert einer Zeitreihe in zwei
Anteile aufgespalten werden kann.

a) Die homogene L&sung Ck(t-k) ist jener Anteil, der zum

b)

Zeitpunkt k bereits fest vorgegeben ist. Sie enthdlt alle
Information der Beobachtungen der Zeitreihe vor dem
Zeitpunkt ko=k, der flr die Erkldrung des Wertes Zy
relevant ist. Sie gibt an, in welche Richtung sich der
Prozef entwickelt, falls der EinfluR der Stdrungen a
zum Zeitpunkt k "abgedreht" wiirde.

t

Die partikuldre L&sung Ik(t-k) gibt jenen Anteil an der
Beobachtung z, an, der zum Zeitpunkt k nicht vorhersehbar
ist. Sie faRt den EinfluB der Stdrungen ab dem Zeitpunkt k
zusammen.

Die homogene L&sung Ck(t-k) kann auch in der Form geschrieben

werden
ey o n (K)o (K) (k) (popyd=1,, GOgt-k (k) gt-k
Cplt=k) = b " +b " (t-k)4b 3Ty (£-K) T by O 6) R ISP
(4'2.31})
. _pyd~-1 . P _
= Gét.k) I A (t-k)+ I DiCE k
j:o J i=1

wobei G A. $¢d-1

(k) o1 :

bi z (4,2.35)

G 03
3-i+10g-1+1 139
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4.2.5. Die Differenzenoperatorform

Ziel der V-Form ist es, das MA-Polynom eines integrierten
Moving Average-Prozesses so umzuformen, daB durch Anwendung
des Summationsoperators die RS-Form (und damit auch die TRS-
Form) leicht erhdltlich wird.

Def. 4.2.6.: Die V-Form

Die V-Form eines IMA(p,q)-Prozesses lautet

d _ .d
v z, = v at+>\(V)at_1
= (V+A(V)B)at (4.2.36)
wobeil
- -1 '
A(T) = AO+A1V+...Aq_1Vq (4.2.37)

ein Operatorpolynom in V der Ordnung q-1 ist.

Die RS~Form erhdlt man durch Anwendung des Summations-

operators Sd

- d
z, = at+(AoS + oeee +A ) (4.2.38)

t g-1 -1

Die Koeffizienten A erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

von

v44A(V)B = 8(B) ' (4.2.39)
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4.2.6. Die Bestimmung der wj- und nj-Koeffizienten

In Kapitel 3.1.3. haben wir die Beziehung zwischen der RS-
und der n-Form eines allgemeinen ARMA(p,q)-Prozesses be-
schrieben. Im folgenden erweitern wir diese Beziehung auf
ARIMA(p,d,q)-Prozesse und bestimmen die Formeln zur Be-
rechnung der wj- und der nj-Kogffizienten. Diese Koeffi-
zienten sind fir die Darstellung der Prognosefunktion von
grofier Bedeutung (vgl. Kapitel 5.1.), die wj-Koeffizienten
werden weiters noch flir die Berechnung der Varianzfunktion
und flr das Updaten von Prognosen verwendet.

a) Die Berechnung der wj-Koeffizienten

Nach Satz 4.2.1. erhalten wir die y-Koeffizienten duréh‘
Koeffizientenvergleich von

(1-¢,B~ ... -3P,Bp')<1+w15+w232+...) = (1-0,B=...-0 BY) (4.2.40)

wobei p'=p+d ist. Ausfiihrlich angeschrieben lautet diese

Gleichung
1-Y15-Y282- ...4ﬂfp+dBp+d+
v,B-y.9,B° - ... -¢1Yp+dBp+d+1
szz-ylszz- .
cel = 1—61B—62B2-...—quq (4.2.41)
Koeffizientenvergleich der B3 ergibt )
B®: ¥y =1 = 8o = 1
51, by =Yg T -0, ' (4.2.42)
B LR PR FLE RS

nach aufsteigenden wj rekursiv ausgedrlickt

LS C RS
Yo TYg¥y tyy T 0

In

S 00

j FY¥1¥35-1* oo *Ypeda?5-p-ay jéq  (4.2.43)
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Fir k=Max(gq,p+d-1)

erflillen die wj die Differenzengleichung

b ST EACEERS PAC Y MRS P LE P jk
ZW e

Y (B = 0 j>k

Beispiel 4.2.1.: ARIMA(1,1,0)-ProzefR

Man bestimme die Koeffizienten fiir ¢1=O,8

2t

(1-0,8B) (1-B)z,

¢

(1-1,88-0,88%)z

Koeffizientenvergleich fiir die wj 8 11,8, %2=-o,8

(1—1,8B+o,832><1+w1B+w232+...) =1

(4.2.44)

(4.2.45)

entweder direkter Koeffizientenvergleich oder unter Anwendung

von Formel (4,2.44)

a) direkter Koeffizientenvergleich:
1 - 1,88 + 0,8B%+
+ v.B -1,89,B% + 0,89,B° 4
1 i} |

+ v8% - 1,89,8% + 0,8v,8%

+ w383 - 1,8¢38”+ o,8w335 +

-+

u
qu + heeee

(o}

B vz 1
1 (@]

B 1,84y, = O

B2 0,8-1,8¥,+¥, = O

8% 0,8y,-1,8¥.49, = O
X 1 2t V3

B

0,89,-1,8BY 49, = O

3 - -
B 0,85 p=158BY;_y+¥; = O

1
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by = 1
‘pl = 1,8 j=1
Wj = 19834':']_1"0’8‘1':]_2 1=2,3

b) nach Formel (4.2.u4) gilt

Dann ist

und

fir

oder die

k=Max(q,p+d-1) = Max(0,1) = 1

by, = 1

vg =4 -84 = 1,8

j>k=1 . p+d=2

¥3 7 Na¥3-1%25-2 :

%teingesetztergibt die Differenzengleichung in

verschiedener Form

wobei B auf j wirkt.

c) speziell:

‘pj = 1’8¢j_1-0’8¢j_2 J>k=1
(1-1,8B+O,882)¢j = 0

‘?(B)wj =0 j>k=1
lpo = 1 wl = 1,8 (fl = 1,8 Yz = _0,8

<
N
1

= 1,8.1,8"’(-0,8).1 = 3’24—0,8 = 2,4”‘

€
w
]

= 1,8-2,4"""'(-0,8)1,8 = 2,95
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b) Die Berechnung der wj-Koeffiziehten

Analog dem Satz 3.1.1. gilt flir die ARIMA-Prozesse die
Beziehung
P(B)m(B) = 1

jedoch existiert im Unterschied zu (3.1.9) das inverse
Polynom w-l(B) nicht. Die Berechnung der nj-Koeffizienten
erfolgt durch Koeffizientenvergleich

B-m.B%=...) = 1

2
(1+w1B+w2B +...)(1—1r1 )

Die Koeffizienten lauten

1[;1 = 1r1

Vo = ¥4y + Ty

Vg = ¥pTg * ¥gTy * T3

. g j21 (4.2.486)
Y. = Yo T j2 2.4
SR S

Umgekehrt erhdlt man daraus flr die wj—Koeffizienten

LER L]

Ty T ¥y T ¥y
LETNEL S T LA TR
L ] ’ j_1

T. =Y. = I ¢

._.TT. 'é
3 3 o4oq 314 j21 (4.2.47)
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4.3. Der ARIMA(1i,1,1)-Prozef

4.,3.1. D=Form

Der ARIMA(1,1,1)=ProzeB ist nach Def. 4.1.2. gegeben durch

(1-¢B)(1-B)zt = (1“61B)at

mit verallgemeinertem AR-Operator (vgl.Def.u4.1.1)
$(B) = (1-¢B)(1-B)

= (1+(1-¢)B+¢B?)

mit
Yo =1
W, = 1-9
¢, = ¢
$ = O k23

Die D-Form lautet damit

2 = (1402, _4-9z, ,+a;-fa

l‘*oSaZe RS“FOI’m

Die RS-Form erh&lt man durch Koeffizientenvergleich

<1=(1+¢)B+¢32)<1+w13+w252+...> = (1-8B)

~ Es ist )
B “(1+¢)+¢1 = =0
p2 ¢~w1(1+¢>+wé = 0
e Yo e4U. L (146)+Y. = O
k=2 k=1 k
bzw.
$(BI, = 0

Das entspricht Formel (4.2.9) mit j>max(1+1-1,1) =1.

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

(4.3.5)

(4.3.8)

(L"¢397)
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Wir 1ldsen nun die Differenzengleichung (4.3.7) mit Hilfe der
charakteristischen Gleichung

(1-¢B)(1-B) = (1-6,B)(1-6 B) = 0 (4.3.8)

2
mit 61 = 1/¢ und 62 = 1 (4.3.9)

Damit lautet die allgemeine L&sung

3

3 3

<
i

3 .
AO+A1¢ (4.3.10)

Die Konstanten werden durch die Anfangswerte bestimmt:

Yo = Agthy =1 (4.3.11)
1],:1 = AO+A1¢ =
= 1+¢-0 (4.3.12)

mit wl aus (4.3.6). Wir erhalten nun

6-¢

A'l =-i-"'_‘$ (.4-3.13)
_ 1-9
AO =156 (1.3.14)

Die RS-Form des ARIMA(1,1,1)-Prozesses lautet nun

3
(AO+A1¢ )at-j (uuBcis)

"
TR

In dieser Form erkennt man, daB wegen |¢]<1 fir j+« ¢j*o
geht. Das bedeutet, daR die Stdrungen eines (1,1,1)-Prozesses
ein annZhernd konstantes Gewicht A, bekommen, je grdRer j ist,

d.h. je li&nger man in die Vergangenheit zurlickschreitet.
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4,3.3. Die m-Form

Nach Satz ¥.2.1. erhalten wir die w-Koeffizienten durch
Koeffizientenvergleich von

9(B) = 8(B)T(B) . (4.3.16)
bzw.durch ‘
m(B) = 9(B)8”1(B)
(1-m. By B2 ) 2.2 2
durch Koeffizientenvergleich erhalten wir
B Ty = (1-6)+¢
B2 m, = (1-6(8-9) (4.3.18)

pJ 7. = 0372(1-8)(8-0) 332

Dazu kommen wir auch wegen (4.2.18) j>max(2,1)=2 und (4.2.19)

- ai-2
nJ =9 T, (4.3.19)
Die wm-Form lautet somit
- o ey (Oony = ai=2
z, = (1 6+¢)zt_1+(1 8)(6-¢) I 8 Zpgtay (4.3.20)

j=2

Nach Satz 4.2.2. ist die Summe der m-Koeffizienten eins:

© ]
(1—6)+¢+(1-6)(6-¢)j§26 =

"ne g
1]

(1-0)+¢+(8-9)

= 1 (4.3.21)
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Beispiel 4.3.1.:

Zur Illustration betrachten wir einen ARIMA(1,1,1)-ProzeR
mit den Koeffizienten ¢=-0,3 und 6=0,5

Die D=-Form lautet
(1+o,3B)(1—B)zt = (1-0,5B)at

(1—0,7B—o,3B2)zt = (1,05B)a,

bzw.
z +a,-o0,5a

+ = °’7zt—1+°’3zt-2 +

t-1

Die m-Gewichte und y-Gewichte lauten

j o 1 2 3 " 5 6 7
"j 1 0,2 o,k 0,2 0,1 0,05 0,025
wj 1 0,58 o,u454 o,u1 o,u41 o,h O,4
- (1= - - ]
;= (1 )+ = 0,2 wj = A0+A1¢
m, = (1-8)(8 ¢)=0,5.0,8=0,4 A 2178 _ 0,5
Ty o= o,STrj_1 j>2 o 1-¢ 1,3 ’
_ 6-¢ _ 0,8
T T S v B
by = 0,4+0,6(-0,3)7
Yo = 1

Aus der Grofkenordnung der m-Koeffizienten erkennt man, daB
der Grofteil (in diesem Beispiel 95%) der Information iber

vergangene a_ in den letzten Werten (in diesem Fall 5) der

t
Z zusammengefaft werden kann.
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4.3.4,. Die TRS-Form

Nach Def., 4.2.5 erhalten wir die TRS=-Form durch

z, = C (t=k)+ £ ¥ (4.3.22)

Wir schreiben die RS-Form (4.3.15) des ARIMA (1,1,1)-Prozesses

in Vorwirtssummation
t -3
Z24 = jE-m(A°+A1¢ )aj (4.3.23)

Die TRS~Form lautet somit

t )
z, = C (t-k)+ I (A _+A, 4" T)a. (4.3.24)
t k szka1 © 1 J
mit _ " J=
ey t=3
Qk(t k) = ji—w(A°+A1¢ )aj | (4.3.25)

wobei A, und A, die nach (4.3.13) bzw.(4.3.14) bestimmten
Konstanten sind. ' :

Ck(t-k) ist die L&sung der homogenen Differenzengleichung

(1-¢B)(1-B) = O (4.3.26)
und kann daher in der Form (vgl. 4.2.34) geschrieben werden:

(e - w(k) (k) t-k
CK(t k) = bo +b1 o) (4.3.27)

(k)

wobel die bi Konstante sind, die vom jeweiligen Zeitpunkt k

abhdngen

' K
bék)= A 3 a. (4.3.28)

cmj

[o 2
]
k .

1 1.2 ¢
J <o

aj ' (4.3.29)
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4.4, Der IMA(1,1)~-Prozel

In den folgenden beiden Kapiteln behandeln wir die wichtigsten
integrierten Moving Average-Prozesse: Den IMA(1,1) und
den IMA(2,2)-Prozef.

L.4.1. D=-Form

Naéh Def. 4.1.2, lautet der IMA(1,1)-ProzeR
(1-B)zt = (1-6B)at (4.4.1)

Der verallgemeinerte AR-Operator besteht nur aus dem Differen-
zenoperator
¥(B) = 1-B = V (4.4.2)

Die D-Form des Prozesses lautet

+a —ea (L}.I'l'.3)

2f T ZgoqTeTV 4

t

Aufgrund des zugehSrigen invertierbaren MA(1)-Prozesses
gilt die Invertibilit&tsbedingung

[e] < 1 (4.4.4)

14.492. V"FOI‘m

Nach Def, 4,2.6, setzen wir die Form

(1-8B) = 1-B+AOB =
Wir erhalten somit
A= A_ = 1-8 (4.4.6)

o)
Die V=Form lautet

Yz, = Va,+(1-8)a,_,. = Va +ia,_ (4.4.7)

t 1
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4.4,.3. Die RS=Form

Durch Anwendung von S auf beiden Seiten von (4.4%,7) erhalten
wir die RS-Form

1}
>
™
[+

e
o+
u

1}
T o I ]
<
[+}}

j t—j (4-408)

y, =1

o]

A= (1-9) 531 ’ (5.1.9)

Yy

4,4.,4, Die TRS~-Form

Spalten wir die Form (4.2.8) gemif Def. 4.2.5 auf, erhalten
wir als Truncated Random Shock-Form

t-1 .
z, = C (t-k)+Ax I a.+a (4.4.10)
Tk jeker T
In diesem Fall gilt
(k) _ _
bo = Ck(t k) (4.4.11)

und ist die allgemeine LOsung der homogenen Differenzengleichung
(1-B)C, (t-k) = O (4.4.12)
und (4.2.11) ist

k
(k) _ _
bo = XSak = A.Z a. (4.4.13)
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Flir dieses Modell ist die allgemeine L&sung einfach eine
Konstante

(k)

v _ - w(k),o _
Ck(t k) = bo Tt o= bo (b.u,14)

oder anders ausgedriickt: Ein Polynom mit dem Grad O.
bék) stellt das laufende "Niveau" des Prozesses dar und
hdngt von der speziellen Wahl des Ursprungs (Ausgangs-

zeitpunktes) k =k ab. Wird der Ursprung von k =k zu

ko=k—1, so dndert sich die allgemeine L&sung bo gemds

(k) _ . (k-1)
bo = bO +>\ak (4.4.15)

Das neue Niveau setzt sich aus der alten plus einer

Gewichtung des letzten Fehlers zusammen.

4.,4,5, Die invertierte Form

Nun driicken wir das Modell als Funktion der vergangenen z, aus:

t
a, = 1T(B)zt (4.4%,186)
und formen 7w(B) um

_ 1-B

n(B) = 158
(1-6B)-(1-8)B
-8
= 1-(1-8)B( I (8B)J)
j=0
= 1-(1-8)(B+6B2+0°B3+...) (4.4.17)

Damit sind die ﬂj bestimmt

(1-9)0371

=
[

A(1-x)371 321,2,3,... (4.4.18)
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C

= 89 -

Die normierte w-Form lautet

2, = z,_,(mM)+a (4.4.19)

t t t

mit

Z

eeg(M = Az (1-03715 (4.4.20)

j=1 £

wobeli sich die “j wieder auf 1 summieren.
Andererseits gilt aus dem Vergleich von (4.4.19) mit der
RS-Form (4.4.8) die Beziehung

z2..1(T) = ASa__, (4.4.21)

und damit folgt flr die allgemeine L&sung der TRS-Form

b K

o = 2 m | (4.4.22)

4.4.6. Exponentielles Gl&dtten als IMA(1,1)-ProzeR

Der ARIMA(0,1,1)-Prozef ist &quivalent mit exponentiellem
Gldtten, wobel die Gewichte der vergangenen Beobachtungen
lauten

A A(1-1) A(1-0%  a-nd L.

Diese fallen exponentiell, d.h. mit einer geometrischen
Progression ab. (A= 1-6)

Durch Umformung von (4.4.20) erhalten wir die bekannte
Rekursionsformel flir das exponentielle Glitten

zt(ﬂ) = Azt+(1-k)z¢_1

(m) (4.4.23)

Dieser Ausdruck zeigt, daB man das neue Niveau des Prozesses
(zum Zeitpunkt t) durch einen gewogenen Durchschnitt des
letzten Niveaus und der neuen Beobachtung erhilt. )

Da dieser ProzeR nicht stationdr ist, besitzt er keinen Mittel-
wert (befindet sich nicht im "Gleichgewicht"). Als Ersatz fir
den Mittelwert ist das jeweilige "Niveau" des Prozesses anzu-
sehen. Dieses Niveau ist Startpunkt eines "random-walk'-
Prozesses, dessen Zuwichse a, zwar im Mittel null sind, jedoch

sonst im Verhalten nicht vorhersehbar ist.



Das "Updaten" des Niveaus kann auch durch folgende

Beziehung gesehen werden

Etm =z _q(m)+ra

t t

Das neue Niveau des Prozesses setzt sich aus dem alten

plus einem gewissen Anteil der neuen Stdrung a

Beispiel 4.4.1.: IMA(1,1)-Prozeh

Berechnung der wx-Gewichte filir
A = o.4 (6=0.6)

3 o} 1 2 3 y
“j 1 o,4 0,24 o,144 o,0864
o.4 |- 7T
"3
0.2

o

4L.,u,7. Spezialfdlle des IMA(1,1)-Prozesses

Der Invertibilit&tsbereich fiir A lautet

0 < A < 2

Dazu betrachten wir folgende drei Spezialfdlle

a) Fall A=1 (6=0)

Die m-Koeffizienten sind

n1 =1

. =0 1>1
ﬂ] 3

t

zusammen.

(4.4.24)

(4.4.25)
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b) Fall A+>0 (e>1)

Die nj—Gewichte fallen immer langsamer ab und der ProzeB

erstreckt sich immer weiter in die Vergangenheit,

Beispiel 4.4.2.: IMA(1,1)-ProzeR mit A=0,1 (6=0,9)

j|1 2 3 m 5

“j l 0.1 0.09 0.081 0.0729 0.06561

c) Fall A=0 (8=1).

In diesem Fall wird der ProzeB zu

(1-B)zt = (1-B)at (4.4,.26)
bzw.

Zy = a+u ' (4.4,.27)

wobei i der Mittelwert aller vergangenen Werte ist.

4.5. Der IMA(2,2)-Prozef

4.5.1. Die Differenzengleichungsform

Nach Def. 4.1.2 lautet der IMA(2,2)~Prozel

2 - _ - 2
v zZp = (1 61B 628 )at : (4.5.1)
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bzw. ausgeschrieben

z, = 2z -z +a,-o

t £-1"24-2%3478934 17058,

(4.5,

Dieser ProzeR ist flir die Darstellung von stochastischen

Trends sehr gut geeignet.

Der zugehdrige MA(2)-ProzeR erfiillt die Invertibilitdts-

bedingungen
-1 < 62 < 1
8,04 < 1
8,704 < 1
4.5.2. Die V-Form
Nach Def. 4.2.6 setzen wir das MA(2)—P?1ynom an als

_ 2
(1-9.,B 62B) = (AO+A1V)B+V

1

und erhalten durch Koeffizientenvergleich

1]
Y

1
<D

Ao 1

Ap = 148,

die umgekehrte Beziehung lautet

<
u

2—XO-A1

8 =X1—1

Damit lautet die V-Form

2 _ 2
v Zt = (AO+A1V)at_1+V at

(4.5,

(4.5

(4.5

(4.5.

(4.5

2)

3)

4)

.5)

6)

.7)
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Die Invertibilitdtsbedingungen fiir die A; lauten

Ao > 0
0 < Al < 2 (4.5.8)
211+Ao < U
da
92+e1 = 1-AO < 1
-1 < Al-l < 1 (4.5.9)
62-91 = 211-3+AO < 1
gilt.

Im R? erhalten wir fiir Ao und Al folgenden zuldssigen Bereich

Aq

[ reell

komplex
el , \ 1]

Spezialfdlle

Setzen wir in (4.5.7) A°=O und kirzen durch V, so erhalten wir

Tz, = Aja,_ +Va, (4.5.10)

Dies ist jedoch genau die V-Form (u4.4.7) des IMA(1,1)-Prozesses
mit A=), .Flr die D-Form gibt es eine derartige einfache Beziehung

zwischen diesen beiden Prozessen nicht.
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4.5.3., Die RS~Form

Durch zweimaliges Summieren in der V-Form (4.5.7) erhalten

wir
_ 2
z, = Alsat_1+kos a

+
+ a

t-1""t

Wegen (1.2.30) kénnen wir dies auch schreiben

[++]
2g T AL 3po1-3%0

wJ
weMg o

<
H

. -}
Ao+jA1 J=21

y.5.4, Truncated Random Shock-Form

Nach Def. 4.2.5 lautet

t-1 t-1 i
z, = (t-k)+A L as+A z I a.+a
t e °j=k+1 J izk+1j=k+1 3 t

Ck(t-k) ist die L&sung der homogenen Gleichung

(1-B)%C, (t-k) = O

mit

b(k)+ (k)

Ck(t—k) ° b1 (t-%)

(4.5.11)

(4.5.12)

(4.5.13)

(4.5.1y)

(4.5.15)

2
((Xo-kl)Sak+X18 ak)+(klsak)(t-k) (4.5.186)

Ck(t-k) ist ein Polynom vom Grad 1 in (t-k), d.h. der ProzeB

verhdlt sich etwa wie eine lineare Funktion, wobei die Ko-

(k)

effizienten bi

vom jeweiligen truncation point k abhé&ngen.
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Verdnderung des Truncation Punktes

Betrachtet man die Differenzen bik)—bik-l), so erhdlt man
(k) _ . (k~-1) ,(k=-1)
bo = b, +b1 +A 8 (4.5.17)
(k) _ ., (k=1)
b1 = b1 +A1ak (4.5.18)

Der "Anstieg" des Prozesses bik)

setzt sich aus dem alten
Anstieg plus einer AleGewichtung der neuen Stdrung zusammen.
bék) entspricht dem absoluten Glied und die neue St8rung wird
mit Ao gewichtet. Durch die Akkumulierung von Stdrgliedern
seit dem Zeitpunkt k ersieht man in (4.5.14), dag dadurch

grofere Abweichungen von der-Gerade (%.5.16) vorkommen.

4.,5.5. Die invertierte Form

Die normierte T-Form

[--]

z, = Y m.z. .+a
j=1 17t-3] t
= zt_l(Tf)+at (4.5.19)

erhalten wir durch Koeffizientenvergleich der Polynome

(1-2B+B2) = (1-0,B-8,8%) (1-7_B-7,B2-.,.) (4.5.20)
niqz 2-91
T, = 8,(2-8,)-(1+6,) (4.5.21)
(1-613-6252)wj =0 j33

-In A ausgedrickt, sind die Anfangswerte

T 1

- 2
2 Ao+2A1 (AO+A1) (4.5.22)

Ao+k

(i
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Verhalten der w-Koeffizienten

Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

2
1-61B 82B = 0
a) reell, so sind die nw-Gewichte eine Kombination

Exponentialfolgen

von zwel

b) komplex, so verhalten sich die m-Gewichte wie eine

geddmpfte Sinusschwingung

Lineare Differenzengleichung und ARIMA-Prozesse

4.6.1. Die allgemeine LOsung

Gegeben sei die lineare Differenzengleichung (mit
Koeffizienten)
zt—\oizt_l-\pzzt_z—...—ppzt_pzat-e1 t_l-—...—eqat

bzw. in Operatorform

«p(B)zt = e(B)at

-q

konstanten
(4.6.1)
(4.6.2)

wobei das Operatorpolynom p(B) die Ordnung p'=p+d hat.

Flir die Losungsfolgen gilt folgender

Satz 4.6.1.

Die allgemeine L&sung der Differenzengleichung

Anfangswerten zum Zeitpunkt k>t lautet:

Zt = Ck(t-k)+Ik(t-k)
Ck(t4k) ist die L8sung der homogenen Gleichung

(complementary function)

(4.6.1) mit

(4.6.3)
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und Ik(t—k) ist eine spezielle (partikulidre) L&sung

der inhomogenen Differenzengleichung

_d=-1 ) -
G (t-k) = CI 7 5 A, (e-k)J4gp, T (4.6.4)
o] j] ill
‘ t
I, (t-k) = 3 y__.a. (4.6.5)
k j=k+1 °° 3 ]
Beweis der allgemeinen L&sung (4.6.3)

Die partikuldre L8sung - - z% der Differenzengleichung
(4.6.2) erfiillt

0Bz, 1 = 6(B)a (4.6.6)

t “t
Bilden wir die Differenzen von (4.6.2) und (4.6.6)
I .

v(B)(z -2, ") = 0 (4.6.7)

und setzen
c_, _, 1

Zy T 272y
so erhalten wir

, Cc _ ,

\p(B)z,C =0 (4.6.8)

Die. gesuchte - L&sungsfolge setzt sich zusammen aus
I ' '
Zy T 2y tzZy (4.6.9)

Denn setzen wir (4.6.9) in (4.6.2) ein, so erhalten wir

I

C
\p(B)(zt +Zy

) = 8(B) (4.6.10)
v 3z Cro®rz T = o(B) (4.6.11)

und da (4.6.7) und (4.6.8) vorausgesetzt waren, ist (4.6.9)
die allgemeine L&sung, die sich‘aus der allgemeinen L8sung
der homogenen Gleichung zusammensetzt

C

z, = Ck(t—k) (4.6.12)
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und einer speziellen L8sung der inhomogenen Gleichung

I - -
z,” = Ik(t k) (4.6.13)
Die Bezeichnungen Ck(t-k) und Ik(t-k) sollen darauf
hindeuten, daf die L&sungen vom jeweils gewdhlten Zeitpunkt k
(truncation point) und den damit verbundenen verschiedenen

Anfangsbedingungen abhédngen.

4,6.2. Die L&sung der homogenen Gleichung

Flir die LOsung der homogenen Gleichung Ck(t—k)
C
\p(B)zt =0 (4.6.14)
spielt der verallgemeinerte AR-Operator eine grofe Rolle

0(B) = ¢(B)(1-B)¢ (4.6.15)

Zur L&sung der Differenzengleichung bendtigen wir die

Nullstellen der charakteristischen Gleichung
v(B) = (1-ClB) . oo (1-C§B) =0 (4.6.186)

Je nach Art der Wurzeln unterscheiden wir zwel Fdlle der

Ldésungen:

Fall 1: Die Wurzeln Cl"'cp' sind alle verschieden,

d.h, ¢(B) kann h8chstens die Form
wv(B) = ¢(B)(1-B) (4.6.17)

annehmen, und alle Wurzeln von ¢(B) sind verschieden.
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Satz 4.6.2.

Dieballgemeine homogene L8sung zu (4.6.14%) zum Startwert

to=k und den daraus bestimmbaren Konstanten Ai lautet

€ za,ct A ctk, 4 ctTk (4.6.18)

Z 1°1 2°2 P'p

wobei die C;l die Wurzeln der charakteristischen

Gleichung v (B)=0 sind.

Beweis :

Wir setzen (4.6.18) in (4.6.14) ein

!
t-k

0 (B)( £ A;CEF) = I o(ma.ctR - (4.6.19)
i¢y = iy T G

p'
z
i=1 i=1

und betrachten ein einzelnes Glied von (4.6.19), und
da B auf t wirkt

gPct - gt~P (4.6.20)
gilt
t-k_,._ _ p' t-k
P(B)A;C; "=(1-p B ceemP 1 BT DASCH
A ct"k=p' P'_ ~P'-1_ _ :
-Aici (Ci w1Ci e o o bp') (4-6-21)

(4.6.19) ist dann null, wenn jeder einzelne Summand
(4.6.21) null ist. Das ist aber der Fall, wenn

P' o cP'-1 -
Ci plci .-.-@P' - O (u-6022)

Das ist aber gerade die charakteristische Gleichung in Ci’
d.h. wenn Ci eine Wurzel ist, dann ist (4.6.19) erfullt.
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Beispiel 4.6.1.

a)

Wir zeigen am Beispiel des AR(2)-Prozesses einen
konstruktiven Weg, den L&sungsansatz (4.6.18) zu erhalten.

Die homogene Ldsung des AR(2)-Prozesses lautet
(1-¢,B-6.82)z. = O (4.6.23)
1 2 t e
In die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
faktorisiert

(1—018)(1-023)2t =0 (4.6.24)

Wir 1&sen die Differenzengleichung 2. Ordnung durch

zweimalige Reduktion auf Differenzengleichung 1. Ordnung:

reduzierte LO&sung 1. Ordnung

Setzen wir voribergehend
yt = (1-C2B)zt (4.6.25)
und setzen in (4.6.24) ein, so erhalten wir

(1—ClB)yt = 0 \(u.e.zs)
bzw.

Ve Clyt_1 (4.6.27)

Wir haben die Differenzengleichung 2. Ordnung auf eine
der 1. Ordnung zurilickgeflhrt.und 1l&sen diese

- _ 2 _ - k _
Vg = Cq¥puq T Cq Vpop Zeee® OV F

t-k
1 Yk

wobei Vi der Startwert der L8sungsfolge ist, d.h. einer

= C (4.6.28)

Konstanten nach Formel (4.6.18) entspricht.

D1 * Yy (4.6.29)
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b) L&sung 2. Ordnung

Nun betrachten wir wieder die Vereinfachungs-
transformation (4.6.25) und setzen in diese die L3sung
(4.6.28) fliir Ve ein

D

-k
Cq

Durch einen rekursiven L&sungsansatz l8sen wir (4.6.30)

Zy = CoZi 4*Yy

_ t-k=1 t-k
z CZ(CZZt-2+D1C1 )+D1C1
_ t-k t-k t-k-1 t-k~1 ‘
C2 zk+D1(C1 +CZC1 +...+C2 Cl)
D,C
. otk 171 . t-k_.t-k |
= C1 zk+C1_C2(C1 C2 ) (4.6.31)

zZy ist wieder ein gegebener Startwert der Differenzengleichung
und die Konstanten A1 und A2 setzen sich aus der Konstanten
D, zusammen '

1
ci
A, = D, == (4.6.32)
2 1C1 C2
Aq =z -A, | (L.6.33)

Diese Prozedur kann fiir die Ordnung p' analog durchgefiihrt

werden und man erhilt schlieBlich den L&sungsansatz (4.6.18)

Fall 2¢{ Gleiche Wurzeln

Sei  w(B) = ¢(B)(1-B)¢ (4.6.34)

SO bestimmt der Differenzenoperator jene Faktoren (1-COB)d,
die d gleiche L®sungen B = Cgl erzeugen (neben anderen
gleichen Wurzeln, die in ¢(B) noch vorkommen k&nnen).
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Betrachten wir wieder den Fall eines AR(2)-Prozesses
mit zwel gleichen Wurzeln, dann k®nnen wir Co in (4.6.31)

einsetzen und erhalten

z, = cg kzk+D1C§ Ket-x) (4.6.35)
bzw.

z. = (A_+A, (t=k))ctk | (4.6.36)

t o 1 o) e

Allgemein kann man nun zeigen, daB wenn d gleiche Wurzeln
Cq auftreten, die LSsung lautet:

d-1

zZ, = AO+A1(t-k)+...+A (t-k) c (4.6.37)

t-k
t o]

d-1
Dies ist ein Polynom vom Grad d-1 in (t-k).

Werden die gleichen Wurzeln nur durch den Differenzen-
operator bestimmt, so ist Co=1, und die Ldsung lautet

1

z, = AHA (=KD .. 4A L (2=10 T (4.6.38)

t d-1

Fall 3: Komplexe Wurzeln

Flir die L&sungsdarstellung bei komplexen Wurzeln disku-
tieren wir o.B.d.A. den AR(2)-ProzeR.

Komplexe Wurzeln eines AR(2)-Prozesses treten dann auf,

wenn die Wurzeln der charakteristischen Gleichung+)

2 - e -
(1-¢1B $,B ) = (1 ClB)(i CZB) (4.6.39)
eine negative Diskriminante

41

144 &

aufweisen. In diesem Fall sind die Wurzeln konjugiert

komplex.

+) Die in der Theorie der Differenzengleichung Ubliche Form
ist der "positive" Ansatz
e R e

Daher unterscheiden sich die Formeln filir die L&sungen in den
Vorzeichen.
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C1 = u + iv
_ (4.6.41)
C, = u~- 1iv
2
wobei i=zv/-1 die imagindre Einheit ist und
e
u =5 (4.6.42)
v = E’ _¢2-u¢1 (!4.6;”-3)

Die konjugiert komplexen Wurzeln werden einfacher in

Polarkoordlnaten geschrieben

1c2 = v eilm = r(cosw+isina) (4.6.44)
mit
r = (ul+v? (4.6.45)
= 4
tgw = v _ | (4.6.46)

Das Verhdltnis von Realteil und Imagindrteil der
konjugiert komplexen Wurzeln bestimmt der Winkel y und
damit die Periodenlidnge der L3sung.

Wegen (L4.6.45) kann man r als Funktion der Parameter
ausdpricken

=g g e, = e, (4.6.47)

Zur Darstellung des Winkels als Funktion der Parameter ist
die Formel iliber cosw die einfachste

u .
COSW = = = ——a Ofuwsr $,<0 (4.6.48)
r 2‘/:-5; 2
Die Wurzeln C1 und C2 sind als konjugiert komplexe
Wurzeln verschieden und bilden daher zwei linear unab-

hdngige Fundamentalldsungen. Die homogene L8sung lautet

Yg = Alrt(COSw+isinw)t+A2rt(cosw-isinw)t (4.6.49)
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Nach dem Satz von De Moivre ist

. . + ..
(cosuw*lisinw)~ = coswttisinat

(4.6.50)

Die Formel (4.6.49) kann man durch folgenden Satz flir

konjugiert komplexe Variable auf reelle Form verein-

fachen:

Satz 4.6.3.:

Gegeben seien die konjugiert komplexen Variablen

dann gilt

a)
b)
c)

d)

Beweis:

a)

c)

so ist

z = a

y =c¢

Zy+2zy
zy-2y
Zy+yZ

zy-yz

ZY+Zy

Zy+yz

Ist

Zy+2y

zZy=2zy

+

+

YA &
16

Produkte konjugierter komplexer Zahlen

= a - ib

N

ib

id = ¢ - id

R

2(ac-bd) = 2r1r2cos(a-8)

2i(ad+be) = 2ir1rzsin(a+3)
2(ac+bd) = 2r1r2cos(a+8)

2i(bc-ad) = 2ir1r2(a-8)

(a+ib)(c+id)+(a-ib) (ec-id)
ac-bd+i(bec+ad)+ac-bd-i(ad+be)
2(ac-bd)
ac+bd+i(be-ad)+ac+bd-i(bec-ad)

2(ac+bd)

T“l%4 und y=rée-lm2

2r1r2(COSm1COSm2-Slnwislnw2)
2r1r2cos(a-8)

2r1r2151n(u+5)

(4.6.51)

(4.6.52)

(4.6.53)

(4.6.54)

(4.6.55)

(4.6.56)
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Setzen wir die konstanten Ai in (4 .6 49) als konjugiert
komplex an | '

A

L = G(cosF+isinF) = y (4.6.57)

A, = G(cosF-isinF) = § ‘
und kombinieren diese nach (4.6.51)

zZ = Pt(COSwt+isinmt) (4.6.58)
s0 ist ’

ZY+2y = 2Gr‘ cos(wt-F) (4.6.59)
Den Winkel w k&nnen wir in der Form

w = 2%f = -,%—"- (4.6.60)

schreiben und erhalten so die Periodenlinge T der
geddmpften Sinusschwingung mit dem Ddmpfungsfaktor rt,
Umgekehrt erhalten wir die Konstanten 2G und F aus (4.§. 57)
analog (4.6.46) durch

Aq=Ag |
tgf = A_+A (4.6.61)
n -2
da Aj+A, = 2GcosF
. (4.6.62)
A1~A2 = 2GisinF
gilt und wegen |z|=zz erh#ilt man analog zu (4.6.45)
¢ = /AR . . (4.6.63)
Dle allgemeine homogene L&sung
Fassen wir die . vorhergehenden Félle zusammen, so
erhalten wir fiir die allgemeine homogene L&sung .
d-1 P
Cp(t-x) = ¢tk g As(t- s T p,ci™k  (4.5.64)
: j=o i=1

Wie man aus (4.6. 64 erkennt, setzt sich die allgemeine
homogene L&sung aus einer Mischung von gedimpften exponentiellen
Gliedern ct~k (fir alle Ci) und geddmpften Sinusschwingungen

der Form d ksin(wakt+F) (fir jedes Paar konjugiert komplexer
L8sungen) und Polynomanteilen der Form (t k)j der Ordnung d-1
(fir d gleiche Wurzeln) zusammen.
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4,6.3. Die partikuldre LSsung I (s-k)

Satz 4.6.4.: '
Die partikuldre LOsung I, (s-k) erfillt die Gleichung

D(B)Ik(t“k) = S(B)at fir t-k>q (4.6.65)

und ist gegeben durch

- = : £
Ik(s k) =0 i stk
Ik(1) = ak+1 - s=k+1
Ik(2) = szk+2

es2tV13141 (4.6.66)

Le(tmk)za +boa, o +9,a, o+t o 43, 4 s=t>k

wobeil die P, die Koeffizienten der RS-Form des Modells sind.

Wir schreiben (4.6.60) kiirzer

o t=k
I (t_k) = t (4.6.57)
k L Yy_.a. t>k
j=k+1 33

Beweis:

Setzen wir (4.6.67) flir t>k+q in (4.6.65) ein, so erhalten
wir

Y(B) j=£+1wt-jaj z e(B‘)at (4.6.68)
Die linke Seite davon ist
( 1Y, B-1p B2 P’ ;
-.-)01 -’)02 -.,.-YP,B )j=lz<+1wt-jaj
t t t
= j=i+1wt_jaj7y&j=i+2wt_jaj_1-...7%,j:kfp'+1wt_jaj_P, (4.6.69)

Diese Summe ist ein Teil (bis zur Ordnung k+1) der Summe aus

'y’(B)w(B)at = e(B)at (4.6.70)
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da die RS=Form zt=w(B)at gilt. Wir schreiben nun das Produkt

der beiden Polynome der Identitit (4.6,70)(linke Seite) aus-
fiihrlich an

-1p. B 2_ p' -
(1 y&B ¥,B ,.,3P,B )w(B)at =

= w(B)at~ 1w(B)at_l-.,.-}»D,xp(B)at_

p’ o (4.8.71)
oder
M R M T AR eek-1ten® T Vo3
“py ( STPEL SLINIPL P +wt-k-2ak+1+jikwt-i-jaj) (4.8.72)
_‘?P.’ ( ° ° o [ ° a_t_p' +wt-k_p,_1ak+1+j ikwt"p’-jaj )

Daran kdnnen wir erkennen, daB gerade der endliche Teil des
obigen Summentableaus mit Formd (4.6.69) identisch ist. Die

ersten g+1 Spalten des Summentableaus summieren sich auf

8ps =B4a, 45 e, “843¢-q (4.6.73)
da die ¢j~Koeffizienten gerade so definiert waren (vgl. (4.2.4))

Damit ist gezeigt, daB (4.6.67) eine partikuldre L&sung der
Differenzengleichung ist.
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5. PROGNOSE

5.1. Theorie der Prognose

Zur Spezifikation des Prognoseproblems flir ARIMA-Prozesse
bendtigen wir einige Resultate aus der Prognosetheorie.
Statistische Modelle von Zeitreihen dienen einerseits

der Analyse und Beschreibung, andererseits dienen sie als
Prognosemodell. Zur Ermittlung der Prognosefunktion haben
wir folgende Punkte zu beriicksichtigen:

1) Zeitraum und Zeitpunkt der Prognose
2) Wahl eines Prognosekriteriums

3) Winschenswerte Eigenschaften der Prognosefunktion.

5.1.1. Zeitraum und Zeitpunkt der Prognose

Beobachtet werde eine Zeitreihe Xy t=1,...,n als Realisation
eines stochastischen Prozesses, und gesucht sind Prognosen

zum Zeitpunkt t,=t. Zumeist ist t=n, jedoch verwendet man
Prognosezeitpunkte t<n, um das Prognoseverhalten mit aktuellen
Werten zu vergleichen (Prognosechecking). Der Zeitraum L einer
Prognose gibt an, wieviele Werte der Zeitreihe vom Prognose-
zeitpunkt t vorhergesagt werden sollen. Nach der L3nge des
Zeitraumes L unterscheiden wir einstufige und mehrstufige
Preognosen.

Def. 5.1.1.: Prognosefunktion

Unter der Prognosefunktion verstehen wir die Prognosen 2t+l

eines zukiinftigen Wertes der Zeitreihe gz als Funktion von

t+l
1=1,2,...L flir einen bestimmten Zeitraum L. Wir nennen 1 die

"leadzeit" und 2t+l die Prognose zur leadzeit 1.

Fir 1=1 erhalten wir die einstufigen Prognosen.
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5.1.2. Prognosekriterium

Prognosekriterien verwendet man zur Bestimmung der Giite

und Optimalitdt von Prognosefunktionen. Das am hiufigsten
verwendete Kriterium ist das des erwarteten mittleren
quadratischen Fehlers bzw. mean square errors (MSE-Kriterion).
Granger (1969) und Granger/Newbold (1977) diskutierten

einige alternative Kriterien. Alle Prognosekriterien schlieBfen
an eine Bewertung des Prognosefehlers an.

Def. 5.1.2.: Prognosefehler

Unter dem Prognosefehler €re1 einer Prognosefunktion verstehen
wir

€ry1 T 241" 2441 (5.1.1)

Ist Z, ein stochastischer ProzeB, so ist der Prognosefehler
i1 ebenfalls eine Zufallsvariable.

Das MSE-Kriterion unterstellt eine quadratische Verlustfunktion

2

E er, = Min! | (5.1.2)

5.1.3. Eigenschaften der Prognosefunktion

In der Theorie der Prognosen werden einige Eigenschaften fiir
Prognosefunktionen gefordert (vgl. Granger/Newbold 1977, S.111ff.).
Fir die Prognose des ARIMA-Prozesses verwenden wir folgende

drei Charakteristika:

a) Informationsmenge und Autogenitit

Jede Prognose basiert auf einer bestimmten Anzahl von Voraus-
setzungen, Theorien, Daten und sonstigem Wissen, die wir kurz
als Informationsmenge bezeichnen wollen.
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Def. 5.1.3.: Informationsmenge It

Unter der Informationsmenge It verstehen wir die Informations-
menge zum Zeitpunkt t, das sind alle Eigenschaften, Daten, usw.
die bis zum Zeitpunkt t erh&ltlich sind. Unter der autogenen
Informationsmenge It verstehen wir die gesamte Zeitreihe

Zy s t=1,...n, als Stichprobe eines stochastischen Prozesses,
mit bekannten Eigenschaften.

Eine andere Informationsmenge k&nnte z.B. aus mehreren Zeit-
reihen bestehen, oder nur die letzten Werte einer Zeitreihe
verwenden. Fir Vergleiche verschiedener Prognoseprozeduren ist
es deshalb wichtig, die verwendeten Informationsmengen genau zu

spezifizieren.
Flir die Prognose von ARIMA(p,d,q)-Prozessen verwenden wir
eine autogene Informationsmenge It mit den geschdtzten

Parametern des Modells bis zum Zeitpunkt t.

b) Zeitinvarianz

Eine Prognosefunktion heift zeitinvariant, falls sie nur eine
Funktion der leadzeit 1 ist, und nicht von den Prognosezeit-

punkten abhdngt.

Ist It die verwendete Informationsmenge, so ist

A - -

Zpa1 T f(l,It) (5.1.3)
und nicht

A

Zigl ft(l;I_t)

Eine einstufige Prognose zum Zeitpunkt t hat dieselbe (funktio-
nale) Form wie die einstufige Prognose k Zeitpunkte friher
oder spdter.
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¢) Linearitit

Das Problem der Wahl der besten Prognosefunktion (aufgrund

eines Prognosekriteriums) kann man durch Annahme einer linearen
Prognosefunktion ziemlich erleichtern. Das bedeutet, daB die
Prognosen nur eine lineare Funktion der Daten in der Informations-
menge It sind. Unter dieser Einschitzung betrachten wir nur 4
lineare Prognosen. Die Vorteile von linearen Prognosefunktionen
sind so grof, daR nur in Ausnahmefillen nichtlineare Prognosen
verwendet werden. So werden durch 8konometrische Modelle oft
bestimmte nichtlineare funktionale Beziehungen vorgegeben

(vgl. Granger/Newbold (1977)).

Eine autogene, zeitinvariante, lineare Prognosefunktion hat die
Form

n
= Z aj(l)z - (5-1-"")

2 -
T+l j=1 t-3]

Die theoretische Annahme des Modells sind in .den Koeffizienten aj
enthalten.

Fir die Prognose von ARIMA-Prozessen bezeichnen wir die Prognose-
funktion mit

2, (1) = Zye1 (5.1.5)
Da die z, eines ARIMA-Prozesses durch die Transferfunktion v(B)
eindeutig als Funktion der a, dargestellt werden kann, k&nnen
wir die Prognosefunktion Et(l) als lineare Funktion der ver-
gangenen St8rungen ansetzen

n
z,(1) = I B. (l)a . ‘ (5.1.6)

t j=1 J =1
Im ndchsten Kapitel bestimmen wir die B (1) nach dem MSE=~
Kriterion fir die ARIMA-Prozesse und in Kapltel 5.3.3. die a 1)
nach Formel (5.1.4), die mit der w-Form von ARIMA Prozessen
berechnet werden kann.
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5.1.4. MSE-Prognosen

Im folgenden Abschnitt wollen wir eine lineare, zeitinvariante
Prognosefunktion flir die ARIMA-Prozesse ableiten, wobeli wir das

MSE~Kriterion zugrundelegen.

Gegeben sei der allgemeine ARIMA(p,d,q)-ProzeB

’ff(B)zt = e(B)at (5.1.7)
Flir die Prognosefunktion als Funktion der a, bendtigen wir das
Modell in der RS-Form (vgl. 3.1.1.)
zy = w(B)at
o0
= Zw.a =
j=o 1t
t
T oY,_:a. (5.1.8)
jrme T3]

Satz 5.1.1.: MSE-Prognosekoeffizienten

Die Koeffizienten der linearen zeitinvarianten Prognosefunktion

n
2.(1) = T Bi(Dag_; (5.1.9)
j=1

fiir den ARIMA(p,d,q)-Prozel lauten
Bj(l) = wl+j 1>o0, j2o (5.1.10)

Beweis’:

Vom Prognosezeitpunkt t aus gesehen, stellen wir den kiinftigen

Wert Ze,q in der RS-Form dar
o o]
Z = L P.a _.4=
T+l j=o J t+l-)
t+1
L ULy (5.1.11)

J bl
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Das MSE=Kriterium lautet
E(e (1)%) = Min!

2 _ - 2
Ee ()" = E(zt+l z,.(1))
t+l t 2
= ECL ¢ . ,_:a.~ % B, .a.)
Ll t+1-37¢ J:-mt_J t
t+l t 2
= EC I —zas:= I (¢ ==R__.l)a )" =
jeteq TFL-373 jrew THl=] T30t
t+1 t
2 2 2.2
= 0L Yyq.s00 = I (W 4 _.=B__.)% (5§.1.12)
jzt+1 t+l-3"a jamoo t+l-j Tt-=j a

da'E(aiaj)=O fir i#j ist. .

Schreiben wir (5.1.12) in Rickwdrtssummation, so erhalten wip

2 _ .2 2 2 2 2 a 32
Ee (1)" = (1+w1+...+w1_1)0a o, L (¢1+j Bj) (5.1.13)

j=o

Diese Summe erzielt ihr Minimum, falls der zweite Faktor Null
wird, d.h.

Bj = wl"'j . J=O,1’2,'acc (5.1.1”’)
Bezeichnen wir mit ' _
- 2 -
wl(B) = wl+wl+1B+wl+2B N 1=1,2,... (5.1,15)
so lautet die MSE-Prognose in RS-Form einfach
Zt(l) = wl(B)at 1=1,2,... (5.1.18)
Ausgeschrie?gn lautet die Prognosefunktion
2¢(1) = j=o¢j+1at-j T Vgaptvoa, gtbaa ...
o0
ft(Z) = jiowj+2at_j = wzat+w3at_1+wuat_2+... (5.1.17)
. o ’ A
1) = R TS V12g4V1 g8t

Man beachte, da® sich mit grdBer werdenden leadzeiten die

Indices der wj-Koeffizienten immer weiter nach hinten verschieben.

Man erhdlt die Prognosen fiir die leadtime 1 dadurch, daf man die
vergangenen Abweichungen mit Gewichten beginnend mit wl bewertet
und aufsummiert., Als Orientierung flr die verschiedenen Indices

in den Vorwidrts- und Richwdrtssummationen diene folgende Tabelle

1 l 0 1 . . . 1_1 l 1+1

t ‘ t+1 t+l-1 t+1 t t-1
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Der Prognosefehler im Falle der MSE-~Prognose lautet

t+l
eg(1) = NP
1-1
= jzowjat+l_j (5.1.18)
Damit kann ein zuklnftiger Wert 241 folgendermafen einfach
zerlegt werden
1-1 oo
Zesl T jiowjat+l-j * jiowj+latfj
= et(l) + ﬁt(l) (5.1.179)
Die RS-Form des zukﬁnftigen Wertes Zi,q setzt sich aus der

zum Zeitpunkt t "bekannten" Summe ﬁt(l) und der "unbekannten"

Summe et(l) zusammen.

Weiters gilt flir MSE-Prognosen, daB jede Linearkombination
vom MSE-Prognosen wieder eine MSE-Prognose ist.

Ist ﬁt(l) eire MSE-Prognose von z 1=1,...L, so ist

t+1°?

2.(1) eiﬁeMSE%&ognose von
1 ¢ ' 1

Z

1 t+l

LR o B o

L
z
1 =
Dies ist fliir die Prognose von saisonalen Zeitreihen von Bedeutung,

wenn neben den saisonalen Prognosen auch aggregierte (z.B. j&hr-

liche) Prognosen notwendig sind.

5.1.5. Prognosen als bedingte Erwartungswerte

Um zukiinftige (noch unbekannte) St8rungen und bereits bekannte
Stérungen (realisierte Zufallsvariable) in einer Funktion zu
kombinieren, bedient man sich des Konzeptes des bedingten

Erwartungswertes.
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Def. 5.1.4,: Bedingter Erwartungswert der StSrungen

Sei {at} ein "white-noise"-ProzeB, so verstehen wir unter
dem bedingten Erwartungswert zum Zeitpunkt t

as Jjit
Efa.] = ‘
tL JI {O j)t (501920)

Vom Zeitpunkt t aus betrachtet, sind die erwarteten Werte von
a, die noch nicht realisiert sind, Null, und die bedingte
Erwartung der bereits vergangenen Zufallsgrdfen sind gleich
ihrer realisierten Werte.

Satz 5.1.2.

a) Der bedingte Erwartungswert des Prognosefehlers ist Null

E[e (1)] = 0 (5.1.21)

b) Der bedingte Erwartungswert einer zukiinftigen Beobachtung

Zieel ist gleich der Prognosefunktion zum Zeltpunkt t
E[zt*l] = 2,(1) (5.1.22)
Beweis:

a) Wir berechnen den bedingten Erwartungswert des Prognose-
fehlers (5.1.18)

1-1 :
E[e. (1)] = E I g.a,,,_ . =
t t t j=o J t+l-3
) E[auil taBlag g g l#e vy Ela ]=
_ t t
=0
b) E[z = E[e (1)]+E[2_(1)]=
t[ t+l] + t t[ t

= > tp. E['a _=
j=0 j+lt t ]]

= 2t(1)



Zur Vereinfachung der Schreibweise fiir bedingte Erwartungs-

werte verwenden Box-Jenkins (1976) folgende

Def. 5.1.5.: Abklrzungen

Fiir die bedingten Erwartungswerte der a, und z_ verwenden

t t
wir folgende Abklirzungen
[2t41] = El3g,] (5.1.23)
[z-t+l] = i[z-t.,.l]: E[zt‘i'llz't’zt-l’..' ] (5.1-2'4)

Satz 5.1.3.: Bedingte D-Form

Die bedingten Erwartungswerte genligen der D-Form des
ARIMA-Prozesses

¥ (B)[zy, 1= 0B [a,,;] (5.1.25)

Beweis: p+d
E[¥(B)z E[ I Y:2, .q_=
+ t+1j t[j=0 1°t+1 ]]
p+d

= T yv.Eiz s
jzo Jt[ t+l 31

= B[z, 5] (5.1.26)
Ebenso ist q
E[Z ®
t j=o
q

I 6.E
j=o It

E[B(B)at+l] jat+l—j]

[atfl-j1

= 0(B)[a,) 5] (5.1.27)

Damit gilt fir die Prognosefunktion

¥(B)2, (1) = 8(B)[a (5.1.28)

4]
wobei B auf 1 wirkt und fir 1>q wird (5.1.28) zu

(B2 (1) = 0



Damit verbinden wir eine erweiterte Definition von 2t(1).

Wegen 2 (1) = %[zt+l] gilt fir negative 1

5.2, Varianz und Korrelation von Prognosen

Im folgenden Abschnitt soll der Prognosefehler et(l) der
MSE-Prognose auf Unabh&dngigkeit, Varianz und Korrelation
Uberprift werden.

5.2.1. Die Varianz der Prognosen

Nach Satz 5.1.2 ist die Prognose unverzerrt, d.h: der bedingte
Erwartungswert des Prognosefehlers ist Null

E et(l) = E(zt+l_zt(l)) =0 (5.2.1)

Satz 5.2.1.: Varianz des Prognosefehlers

Die Varianz des Prognosefehlers lautet

2 171
Var(e_(1)) = - 1 y. (5.2.2)
t a .- %j
j=o
o 1-1
Beweis: Var(et(l)) = Var(j§o¢3at+l J)
1-1 2
= I ¢.Var(a_ ,_:)
j2o 3 t+1l-]
1-1
= Uaz T ‘p,z (5.2.3)
-2 J
«J_o

Wegen (5.1.17) ist die Varianz des Prognosefehlers gleich
~der Varianz der Prognose. Das filhrt zu folgender
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Def. 5.2.1.: Varianzfunktion

Unter der Varianzfunktion V(1) verstehen wir die Varianzen

der Prognosefunktion als Funktion von 1
V(1) = Var(e (1)?) (5.2.4)

Die Varianzfunktion ist eine monotone Funktion von 1.
Es gilt
Var et(l+1) > Var et(l) (5.2.5)

da die Varianz mit dem Quadrat der y.-Koeffizienten wéchst.
Weiters ist im einzelnen die Frage zu Ulberpriifen, ob die
Varianzfunktion gegen einen endlichen Wert konvergiert

fiir l+o, oder ob sie "explodiert".

5.2.2. Konfidenzintervalle filir Prognosen

Zur Berechnung von Konfidenzintervallen fir die Prognose be-
ndtigen wir eine Verteilungsannahme. Unter der Annahme
eines normalverteilten Stdrprozesses {at} sind die bedingten
Verteilungen fir Zy ebenfalls normalverteilt

p(zt+l|zt,zt_1...) " N(Et(l),V(l)) (5.2.86)

Da die Varianz der StSrungen ci nicht bekannt ist, gelangt
man zu einer Schédtzung der Varianzfunktion (5.2.4) durch eine Schitz-

ung von di (die geschitzten Residuen sind aus der Schitzphase
bekannt).
A 2 1-1 2
V(1) = 82§ oy, (5.2.7)
j=o

Bezelchnen wir mit z (+) die obere und mit z (-) die untere

t+1 t+1
Grenze des Konfidenzintervalles fiir ﬁt(l) zur Irrtumswahrschein-

lichkeit o, so erhalten wir

(+) 2t<1):t<%—‘"-) 7(1)

1+044a - 2
2t(l)it(—5“)sa|.2 wj (5.2.8)

zt+l
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wobel ga = Uag die geschdtzte Standardabweichung und t(a) die
a%-Grenzen der Normalverteilung P(X<t(a))=a mit XAuN(0,1) bedeuten.
Das Konfidenzintervall lautet

P(zt+l(~) < ﬁt(l) < z (+)) = 1-a (5.2.9)

t+1

Man beachte, daf die berechneten Konfidenzintervalle nur Ffiir
die einzelnen Prognosewerte ﬁt(l) gelten und nicht einen gemein-
samen "Konfidenzbereich" lber verschiedene leadzeiten bilden.

Beispiel 5.2.1,:ARIMA(1,1,0)-ProzeR

Fir den Zeitraum L=7 berechnen wir aus den ¥y die Varianz-
funktion V(1) ($,=0,8)

1|1 2 3 Y 5 6 7

¢l 1.8 2.44 2.95 3.36 3.69 3.95 4.186

V(l)/di 1.00 4.24 10.19 18.96 30.24 43.82 59.u8

Man sieht, wie rasch die Varianzfunktion ansteigt.
In der folgenden Abbildung sind die zugeh®rigen bedingten
(normalverteilten) Dichten angedeutet

P(zy 11z 4-00)

oF

0123"14/5{1

Fir 1=2 und a=50% und a=5% seien die Konfidenzintervalle
berechnet.

Die geschdtzte Standardabweichung betrigt 3a = 0,134
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a) =50%, t(1§5) = 0,674

z, () = Et(z)to,s7u.o,1su¥1+1.82 = %,(2)£0,19

t+42
b) ®=5%, t(%2 = 1,96
2o (%) %t(z)i1,9s.o,134/u,2 = %t(z)io,ss

5.2.3. Unabhdngigkeit des Prognosefehlers

Wir betrachten nun einstufige Prognosen und den damit ver-
bundenen einstufigen Prognosefehler et(i) ("one step ahead
forecast error").

Satz 5.2.2.: Einstufige Unabhdngigkeit

Der einstufige Prognosefehler ist unabhdngig von den ver-

gangenen Stdrungen

Cov(et(l),at) =0 (5.2.10)

Beweis:

Der einstufige Prognosefehler ist

et(l) = zt+1-zt(1) =
tel t
5 Y _sa. = hX P _sa.
jamw TF1TITT 5l TTHI71T]
= a4 (5.2.11)
Damit folgt aber
Cov(et(i),at) = Cov(at+1,at) =0 (5.2.12)

Fir MSE-Prognosen gilt, daR der einstufigen Prognosefehler
unkorreliert mit den vergangenen StSrungen ist. Denn wdre der
einstufige Prognosefehler nicht unkorreliert mit den ver-
gangenen StOrungen, so wiirde das bedeuten, daR der Prognose-
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fehler et(l) teilweise aus den vergangenen Stdrungen Ay _qoeen
vorhergesagt werden kdnnte. Der Prognosefehler wire in diesem

Fall 3t+1 und 2t(1)+§t+1 warevelne bessere Prognose flir Ziq

als 2t(1).

Dieser Sachverhalt sei in folgender Tabelle demonstriert:

Prognose fliir unkorreliert korreliert
qr41 © at+1
Ziyq ﬁt(l) 2t(1)+at+1

5.2.4, Die Korrelation von Prognosefehlern

In Kapitel 5.2.3. haben wir gezeigt, daB der einstufige
Prognosefehler et(i) unabhdngig von den vergangenen St&rungen
a, ist. Die Prognosefehler hdherer Stufen sind jedoch nicht
unabhédngig voneinander. Da Prognosen auf bestimmten Informa-
tiénsmengen It beruhen, die sich bei nahe beieinanderliegenden
Prognosezeitpunkten nicht viel &ndern, kann man erwarten, daf
die Prognosenim allgemeinen korreliert sind. Wir unter-
scheiden dabei zwei Arten von Korrelationen.

Def. 5.2.2.: Vertikalkorrelation

Unter der Vertikalkorrelation von Prognosen verstehen wir.
die Korrelation zweier Prognosefunktionen mit gleicher lead-

zelt zu verschiedenen Prognosezeitpunkten
Corr(et(l),et_j(l)) (5.2.13)

Satz 5.2.3.

Die Vertikalkorrelation der Prognose fiir ARIMA-Prozesse lautet

S
a:kszjwk_j

0&j<1

Corr(et(l),et_j(l))

V(L) (5.2.14)

= 0 j>1

wobei V(1) die Prognosevarianzfunktion nach (5.2.3) ist.
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Beweis:
Es 1ist et(l) =z zt+l-2t(l) =
1-1
= I ¥saLq5 (5.2.15)
i=o
et-j(l) = zt+l-j-zt-j(l) =
1-1
= I ¢.a _as (5.2.18)
i=0 1 t+1-3-1
Die Kovarianz lautet somit
1-1 j+l-1
Ele,(L)ye, . (1)] = T ysa_ ,_: I ¢ _-a, 4 o =
t t-] iz0 * t+1l-1 k=3 k=3 t+1-k
2 1-1 ,
= G Z ‘p w _' (5:2.17)
a K= k"k-3
Speziell filir 1=1 lautet die Kovarianz
E(et(l),et_j(l)) = Eatat-j =0 | (5.2.18)

Beispiel 5.2.2.: ARIMA(1,1,0)-ProzeB

Speziell: (1—0,88)Vzt = a

t
] 5
Wir berechnen E(et(S)et_j(G)) = iijwiwl_j
2 2 2 2 2
3=0: E(et(ﬁ) ) = V(8) = ¢ ajzowi = 43,860,

2
a

"

. 2
j=1: E(et(S)et_l(S))=c a(1,8+2,l+u.1,8+..3,69.3,36) = 35,70
Corr(et(B)et_l(G)) = 43,86/35,7 = 0,81

Die vollstdndige Korrelationsfunktion lautet (durch analoge
Berechnung fir j=0,1,2,...)
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Je weiter die Prognosezeitpunkte auseinander liegen, desto

kleiner ist die Korrelation der Prognosen.

p 1-r

L1,

1 U

T Y
o 1 2 3 4 5 6

Def. 5.2.3.: Horizontalkorrelation

Unter der Horizontalkorrelation von Prognosefehlern verstehen
wir die Korrelation von verschiedenen Werten einer Prognose-
funktion.

Corr(et(l),et(l+j)) (5.2.19)

Satz 5.2.4.

Die Horizontalkorrelation der Prognosefunktion eines ARIMA-
Prozesses lautet

1-1
FEIREAL Y
Corr(et(l),et(l+j)) = == (5.2.20)
V(L)V(1+])
Beweis: 1-1
Es ist et(l) = igowiat+l-i (5.2.21)
und -
et(l+3) = zt+l+j-2t(l+j) (5.2.22)
l+j=-1
= L Y:a s s
j20 1 t+l+3-1

Die Kovarianz ist somit 1-1

a.r Vi¥ieg

Covle, (1),e, (1+3) 2g 2 (5.2.23)

Wie man im folgenden Beispiel erkennen kann, so sind die

Prognosen vom selben Prognosezeitpunkt hoch korreliert.
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Beispiel 5.2.3.. ARIMA(1,1,0)-ProzeB (6=0,8)

2 2
E(e,(3),e,(5)) = 0°_(2,44+1,8.2,95+2,44.3,36) = 15,940°

Analog berechnet man die weiteren Werte und erhdlt

i | a 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Corr[et(3),et(j)] 0,76 0,94 1,00 0,96 0,91 0,85 0,8 0,75 0,71 0,67

Diese beiden Prognosekorrelationen seien in folgender Tabelle

der Prognosefehler zusammengefaht

leadzeiten
Prognose- €\; 1 2 3 “oe 1
zeltpunkte
t et(l) et(Z) R
t-1 et-l(l) et_1(2)
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5.3. Darstellungsformen der Prognosefunktion

5.3.1. Prognoséformén

Analog zu den Darstellungsformen des ARIMA-Prozesses (vgl.
Kapitel 4.2.) '  unterscheiden wir vier Prognoseformen:

Die D-Form, die RS-Form, dieTRS-Form und die m-Form.

Eine weitere Charakterisierung der Prognosefunktion erfolgt
mittels der eventuellen Prognosefunktion, die im Kapitel
5.3.2. gesondert behandelt werden wird.

1) Die Differenzengleichungsform

Die D-Form flir den zuklinftigen Wert z 1 erhdlt man durch

t+

7%B)zt+l = G(B)af+l (5.3.1)
oder

Z+l™ P18 be1-1b MpeaZta1-p-a” 018411 o0
°eqat+l-q+at+l (5.3.2)

Die Prognosefunktion it(l)z[zt+l] erhalten wir durch
den bedingten Erwartungswert

YB)[z, 4] = 8(B)[a,,,] (5.3.3)
oder ausgeschrieben

2t(l)=[zt+1]=7’1[Zt+1-11+''"’7'p+d[zt+1-p-d]'61[at+1-il"''

"'-eq[at+l—q]+[at+l] (5.3.4)

Fir g>1 erfiillen sie die Differenzengleichung

Y[z, 4] =0 (5.3.5)



2)

3)

4)
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Die RS—Fdrm

Die RS-Form filir den Wert Zigq lautet
t+1
Zipl T jz_mwt+l'jaj (5.3.6)
Entsprechend lautet die Prognosefunktion
t+1
2,(1) = ji-mwt+l'j[aj] (5.3.7)

Die TRS-~Form

Als truncation point flir die TRS-Form empfiehlt es sich,
den Prognosezeitpunkt k=t zu nehmen. Wir erhalten somit

flir den Wert zt+l

=Ct(l)+a (5.3.8)

Zisl 41 V1% ee1-1" V1134

wobei die allgemeine L&sung der homogenen Differenzen-

gleichung Ct(l) durch

i ©

.z Ipt+l-jaj L

C.(1) =
¢ jeme iz

owl+jat—j 1>q>0 (5.3.9)

gegeben ist. Entsprechend lautet die Prognosefunktion

: t+1 [ 1
2,(1) = C (L) + I Y q_:l@: (5.3.10)
t t j=te1 t+l-3%73

Die w=-Form

Die invertierte TFTorm des ARIMA-Prozesses flir den Wert z
lautet

t+1

T M.z a (5.3.11)

z .+
=1 J°9t+1-3 "t+l

t+1



m

€)

™
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Falls d21 ist, schreiben wir

-

Zpg1-1(m) = jEl"jzul-j

da die Summe der "j eins ergibt und Zi41

normierten r-Form dargestellt

Zpel T Zpgre1(mitag

wird in der

(5.3.12)

Nehmen wir bedingte Erwartungswerte in (5.3.10), so er-

halten wir die Prognosefunktion in r-Form

0

2¢(L jilnj[zt+l-j]+[at+lj=

.2, (1-3
jilﬂj t( 1)

wobei z (-1) = z,., 8ilt.

Beispiel 5.3.1.: ARIMA(1,1,0)-Prozes

Prognosen in Differenzengleichungsform.
Gegeben sei der ProzeR mit ¢=0,8

(1-0,8B)(1—B)zt+l = ag,y

2
(1-0,8B+0,8B )zt+ = a

1 t+1

z = 1.8

t+1 Zi41-170982 1 ot g

Die Prognosefunktion ist

1=1 2t(1)

1.8z_t-o,8'zt_1

1.82(t+l)-o,82t

1=2 2t(2)

1=3,4,5,,. ﬁt(l) = 1.82(t+1-1)-0,82(t+1-2)

bzw. erfilillt die Differenzengleichung

(1-0,8B)(1-B)2(t+1l) = O flir 1=3,4,5..

(5.3.13)

(5.3.14)
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5.3.2. Die eventuelle Prognosefunktion

Um das allgemeine Verhalten der Prognose verschiedener
ARIMA(p,d,q)-Prozesse zu analysieren, fiihren wir das Konzept
der eventuellen Prognosefunktion EFF eventual forecast
function) ein. Sie stlitzt sich im wesentlichen auf die
Differenzengleichungsform von Prognosen und deren Dar-

stellung als homogene L8sung der Differenzengleichung.

Nach Formel (5.3.3) lautet die D-Form flir Prognosen

Y(BIZ (1) = 8(B)[a,, ] (5.3.15)
Diese erfillt fir 1>q die Differenzengleichung
W(B)%t(l) = 0 1>q (5.3.186)

Dies flihrt zu der folgenden Definition

Def. 5.3.1.: Eventuelle Prognosefunktion (EFF)

Sei 2t(l) die Prognosefunktion eines ARIMA-Prozesses, soO
nennen wir die Ldsung der homogenen Gleichung der Prognose-

funktion (5.3.16) fiir 1>q-p~d eventuelle Prognosefunktion (EFF)

p+d-1

v - (t) -
Zt(l) - .2 bi fi(l) - l>q—p—d
i=o
L) (t) (£)
= bo fo(l)+b1 f1(1)+"+bp+d—1fp+d—1(l)
(5.3.17)
Die bit) sind Konstante, die filir jeden Prognosezeitpunkt be-

stimmt werden. Die fi(l) werden aufgrund der Wurzeln der

charakteristischen Gleichung bestimmt.

(t)
i -

Prognosefunktion konstant fiir einen bestimmten Zeitpunkt t sind.

Man beachte, daB die Koeffizienten b der eventuellen

Wechselt man von einem Prognosezeitpunkt t zu einem anderen
(t)
i

k6nnen sich deshalb an denjenigen Teil der Zeitreihe anpassen,

t+1, so verdndern sich die b . Sie sind also adaptiv, und

den man gerade prognostizieren will.
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Verhalten der EFF: Da die EFF L8sung der homogenén Differenzen-
gleichung ist, wird ihr Verhalten durch die Wurzeln derp
charakteristischen Gleichung (ARI-Operator) bestimmt. Sie

setzt sich aus geddmpften Exponential-~ und Sinusschwingungen,
aus Polynomen oder einer Kombination dieser zusammen.

Pivotprognosen: Da die EFF eine homogene Differenzengleichung
von der Ordnung p'=p+d ist, bendtigen wir p' Anfangsbedingun-
gen.zur Fixierung der EFF. Wir kommen derart zur

Def. 5.3.2.: Pivotprognose

Sei gt(l) 1>q-p-d eine EFF.Dann helfen die p'=p+d ersten
Werte der EFF Pivotprognosen

%tcj> j21,...,p'=p+d

Wir unterscheiden 3 Fille der Pivotprognosen

Fall 1: Ist q>p+d, so lauten die Pivotprognosen

%t(j) = 2,(q-p-d+3) j=1,...,p"=p+d (5.3.18)

Die ersten q Werte der Prognosefunktion 2t(l) nennen wir

v

"Komplementdrprognose" der EFF zt(l), da sie nicht durch die

EFF erfalft werden.

Beispiele: MA(q)-Prozesse, IMA(1,2)-, IMA(2,3)-Prozesse,
allgemein IMA(d,q), falls q>d.

Fall 2: Ist q=p+d, so gilt

%t<;> = 2,.(1) 1=1,2,... (5.3.19)

‘und die Pivotprognosen sind die ersten p'=q Werte der Prognose-
. funktion, d.h. die EFF und die Prognosefunktion fallen zusammen.

Beispiele: IMA(1,D-,IMA(2,2)-ProzeR, ARMA(1,1)-Prozeh.
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Fall 3: Ist q<p+d, so gibt es p' Pivotprognosen, von denen
q'=p'-q vor dem Prognosezeitpunkt t liegen, die

restlichen danach

v PN

zt(J) = zt(-J)
= zt-j j=1,...,q" (5.3.20)
und
z, ()= z () j=q'+1...p' (5.3.21)

Beispiel:ARIMA(1,1,1)~Prozef:

Ist O=q<p+d, so liegen alle p' Pivotprognosen unter t,

d.h. es gilt
b4

t(j) - T j=1lye..,p! (5.3.22)

t-]

Beispiele: AR(p)~, ARIMA(p,d,o)-Prozesse.

Die Rolle des Moving Average Operators

Bestimmt in einem ARIMA(p,d,q)-ProzeR der ARI-Teil im wesent-
lichen das allgemeine Verhalten der Prognosefunktion

(d.i., die EFF), so hat der MA-Teil des Prozesses wesentlichen
EinfluR auf die Startwerte der EFF, den Pivotprognosen.

In Fall 2 und Fall 3 sind es jewells die g ersten Werte der
Prognosefunktion, die als Pivotprognose nach den MA-Teil
beinhalten. Im Fall 3 kommen dazu noch gq' vergangene Werte

der Zeitreihe.

Im Fall 1 ist der MA-Teil so dominierend, daB die ersten
q Werte nicht einer allgemeinen Beschreibung zugdnglich sind.
Erst die n&dchsten p' Werte kommen als Pivotprognosen zum Zug.
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5.3.3. Die MSE-Prognose in wn-Form

Das MSE-Kriterion fordert die Minimierung des Quadrates
des Prognosefehlers (vgl. (5.1.2)

E(e (1)) = Min! (5.3.23)

Setzen wir daflir die Prognosefunktion in Form (5.1.4) und
die m-Form des Modells ein, so erhalten wir

2y _ 2 _
E(et(l) ) = E(zt 1- t(l)) =
- - - 2
= E(leﬂjzt+l 3 ap,q .flaj(l)z j) (5.3.24)

Diese Summe ist dann ein Minimum, wenn die beiden Summen
gleich sind

- -]

T Wiz, s = I a:(l)z,_. (5.3.25)
j=1 ] 't+1 J j=1 j t J

Dazu werden alle zt+l-j’ die Uber dem Prognosezeitpunkt t

liegen, durch die w-Form ersetzt.

Nach Formel (5.3.13) lautet die Prognose in w-Form

2.(1) = z w.z _(1-3) =
t 5o 9°€
= 2, (1-D+ ... +w1_1zt(1) +
Mz Tz g ot e (5.3.26)

Speziell gilt fir die einstufige Prognose

2,.(1) = TaZet T2 4 +TaZy ot oo (5.3.27)
da® sie eine Funktion der bisherigen Beobachtungen allein
ist, wobei die gewichtete Summe die bekannten w-Gewichte
beniitzt.
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Entsprechend kann man die Prognose zweiter Stufen lediglich

als gewichtete Summe der bisher beobachteten Zeitreihe

darstellen:
2,(2) = L] t(1)+"22t+"3 faqtee-
=7 I 7.2 . + I w. z . =
1j=1 J7t-3+1 =1 J+17t-3+1
= .E (“1"j+wj+1)zt-j+1 =
1=1
()
= Z me. z ) (5.3028)
3=1 ] t-J+1
Die ngz) sind die Prognosekoeffizienten zweiter Ordnung der

n-Form. Setzt man diese Prozedur fort, so kommt man zu

Satz 5.3.1.: Prognosekoeffizienten‘wgl)

Die Prognosekoceffizienten l-ter Ordnung der ws-Prognoseform

sind gegeben durch

1
(1)
L = L YT s (5.3.29)
3 i=1 1-1"1i+3-1
Ausfiihrlich lautet dieses Gleichungssystem

(1) _
Ty = w1_1n1+wl_2w2+...+wl

(1) _
(P IR ST L 2 S P LE AR RS P (5.3.30)
()

Beweis: Dazu driicken wir zt<1) durch die vorhergehende ein-

stufige Prognose 2, ,_,(1) aus:
Es ist -
2,(1) = E V143203 (5.3.31)
j=o
zt+l—1(1) = wlat+l-a+"'+¢1—1at+1+jiowl+jat—j (5.3.32)
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Subtrahieren wir beide Ausdriicke, so erhalten wir

20010 = 20 (D=biay gy mbau g pmeeem¥y_gay,, (5.3.33)

Diese Form driicken wir der Reihe nach in der w-Form aus

- -]

N P L B L N L P IR T1-1%¢4+1*"1 t+]z;l+jzt—j
SRR I R IR, T-2Zt41%71-1%¢ +]§§1+3 1%¢-5
M PARCICEPL Y T1-3%¢4+1%T1-9%¢ +JZT:{1+] 2%+-3)
+wl-1(—zt+1 Tz, ¥ jzgj‘*‘lzt‘j)
(5.3.34)
; _
Wegen A5 BREPEUAL P LF (5.3.35)

verschwinden die Koeffizienten von Zei1-  ERRREE I

Ordnen wir die weiteren Koeffizienten ZyZy_qs++¢ > SO erhalten
wir gerade Formel (5.3.29).

(1)

Die Prognosekoeffizienten "j kann man in zwei Rekursions-

formeln darstellen

1r(l) -
3 T T j+l-1

1>0, j=1,2,... (5.3.36)

wobel man speziell definiert

(1)
Tr.j = Tl'j
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Die Prognosefunktion in wm-Form lautet schlieBlich

. o (D)
2,(1) = .f T Zemd41 (5.3.37)
j=1
Damit sind die aj(l)—Koeffizienten nach (5.1.4) durch
(1)
.(1) = . .3.38
aJ( ) w] (5 )

bestimmt.

Beispiel 5.3.3.: IMA(2,2)-Prozel

Die D-Form ist

2 2
v zy = (1-0,9B+0,5B )at

Durch Koeffizientenvergleich

B-m_B2~...)

(1-2B+B2) = (1-0,98+O,5B2)(1—w1 )

erhalten wir die w.-Koeffizienten. Daraus berechnen wir

nach Formel (5.3.36) die w(z)-Koeffizienten.

J 1 2 3 4 5 6
_ (D
“j_“j 1,1 o,49 -0,11 -0,34 -0,25 -0,06
nSZ) 1,7 o,43 -o,46 -0,63 -0,33 o0,01

J

Die Prognosen als Funktionen der Beobachtungen alleine

lauten

zt(i) 1,1z, +0,49z, _,-0,11z, .-

1 2

1 2
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Graphisch haben die wj-Koeffizienten folgenden Verlauf

T

w$1)~ T w§2)_
J ]

e bR o e O Pt

Sind die nj>1, so kommt ihnen in der nichsten Stufe ein
liberproportional gréBeres Gewicht zu.

5.3.4., Updaten von Prognosen

Das Updaten von Prognosen ist ein vereinfachtes Verfahren
zur Revision von Prognosen, wenn eine neue Beobachtung der
Zeitreihe bekannt wird. Durch Bewertung des einstufigen

Prognosefehlers werden die letzten prognostizierten Werte
korrigiert.

Zum Prognose-wpdating bendtigen wir die Prognose in der RS-Form

©

z2,(1) = jzowl+jat_j (5.3.39)

Ein zukiinftiger Wert zt+i+1, der zum Zeitpunkt t prognostiziert.

wurde, kammnach Bekanntwerden von Z.,q 2Zum Zeitpunkt t+1 neu prog-
nostiziert werden. Die entsprechenden Prognosen in der RS-Form
lauten:
Zt+1(l) = ¢13t+1+¢1+1at+¢1+2at—1+ oo (5.3.40)
zt(l+1) = w1+1at+wl+2at+1+ ces (5.3.181)
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Bilden wir die Differenz der beiden Prognosen, so erhalten wir
Zt+1(l)-zt(l+1) = Y3,
Damit erhalten wir die einfache Prognoseupdate-Formel

2t+1(1) = 2t(1+1)+w 1=1,...L-1 (5.3.42)

lat+1

Die Prognose von z zum Zeitpunkt t+1 wird durch die

t+1+1
Prognose zum Zeitpunkt t dadurch "upgedated", indem man zur
alten Prognose den Korrekturfaktor ) dazuéddlert. a4

ist dabei der einstufige Prognosefehler.

a = 2

t+1 -2, (1) (5.3.43)

t+1
Die implizite Annahme bei diesem Vorgehen ist die Konstanz der
Modellparameter, d.h. die y-Koeffizienten wilirden sich nur un-
wesentlich bei einer Neuschdtzung &ndern. Je lédnger der letzte
Prognosezeitpunkt t zurilickliegt, desto weniger Werte kdnnen
upgedated werden und desto eher wird man eine Anderung in den

Parametern vermuten.

Bei zu groBem Abstand der beiden Prognosezeitpunkte leidet auch
die Adaptationsfihigkeit der Prognose. Die kurzfristige An-
passung wird gerade durch die Moving-Aberage-Teile des Modells
bestimmt, der in den wl-Koeffizienten fiir grofe 1 kaum mehr

enthalten ist.

Praktisches Vorgehen:

Angenommen, wir stehen am Zeitpunkt t und haben Prognosen fir
die Leadtime L, 1=1,...,L

Zt(l), ceey zt(L)

berechnet. Wir erhalten zum Zeitpunkt t+1 den neuen Wert der

Zeitreihe zt+1.
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Wie &dndert sich die Prognose durch diesen neuen Wert? .

Es gibt zwei M8glichkeiten zur Revision der Prognose:

1) Neuschdtzen des Modells mit dem zus&dtzlichen Wert und
neuerliche Prognose;

2) Updaten der alten Prognose, bzw. Revision der Prognose
fir die Leadtime L. Dazu berechnen wir nach Formel (5.3.37)

den Prognosefehler, und k&nnen die neuen Prognosen updaten
2t+1(l) =z 2t(l+1)+wlat+1 fir 1=1,2,..,L-1

Die Prognose fiir die meue" Leadzeit L (bzw. "alte" Lead-

zeit L+1) kann mit Hilfe der Update-Formel nicht berechnet
werden.

2t+1(L) kann aber durch die D-Form der Prognose ermittelt
werden.

Beispiel 5.3.4.: ARIMA(1,1,1)-Prozef

221 222 223 Zay

1 1 2 3 o
2,5(1) 23,16 22,97 22,81 22,69
Z94(1) [23,1] 22,86 22,67 22,51
vy 1,8 2,4y 2,95 3,36

Die geschétztemPrognoselizo(l) werden aufgrund des neuen
Wertes 221=23,1 (in der Tabelle in eckiger Klammer angegeben)
upgedated. Der einstufige Prognosefehler lautet

ezo(l) = a,, T 221-220(1)
23,1-23,16

[
o

“
O
(o]
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Die einzelnen Rechenschritte lauten

~~
[
~—

'

221 = 22,97+1,8(-0,06) = 22,86
221(2) = 22,81+2,44(~-0,06)= 22,67
221(3) = 22,69+2,95(-0,06)= 22,51

Da der eingetroffene Wert leicht unter der Prognose 220(1)

liegt, werden alle Prognosen leicht nach unten korrigiert:

221(4)=225 ist nach der Update-Methode nicht zu erhalten.

Wir miissen nun auf die DE {bergehen.

(B)zp,y = 0(Blay

(1-1,8B+0,8B%)z a

t+1 T Tt+l
(1—1,8B+O,8B2)2t(l) 0 152, 123,4,5,...
d.i. 2,(1) = 1,82 (1-1)-0,82 (1-2)

(4) (2)

N

1,82,,(3)-0,82

21 21

1,8.22,51-0,8.22,67

22,39

5.3.5. Updaten der eventuellen Prognosefunktion

Wie wir in Kapitel 5.3.2. gesehen haben, lassen sich die

Prognosen durch die EFT ausdrlicken

p+d-1
Y = oz piBle. (1) 1>q-p-d (5.3.44)
t . _ 1 1
iz=o
(t)
i
j=1,...,p+d, bestimmt. Diese sind vom jeweiligen Prognosezeit-

Die Koeffizienten b werden aus den Pivotprognosen %t(j),

punkt t abhdngig. Wird eine neue Prognose zum Zeitpunkt t+1
durchgefiihrt, so verschiebt sich die Prognosefunktion; die

neuen Pivotprognosen A (j) bestimmen neue Koeffizienten
b(t+1)
i

eines ARIMA(p,d,q)-Prozesses adaptiv.

t+1
. Aus diesem Grunde nennen wir die Prognosefunktion
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(t)
i
folgenden Prognosezeitpunkten nicht neu aus den Pivot-

Die adaptiven Koeffizienten b miissen bei aufeinander-
prognosen berechnet werden, sondern k&nnen aus den. letzten
Koeffizienten "upgedated" werden.

Dazu verwenden wir die Update-Formel (5.3..42)

zt+1(l) = 2t(1+1)+wlat41 “(5.3.45)

Setzen wir in diese die EFF (5.3.17) ein, so erhalten wir

Prd=1ii.1y p+d=1 (.,
LI A FAC T P Ei(eDmvgag,, 1baoped (5.3.46)

Lésen wir p+d dieser Gleichungen fiir 1=1,...,p+d, so erhalten
wir die Update~Formel fiir den bit)-Koeffizienten

"1 o .
g;:bs "+h.a 1203...,p+d=1 (5.3.47)

b(t+1) - b+
i o 1173 i“t+1

i -
J

nM~MQ

Man beachte, daR die Anpassung der EFF-Koceffizienten nur vom
einstufigen Prognosefehler

a =z

t+1 1724 (D) (5.3.48)

t

abhdngt. Die Konstanten gij sind lediglich Funktionen der
fi(l), die jeweils aus den Wurzeln des ARI-Operatorpolynoms
bestimmt werden.

Darstellung in Matrizen

Die Updateformel 148t sich libersichtlicher durch die Matrizen-
schreibweise der EFF darstellen.
(t) (t)

. (t) '
Seien b (bO ""’bp+d-1)
(5.3.49)
b = (hpoeesbyypeg)’
vom Typ Q(t)=(p'x1) und wlz(p'xl) mit p'=p+d die Vektoren

der EFF~- und wl-Koeffizienten, Weiters sei Fe=(p'xp') die
Matrix der Elemente der EFF
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fo(l) fl(l) oo fp'-l(l)
Fe fo(l+1) f1(1+1) (5.3.50)
L . ) - !
fo(l+p 1 f1(1+p 1) fp,_1(1+p 1)
so lautet die EFF in Matrixform
v ~ (t)
gt(l) = geg (5.3.51)
wobel
2,1 = (2,(1),. 00,2 (14p"-1)) (5.3.52)

der Vektor von p' Werten der EFF fiir 1,1+1,...,1+p' ist.

Setzen wir diese in die Update-Formel (5.3.45) ein, so er-

halten wir

(t+1) _ (t)
EeE = £e+12 tpia, (5.3.53)
Fir |[F_| #0 ist
—e
(t+1)_ ,.-1 (t-1), -1
b = (g 'feyq)P HE vy A,
= E'E(t-1)+hat (5.3.54)
mit
e = (FIYF )
g T )e+1 (5.3.55)
un 1=t
wobei die G = (gij) 1,3=1,...,p+d und
h = (hi) i=1,...,p+d

der Form (5.3.47) entsprechen.

In dieser Form lassen sich die Brown'sche Methode der
"diskontierten Kleinstquadrate" (discounted least squares)-
Prognosen mit den MSE-Prognosen der ARIMA-Prozesse vergleichen
(vgl. Brown (1963), Brown & Meyer (1961), Ledolter (1976)).
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5.4. Die Prognose autoregressiver Prozesse

Zundchst betrachten wir als Sﬁezialfall autoregressiver Progzesse
die ARIMA(0,d,0)-Prozesse fiir d=1 und d=2. AnschlieBend werden
die autoregressiven Prozesse erster und zweiter Ordnung be-
sprochen.

5.4.1. ARIMA(0,1,0)~Prozef

Dieser ProzeB ist der "random-walk"-ProzeR

(1-B)zt = a, (5.4.1)

bzw.

Die EFF ist die L&sung von

(1-B) %t(l) =0 1>~-d=1 (5.4.2)"
bzw.
¥ =i =z (5.4.3)

und iliberdeckt die Prognosefunktion bis auf die Pivotprognose
£.0) = z, (5.4.4)

Die MSE-Prognose fiir den random-walk-Prozef ist der letzte
Wert der Zeitreihe (fiir alle leadzeiten)

A4
zt(l) l
. A2 2 Pivotprognose
1 5 ! 1] 4 1 ! 1 1 1 1 1 3 4 1 H
t t+1

Abb.: Prognose eines "random-walk'"-Prozesses

Die Varianzfunktion erhilt man fir $+1 aus der Varianzfunktion
eines AR(1)-Prozesses. Man erkennt in (5.4.21), daB die
Varianzfunktion flir ¢-+1 explodiert,
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4.2, ARIMA(O0,2,0)-Prozef

Die D~Form des Prozesses lautet

2 _
(1-B) zt = at (5.4.5)
Die EFF ist L&sung von
(1-B)?%_(1) = 0 1>-d==2 (5.4.8)
_ () (t)
%t(l) = b, "+ b, 1 (5.4.7)
Die Pivotprognosen sind
\/ -
zt(O) = 2 (5.4.8)
ét(—l) = Zp_4 (5.4.9)
Daraus lassen sich die bi—Koeffizienten bestimmen
bo - b1 =z bo=zt+b1 (5.4.10)
bo - 2b1 = Zt-l
by =z.-2, 4 (5.4,11)
bo = 2Zt_zt-1
Die EFF lautet somit
2.(1) = 2z, -z, +(z,-z )1 1>-1 (5.4.12)
und Uberdeckt die Pivotfunktion
A4
zt(l)
® Pivotprognose
1 1 1 1 i 1 1 1 1 | B

Die Varianzfunktion explodiert ebenfalls.

!
T t+1
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5.4.3. AR(1)=-ProzeR

Die D-Form ist gegeben als

(1-¢B)zt = a, (5.4.13)

Die EFF ist L&sung von

(1-¢B)%, (1) = 0 1>1-p-d=-1 (5.4.14)
bzw.
£,.(1) = %, (1-1)
= {1 130 (5.4.15)

Die Pivotprognose ist

n N & -

zt(O) = bo =z, (5.4.16)
Daher lautet die EFF

v _ 1 3

zt(l) = zt¢ 120 (5.4.17)

Die EFF lberdeckt die Prognosefunktion und den letzten Zeitreihen-
-wert. Wegen der Stationaritdtsbedingung

'$1<1 geht die Prognosefunktior
exponentiell gegen Null, bzw.

gegen den Mittelwert (es war u=0 vor-

ausgesetzt). Startpunkt (Pivot) ist der letzte Wert der Zeitreihe

zt(l) - . °
11-‘ . ) ]4[ t!v
12345 1
{ f,é,é P t

Abb.: Prognosefunktion fiir den AR(1)-Prozef ($>0).
Flir® ¢<0 oszillieren die Prognosen Ffiir kurze Zeit (fiir
¢ nahe -1 etwas linger).

Die Varianzfunktion

Fir die Berechnung des Prognosefehlers bendtigen wir Zipq in der
RS~-Form _ ' 1~-1 1
Zpgl T Bpa1tOep gt ce. #¢ ap,qt7zy (5.4.18)
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Davon (5.4.17) subtrahiert, ergibt

et(l) zt-zt(l)

1
at+¢at_l_1+...+¢ At ,q (5.4.19)

Die Varianz des Prognosefehlers ist

21-2

V(1) = Varle (1)] = o2(1+¢%+.. .40 ) =
21
1-¢
Bilden wir den Grenzilibergang fiir 1
lim V(1) = o2 2 (5.4.21)
1 1-9
so erkennt man, daR die Varianz der Prognose eines AR(1)-Prozesses

dem konstanten Wert 02 (1-¢2) zustrebt. Im Unterschied dazu

divergiert flr 1+« die Varianz der EFF eines ARIMA(0,1,0)-

Prozesses.

5.4.4, AR(2)~-ProzeR

Die D-Form flr Zy1 lautet

- 245 -

(1-¢1B ¢2B )Zt+l = ain (5.4,22)
Die Prognosefunktion lautet

2¢(1) = 942449524 4

Zt(2) = ¢1zt(1)+¢22t (5.4.23)

5 = Z - 2 - 3

Zt(l) = ¢1zt(l 1)+¢zzt(l 2) 123
Die EFF ist L&sung von

<1—¢1B—¢232)%t(1) = 0 1>g-p-d=-2 (5.4.24)
bzw. '

v o)1 (), 1 13-1

zt(l) = bo ¢1+b1 ¢2 (5.4.25)

Die EFF Ulberdeckt die Prognosefunktion und enthdlt die

beiden letzten Zeitreihenwerte,
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Die Pivotprognosen sind

B -1 )

- -1 _
zt(-l)- bo ¢1 +b1 ¢2 S Zyq
u ), ) _ (5.8.26)
zt(O) bo+b1 = 2y

Die EFF besitzt ein dreifaches L&sungsverhalten

A . R(t) 1 (t),1 .
zt(l) z bO ay + b1 ay ai,az reell und verschieden
- (t),, (t) 1 .
= (bo +b1 l)é &2, reell und gleich
= bét)rlcos(wl+b§t>) @,,%, komplex (reilm) (5.4.27)

Da die EFF wie die ACF derselben Differenzengleichung genligen,
SO geben die im zul&ssigen Dreieck (vgl., ( 3.3.2 )) angegebenen
verschiedenen ACF auch die verschiedenen Verhalten der
Prognosefunktion wieder.

Prognose von ARIMA(p,d,0)-Prozessen

5.5.1. Allgemein

Diese Prozesse sind von der Form

a |
4BV, = a_ (5.5.1.)

wobei flr den Prozes

- =d
W’t - V Z_t (5-5.2-)
die Annahme gilt
Ew, = 1 = O - (5.5.3.)

Ist aus der Schd&tzung ersichtlich, da® diese Annahme nicht
zutrifft, gehen wir auf das allgemeinere Modell

4 ) A
$(BI(V zt-U) = a, (5.5.4,)

iber. Das bedeutet, daB neben einem stochastischen Trend

(bzw. Polynom) aufgrund des Differenzenoperators Vd ein
zusdtzlicher deterministischer Trend (bzw.Polynom) auftritt.
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5.5.2. Der ARIMA(1,1,0)~Prozed

Die D-Form des Prozesses lautet

(1—¢B)(Vzt-u) = a,

(1-¢B)(z = a

tTE-17H) T Ay
ZpTBpaqTHTOR g T2 oo = Ay

z, = (1+4¢)z

+ +(1-¢)du+a

(5'5.5)

t-1"%%¢-2 t

Zur Berechnung der EFTF zerlegen Wwir das Modell in zwel Teile
(1—¢)wt = ay

W, = Vzt-u (5.5.6)

und betrachten zundchst die EFF in den W Dies ist die EFF

eines AR(1)-Prozesses (vgl{6i43)}und sie f&llt mit der Prognose-
funktion zusammen

(1-¢B)ﬁt(l) =0 (5.5.7)
oder 1 .

o - A

wt(l) = wt¢ 120 (5.5.8)
wobei v}}t(O)zwt die Pivotprognose fir den- Proze® wtist.Die EFr flr
den zweiten Teil des Prozesses lautet

wt(l) = Vzt(l)-u (5.5.9)
Setzen wir nun (5.5.8) ein, so erhalten wir

5 -u = 1 s

Vut(l) b o= wt¢ 120

R s Cele

2,.(1) zt(l D-w = ¢7(z -2 _~w) (5.5.10)

Daraus erkennt man, da® die prognostizierten Differenzen von

ihrem Anfangswert z2,.-2,_4 8egen ihren Mittelwert ¥ hin abfallen.

Nun summieren wir die Form (5.4.37) von Jj=1,...,1

1 .
(V2. (L)-1) = I ¢3<th-u) (5.5.11)
1 j=1
J

n Mp

3

dann reduziebt sich die linke Seite teleskopartig.



- 147 -
2. (1)-2._(0)=ul = (z.~z. .-u) [EETS) 131 (5. 5.192)
t t e T B : - 5.12

Dabei sind ét(O)zzt-und %(1) die Pivotprognosen.

Fiir 1+« n&hert sich die EFF asymptotisch der Geraden

- - - ¢
2,(1) =z tul+(z -z, 4-w) _ (5.5.13)

t 1-¢

wobei p der Anstieg der Geraden ist.

Beispiel 5.4.1.: ARIMA(1,1,0)=ProzeB

Zur Illustration betrachten wir den Prozef (140,8B)Vzt=a

mit zwei verschiedenen Mittelwerten

a) u=0 und b) n=0,2

a).u=0

2 (14t
20(1) = z.+Vz, 7Eo(1-¢D)

- - 1
= zt+Vzt4(1 0,87)

fir lse gilt
2,(1)

z +4(z -2 )y =

t t “t-1

11

Szt—uztwl

S ]

Abb.: Prognosefunktion eines ARI(1,1)-Prozesses mit u=0

asymptotische Gerade
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b) u=0,2
Die Prognosefunktion lautet

2.(1) = 2,#0,214(z -z, _,-0,2)u(1-0,8%) 131

t-1

flir 1+« erhalten wir
-0,8+0,21

zt(l) = Szt—uzt_1

asymptotische
Gerade

Abb.: Prognosefunktion eines ARI(1,1)-Prozesses mit pu=0,2

5.6. Die Prognose gemischter und IMA-Prozesse

5.6.1. Prognose eines ARMA(1l,1)-Prozesses

Die D-Form des Prozesses ist (vgl. (3.5.1)

(1—¢B)zt = (1-3B)at (5.6.1)

und damit lautet die Prognose in D-Form

Z = -9 =
zt(l) ¢zt a, 1=1
¢2t<1—1) 1>1 (5.6.2)

Die EFF ist L8sung von

(1-¢B)£t(l) =0 (5.6.3)

2.(1) = b{te! 1>q-p-d=0 (5.6.14)
und identisch mit der Prognosefunktion.
Die Pivotprognose ist

2 = = -0

zt(l) bo¢ ¢zt a, (5.6.5)
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Durch den einstufigen Prognosefehler
a, = zt-zt_l(l) = et(l) (5.6.8)
188t sich die EFF umformen zu

A VSR DU o
2,(1) = ¢ [(1-vrz +vz__ (1] (5.6.7)

-t_

wobei , Y = 6/¢ | (5.6.8)

ist.Aus dieser Formersieht man, daB sich die Pivotprognose

2t(1) aus einem gewogenen Durchschnitt der einstufigen Prognose

Et_l(i) und dem realisierten Wert z, zusammensetzt. Die weiteren
Prognosen fallen von diesem Wert exponentiell ab. (Fiir ¢=1 geht

die Prognose in den IMA(1,1)-Prozef {iber.)
Das Verhalten der EFF ist dem eines AR(1)-Prozesses &hnlich,
nur daR die Prognosewerte erst ab it(l) exponentiell abfallen.

2t

=
o .
ﬁ——x——e—_
B
Mr-x
w = X
+F X
el
Kal

Die Varianzfunktion

Setzen wir die ¥ .-Koeffizienten (vgl. (U4, 3,10))in die Varianz-
formel (3.5, 23) ein, so erhalten wir

1-1
V(1) =021 y? :
3520 3
21-2
02(1-(¢-e)2(1_i__7_
1-6

flir 1+ strebt die Varianzfunktion gegen wen Grenzwert

)) (5.6.9)

2
o2 1-200 48

V(1) = (5.6.10)
a 1_¢2
Die Update-Formel fiir den ARMA(1,1)-Proze® lautet
5 - —gye1i-1 6
zt+1(l) = 2t(l+1)+(¢ 8)¢ Q441 (5.5,11)
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§.6.2. Die Prognose des ARIMA(1,1,1)-Prozesses

Die D-Form des Prozesses lautet (vgl. ¢ .3.1 ))
- = -8
(1 ¢B)Vzt (1 B)at
und die Prognosefunktion lautet

2t(l) = (1+¢)2t(1—1)-¢zt(l-2)

Die Pivotprognosen sind

Z

it(O) +

"

2t(1) (1+¢)zt-¢zt_1-6at

Die EFF erhalten wir durch Ldsung von
(1-¢B)(1-B)Z (1) = 0 1>q-p-d=-1
> o) ()1 N
zt(l) = bo +b1 9 120

Die EFF lberdeckt die Prognosefunktion %t(l) und

enthdlt den Wert 1=0.

' (t)

Bestimmen wir die Konstanten bi

so erhalten wir

t) _ ¢ )
byt =zt (zemzio)” 105 3
(ty _ _1 _
by = = I:E[eat 9(z -z, _4)]
Damit lautet die EFF
a - (1-¢7) (1-97)
20 (1) = zprb (2 m2 )09 3

(t)

Fir 1-= strebt die EFT gegen den Grenzwert b0

(5.6.12)

(5.6.13)

(5.6.14)

(5.6.15)

(5.6.186)

(5.6.17)

durch die Pivotprognose,

(5.6.18)

(5.6.19)

(5.6.20)
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5.6.3. Der IMA(1,1)=-Prozef

Der IMA(1,1)-ProzeR nimmt eine besondere Stellung innerhalb
der Prognose der ARIMA-Prozesse ein, da er unabhédngig von
der Darstellung innerhalb der Klasse der ARIMA-Prozesse als
exponentielles Glidtten ("exponential smoothing™) grofe
praktische Bedeutung erlangt hat.

Die D-Form des Prozesses lautet

Vzt = (1-9B)at (5.6.21)

Nehmen wir bedingte Erwvartungswerte zum Zeitpunkt t+1, so
erhalten wir die Prognosefunktion

-~

= 3 - A
zt(l) = zt(l 1) 1=1 (5.6.22)

mit der Pivotprognose

Die EFF ist mit der Prognosefunktion identisch und verliuft
ausgehend von der Pivotprognose parallel zur Zeitachse,

24
. : B——————3¢ >
1 1 1
t 1 2 3 1

Die Prognoéefunktion flr leadzeiten 121 ist eine sogenannte
"no change"-Prognose. Die Bedeutung der Prognose des IMA(1,1)~
Prozesses liegt im kurzfristigen Bereich, speziell der ein-
stufigen Prognose. Dazu kann man zwei Prognoseformen ableiten,
die sich nur in der Interpretation des Modellparameters
A=(1-8) in Bezug auf die Bewertung von Prognosefehler, letzter
Prognose und realisiertem Wert unterscheiden.
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Ausgangspunkt beider Formen ist der einstufige Prognosefehler

et(l)

at+1 =

= zt+1-zt(1) (5.6.24)

und die Pivotprognose

2t(1) = zt-eat . (5.86.25)

Prognoseform 1

erhalten wir, indem wir a, als den einstufigen Prognosefehler

des Prognosezeitpunktes t-1 auffassen und nach Z, aufldsen

z, = zt_1(1)+at (5.6.26)

Setzen wir diesen in die Pivotprognose (5.5.24) ein, so er-
halten wir

2,(1) = 2., (1)+(1-0)a,

~

=2, _,(+ra (5.6.27)
wobel

A= 1-86 (5.6.28)

der einzige A-Paramqﬁer der V-Form des IMA(1,1)-Prozesses

ist (vgl.(4.4.5)). Wir kdnnen daher den Index weglassen.

Mit Hilfe der Formel (5.6.27) lassen sich die einstufigen
Prognosen wie folgt "fortschreiben": Die neue Prognose

Qt(l) erhdlt man durch Addition der letzten Prognose plus

einem mit bewerteten Prognosefehler et_1(1)=at. Der Parameter
A kann somit als Bewertungsfaktor des Prognosefehlers fiir ein-
stufige Prognosen interpretiert werden. Fir einstufige Prognosen
ist die Prognoseform 1 dquivalent der Update-Formel fiir
Prognosen (vgl. (5.3.42)). '
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Prognoseform 2

erhalten wir, indem wir den einstufigen Prognosefehler

- zum Prognosezeitpunkt t-1

a =

t zt-z (1)

t-1

direkt in die Pivotprognose einsetzen:

zt(1> (1)

-9 83
(1-8)z + Zyq

Azt+(1—l)zt_ (1D

1

(5.6.29)

(5.6.30)

In dieser Form ist die einstufige Prognose ein gewogenes
Mittel aus der Prognose zum Zeitpunkt t-1 und der neuen
realisierten Beobachtung Zyo Fir die Prognose als Funktion

des Parameters A, bzw. @ ergeben sich zwei Extremfille:

A+0  (8+1) bedeutet, daB die neue Beobachtung nur mit werig

Gewicht in die Prognose eingeht. Man vertraut

eher der alten Prognose.

A+1 (6+0) bedeutet, daB die neue Beobachtung mit A-Prozent

in die Prognose eingeht. Der alten Prognose wird

zugunsten des neuen Wertes kaum Gewicht beigemessen.

Beobachtungs- einstufige
ebenen ‘ Prognosen
Prognose- ¢ realisierte
fehler ét-i(l) Beobachtung
v -A
t a, 1 1 24
| 2 |
A t A
t+l Gty | 2441
. I
+. zt+1(1)i?
|
¥
Prognoseform 1 Prognoseform 2

Prognose-
ebenen

t-1

t+1

Tabelle: Einstufige Prognosekette fir beide Prognoseformen
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In obiger Abbildung wird gezeigt, wie man die beiden Prognose-
formen miteinander vergleichen kann. Wir unterscheiden in der
Kette der einstufigen Prognosen als Horizontalschnitte einer-
seits Beobachtungsebenen (links) und andererseits Prognose-

ebenen (rechts). Als Vertikalschnitte der Prognosekette er-
halten wir Prognosefehler, Prognosefunktion und Beobachtungen.
Prognoseform 1 und Prognoseform 2 verwenden jeweils die linke

oder die rechte Vertikale in Kombination mit der Prognosefunktion.

An den Kanten sind jeweils die Gewichtungsfaktoren angegeben.

Prognose in invertierter Form

Wegen der n-Form des Prozesses

z, =45 (1=0)3 7Tz (5.6.31)
AT

ist die Prognose in w-Form

- 2y (1-yyi-2
2,(1) = A £ (1=00"" "[zy,q 4] (5.6.32)
=1
Fiir die einstufige Prognose lautet sie
_ _ 132
2,(1) = dz +x(1-2)z _ +2(1-2)%z, o+... (5.6.33)

In dieser Form erkennt man an Hand der geometrischen Ge-
wichtungsfaktoren eine Darstellungsform des exponentiellen
Glattens.

Die Varianzfunktion

Da die ¢j=A » J=1,2,... konstant sind, hat die Varianz-
funktion die einfache Gestalt

1-1

2 2
%l Y3

j=o0

V(1)

i

o§(1+(1-1)A2) (5.6.34)

Allerdings weist sie flr 1+« ein explodierendes Verhalten auf.
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5.6.4. Der IMA(2,2)-ProzeR

Die D-Form des Prozesses lautet (vgl. (4.5.1))

2 - _ - 2
v zy = (1 GlB 62B )at (5.6.35)

Nehmen wir bedingte Erwartungswerte zum Zeitpunkt Ziiqo erhalten
wir die Prognosefunktion

2, (1) = 2z -z, _4-04a,-0,a, ,

Zt(Z) = 22t(1)-zt-62at (5.6.36)
5 - 9 -13-5 - 3

zt(l) = 2zt(l 1) zt(l 2) 123

Die EFF ist L&sung von
(1-B)%% (1) = 0 1>p+d-q=0 (5.6.37)
. v IR GO NG D)
zt(l) = bo +b1 1 1>0 (5.6.38)

~

mit den Pivotprognosen it(i) und zt(z)n PrognosefunktiOn und
EFF fallen bei diesem Modell zusammen.
Updaten der Prognose

Die wj-Koeffizienten in V-Form lauten (vgl. (4.5,13))

by o= A #ing 3=1,2,... (5.6.39)
mit

Ao = 1+62 (5.6.40)
und Al = 1-91-92 (5.6,41)

Die Update-Formel lautet daher

(1)

5 2, (1+1)+¥,a

t+1 17 t+1

oA A A
zt(l+1)+( o+l 1)a,C+ (5.6,42)

1

.Die Varianzfunktion

Setzen wir die wj aus (5.6.39) in die Formel flir die Varianz-
funktion eih, so erhafffn wir

V(1) = 023 w§ - (5.6.43)

j=o

2 - 2.1 _ - 2 -
Ua(1+(1 1)X0+§1(1 1)(21 1)A1+AOA11(1 1i»
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zt(l)

Abb.: Prognosefunktion fiir den IMA(2,2)-ProzeB

Wie wir in Abschnitt 4.5 gesehen haben, ist der IMA (2,2)-
Prozefs zur Darstellung eines stochastischen Trends geeignet.

In der Prognosefunktion wird der stochastische Trend zu einer
Prognosegeraden, da der stochastische Trend durch Kumulation
von zukinftigen Stdrungen entsteht, die zum Prognosezeitpunkt t
noch nicht bekannt sind. Die Lage der Prognosegeraden wird

~

durch die (adaptiven) Pivotprognosen Qt(l) und zt(2) bestimmt.

5.6.5. Der IMA(2,3)-Prozef

Die D-Form lautet

2, = (1-6.B-
V°z, = (1-6,B-8,B

2 3
_638 )at (5.6.4’4)

flir den Zeitpunkt t+1:

= a -8 8

£+17%1%041-1790%441-27%33 4113

(5.6.45)

2417224121 %1410
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Durch bedingte Erwartungswerte erhalten wir die Prognose-
funktion

2¢(1) = 2z4-zp 4-04a,-0)a, =643, ,
2,(2) = 22_(1)-z_-0,a,-0.a,_ _
t t to2t T3tel (5.6.46)
2t(3) = 22t(2)-2t(1)—63at
zt(l) = 22t(1~1)-2t(l-2) 1>3
Die EFF ist fir 1>q-p~d=3-2=1 definiert als

Die p'=2 Pivotprognosen sind 2t(2) und 2t(3)

Die Gestalt der EFF ist dieselbe wie fir den IMA(2,2)-Proze’,
die Prognosegerade wird durch die Werte Qt(2) und 2,.(3) fest-

gelegt. Die EIT ist erst flr 1=2 mit der Prognosefunktion

identisch.
Pivotprognosen
2t(l) ventuelle
Prognosefunktion
. . 1
. ° [] 1 []
. 1 2 3
: ! i 2 t
t t+1 t+2

Abb.: Die EFF eines IMA(2,3)-Prozesses
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Al APPENDIX: Partielle Autokorrelationsfunktion

Im folgenden Abschnitt soll eine kurze Einflhrung in die Idee
der partiellen Korrelation und ihre Anwendung als partielle
Autokorrelationsfunktion in der Zeitreihenanalyse gegeben
werden (vgl. Kendall & Stuart, Vol.II, S$.317 ff.). Historisch
gesehen wurde das Konzept der partiellen Korrelation filir die
Normalverteilung entwickelt und wurde ‘dann auf andere Ver-

teilungen lbertragen.

A 1.1. Idee der partiellen Korrelation

Seien X und Y zwei Zufallsvariable mit gemeinsamer Verteilung
p(X,Y). Diese sei normalverteilt (bzw. fast normalverteilt) und
damit kann man den Korrelationsparameter als MaR fir den
Zusammenhang zweier Zufallsvariabler definieren. In der Praxis
treten oft Schwierigkeiten bei der Interpretation berechneter
Korrelationskoeffizienten zweier Zufallsvariabler auf. Wenn
zwel Variable miteinander korreliert sind, so kann das des-
wegen der Fall sein, weil beide Variable jeweils mit einer

dritten Variablen Z zusammenhédngen.
Xe——> Y
Z

Dies kann daran liegen, daR man das Problem des Zusammenhangs

zu isoliert gesehen hat und die dritte Variable nicht weiB,

oder vergessen hat, oder daR die gefundene Korrelation aus einer
multivariaten Untersuchung stammt, wo man bereits Vermutungen
hat, dal bestimmte Variable einen bivariaten Zusammenhang mit

beeinflussen.
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Diese Uberlegungen fiihren zur Frage, ob es nicht m&glich ist,

ein Korrelationsma® zu definieren, aus dem der EinfluBR einer

(oder mehrerer) Variabler ausgeschaltet werden kann.

Fir n=3 ist der partielle Korrelationskoeffizient ein Korre-

lationskoeffizient zwischen X und Y bei gegebener Variabler 7

und wird mit p - :bezeichnet.
XY +2

O r D, P
s X2Z XY Jz (A 1.1)

(1-p§y)(1-p§z)

pxy.z

Der partielle Korrelationskoeffizient Py Zist der Korrelations-

parameter der bedingten NormaIVertellung p(Kﬂ?Z) “von

3 normalverteilten ZufallsgrdRen. Im Gegensatz zu Randverteilun-

gen, wo Uber den EinfluR der Variablen Z gemittelt wird, ist

der Korrelationskoeffizient der bedingten Verteilung eine

Funktion der bedingten Variablen Z, wobei der EinfluR der

- Variablen Z konstant gehalten wird.

A 1.2. Interpretation des partiellen Korrelationskoeffizienten

In der Interpretation des partiellen Korrelationskoeffizienten

unterscheiden wir drei wichtige Fidlle:

(1

(2)

Py > Pxy.z

Ist die normale Korrelation Pry grdfer als die partielle
Korrelation pxy.z(unter Ausschaltung Qer Variablen Z), so
kann man daraus schlieBen, daB der ~Zusammenhang zwischen
X und Y zum Teil auf den EinfluB der<Vafiablen Z auf beide
Variablen zuriickgeht.

Pry >> Pxy.z ™ ©

Ist die Korrelation Pyy bedeutend gréfer als die partielle
xy.2° die fast Null oder Null ist, so ist der
starke Zusammenhang von X und Y eine Scheinkorrelation, da

Korrelation p

der gesamte Zusammenhang von X und Y auf die starke Korrelation
der dritten Variablen Z auf jede einzelne Variable X und Y
zurlckzufiihren ist.
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(3) pXY < pXY.Z

Ist die Korrelation 04 kleiner als die partielle

Yy

Korrelation Py so kann man daraus erkennen, daf die

vez’
dritte Variable Z den Zusammenhang zwischen X und Y
gestdrt hat, bzw. teilweise verdeckt (Z is '"masking the
correlation”). Man sagt auch, Z "maskiert" die Korrelation

von X und Y.

Beispiel A 1.1.

Wir betrachten einige einfache Fdlle der paarweisen Korrelationen (CC)
dreier Zufallsvariabler und berechnen jeweils die partiellen
Korrelationen (PCC)

ceC Dritte Variable PCC
Pxy Pxz pyz pxy.z
a) 1 +1 +1 1
2 2 2 3
1 +1 -1
1 1 1
c) "2 7 7 1
1 1 1 1
d) 3 2 7 3
e) % o7 o7 0

%-, das

jede der drei Variablen gleichen Anteil an der gemeinsamen

Im Fall a) und d) besagt die partielle Korrelation von

Korrelation hat.

Im Fall b) und c¢) ist die dritte Variable jeweils positiv
oder negativ mit X und Y korreliert, soda® der echte Zusammen-
hang der Variablen X und Y gestdrt wird.

Im Fall e) ist die Korrelation von 0.5 zwischen X und Y eine
Scheinkorrelation, da die dritte Variable (mit nur 0.7) mit
jeder Variablen korreliert ist.



0

- 161 -

Trotzdem muf man auch nach Verwendung von PCC vorsichtig in
der Interpretation sein. Auch fiir den Fall 3 haben wir
(statisch gesehen) keine Garantie, daB nun tatsichlich ein
starker Zusammenhang von X und Y vorliegt. Dies kann z.B.
durch den EinfluBR einer weiteren Variable erzeugt sein, die

in der Untersuchung iibersehen worden war.

Generell kann man sagen: Fir die Interpretation der partiellen
Korrelation gilt dasselbe wie fiir den gewShnlichen Korrelations-
koeffizienten: Die Annahme der Kausalitit in einer Beziehung
zweier Variabler ist immer auRer-statistischen Uberlegungen
Uberlassen.

A 1.3. PartiellevAutokorrelation

Gegeben sei die Zeitreihe

LY zit’z't+1’z‘t+2"“ tez ) (A 1-2)

Wir berechnen die Autokorrelationen

Cov(z,_,z )
- ‘ _ t " 7"t+k
Py = Corr(zt,zt+k) = Var(zt) (A 1.3)
Nun bezeichnen wir mit
pq = Corr(zt,zt+1) = pxy (A 1.4)
Py = Corr(zt,zt+2) = Pyy _ (A 1.5)
py = Corr(zt+1,zt+2) = pyz (A 1.8)

und stellen uns folgendes Problem:
Zeitreihen sind dadurch gekennzeichnet, daR aufeinanderfolgende

Beobachtungen stark miteinander korrelieren, Ist aber Zy mit

Zi4op NUr deswegen stark korreliert, weil z mit z korre-

t+2 t+1

liert ist und andererseits Zigq mit Zy korreliert ist?
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Py //ﬂ Py

Mit Hilfe des partiellen Korrelationskoeffizienten miRt man

die Korrelation von z, mit z indem man den Einflu® der

t t+2?
Variablen z konstant hdlt:
t+1
. _ Pxz Pxy Pys
Xy.2 _.2 _2
/(1 pxy)(l pyz)
Pr—p 2
s 2 L
= 2. T Pr,t+2.t+1 (A 1.7)
1--p1

Der partielle Korrelationskoeffizient beantwortet also die
Frage, ob die Autokorrelation zum lag 2 durch die Autokorrelation

zum lag 1 erkldrt werden kann.

A 1.4, Multivariate Normalverteilung

Bevor wir den PCC ableiten, bendtigen wir einige Resultate

der multivariaten Normalverteilung.

Def. A 1.1.: Reguldre Normalverteilung

Sei X = (X

1,...XP) ein (p-dimensionaler) normalverteilter
Zufallsvektor. Die gemeinsame Dichte ist
1
- 1 1 2 __:_].. - ] ‘1 -
p(x) = YOID) p/2 |z| “exp( 2(x uw)'sT T(x-u)) (A 1.8)

wobeil

p o= E(X) (A 1.9)

L o=

Cov(X) (A 1.10)
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der Erwartungswert u und die Kovarianzmatrix I ist. Die Ver-

teilung sei reguldr, d.h.|Z| # O, Wir schreiben auch kurz
X v N(u,z) (A 1.11)

Def. A 1.2.: Kofaktor

Die Kofaktoren einer quadratischen Matrix I=(pxp) lauten

- (=1yi*3
Iy = DYz (A 1.12)
wobeil ]Zijl die Determinante der adjungierten Matrix ist. Die
adjungierte Matrix Zij erhdlt man durch Streichen der i-ten

Zeile und j-ten Spalte (ist also vom Typ Zij=(p—1xp-1).

Anmerkung: Die Elemente der inversen Matrix I += (6*J) erhilt
man durch ) 5

otd - i (A 1.13)
bzw

pREPE R, (A 1.14)

- Zl adj *
wobei :
z I
11 tee ni
L_ .. = A 1,15
adj ( zln v znn ) ( )

Satz A 1.1.: Bedingte Normalverteilung

Sei X = N(u,Z) reguldr normalverteilt. Man partitioniere
X und £ in

X 2 (Xy5X,) (A 1.16)
( 241 Z12)
T = (A 1.17)
Lo Toq

Das ist die bedingte Verteilung von X1/X2 wieder normalver-
teilt mit der Dichte
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POxy I Xomx,) v NGy 55T4q ,) (A 1.18)
wobei
- -1 -
My p © u1+212+212222 (x2 u2) (A 1.19)
5 S DS S S S (A 1.20)
11.2 117%12%22 “12 .

Beweis: Siehe Anderson (1958)

Fiir die Ableitung des PCC verwenden wir die standardisierte
Normalverteilung.

Satz A 1.2.: Standardisierte Normalverteilung

Standardisieren wir in einer reguliren Normalverteilung jede

Komponente analog

7. = i21,...,D (A 1.21)
so ist Z=(Zl""zp) standardisiert normalverteilt mit
Z ~ N(&,C) (A 1.22)

wobei €=(0,...,0) der Nullvektor und C die Korrelationsmatrix
der Zufallsvariable ist '

1 p12... p1p

C = . . (A 1.23)

Die Ableitung des PCC

Im Unterschied zum multiplen Korrelationskoeffizienten ist der
PCC wie dergewthnliche CC ein MaB flr den Zusammenhang zweier
Zufallsvariabler. Jedoch bezieht der PCC andere Zufdlsvariable

in Form von bedingten Zufallsvariablen mit in die Analyse ein.
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Flir den PCC wird die Information von p-dimensionalen Ver-
teilungen immer auf zwei Variablen komprimiert und davon der
gewShnliche CC berechnet. Dazu zeigen wif, daf der gewdhnliche CC
als Funktion der Kofaktoren einer zweidimensionalen Kovarianz-
matrix erkldrt werden kann.

Sei X=(XpX,) ein zweidimensionaler Zufallsvektor. Die Kovarianz-
matrix @ lautet

2

o po. 0 o o

z =< v §) =< t 12) (A 1.24)
PG40, T, 9219 999

Der CC ist definiert als

Cov(Xi,Xz)

p =

/Var(Xl)Var(Xz)'

921

CIPLPY:

P
= =12 (A 1.25)
YV Iy9Zyq

wobel die ¥

-11'°'§22 die Kofaktoren der Kovarianzmatrix I sind.

Beispiel A 1.2.

Berechnung von °19.3 flUr drei Zufallsvariable

Sei X:hﬁgﬁgﬁ) ein dreidimensionaler normalverteilter Zufalls-
vektor mit Korrelationsmatrix

1 P15 Py3
E = 1 p23 (A 1.28)
. / .
1
Wir partitionieren in X:(X(l)XCZ)) mit
X = (X,X,)
(1) T2 (4 1.27)

2y 7 X3
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1 p
und gll =( 12)
l/' 1
- - t
212 = 1Pyg) = 221 (A 1.28)
§22 = (1)

Wir berechnen die bedingte Kovarianzmatrix

e -1
Z19.2 7 497810020,

1 0 P12
12 (1)(p 4npnq)
( R >-(°23) 12723

= (1'913 p12"’13923)

Loq ©

2
o/ 1-023

(“11.3 G12.3)

- (A 1.29)
o/ 090 .3

Die bedingte Kovarianzmatrix Li1.92 ist die Kovarianzmatrix einer

zweidimensionalen Verteilung mit Korrelationsparameter Pyp.3°
der nach Formel (A 1.25) aus Lyq.9 berechnet werden kann

912.3

P12.3

/9411.3%22.3

o} -p P
- 12 712723 (A 1.30)

/(1-02.) (102 )

Auf dasselbe Resultat kommt man, wenn man aus der Matrix C

die Kofaktoren bildet. I ist dann gerade die Matrix der

11.2
Kofaktoren
1
a2 23 | _ ,_ 2
€14 = D 0,5 1 = 1-0,3
1
o _anH 13 Y a2
Crp = (1) 0y5 1 = 1-07, (A 1.31)
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_ 3 |[P12 P23 .
Cq1p = (1) = ~(py9P13023)
Pgz 1

Diese Kofaktoren werden nun als Varianzen der bedingten
Variablen interpretiert und wir definieren als Korrelations-

koeffizienten der bedingten Variablen

9y
V€119,

P12.3

_ P127P13P23
v/

(A 1.32)

(1-p2 ) (1-p2 )

Dies legt nun nahe, folgende allgemeine Definition fir den PCC

einzufiihren:

Def. A 1.3,: Partieller Korrelationskoeffizient

Sel KF(Xl,...XP) eine p-dimensionale regulire Normalverteilung.
Fixieren wir (p-s) Variablen, d.h. partitionieren wir
5(1)=(X1,X2) und 5(2)=(X3,...,XP), so lautet der zugehorlge

partielle Korrelationskoeffizient

~C19
/911922
wobeil die Ci' die Kofaktoren von Pig der Korrelationsmatrix C

P12.34..p " (A 1.33)

(vgl. (A 1.23)) der standardisierten Zufallsvariablen sind.

SchlieBlich ist es naheliegend, die Formel (A 1.33) als PCC fiir

beliebig p-dimensional verteilte Zufallsvariable zu verwenden.
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A 1.6. Die PACF

Die in der Zeitreihenanalyse wichtige PACT ¢k ist eine Folge
von speziellen partiellen Korrelationskoeffizienten. Die Zu-

fallsvariablen sind in diesem Fall die um k=0,1,2,

e e VEDr-
schobene Zeitreihe
Xy = {Zt+k} t=1,...,0n-k (A 1.34)
Damit erhalten wir folgende Zuordnung
911 % P12
%22 = P13.2
%33 = P1y,23 (A 1.35)

Pk T P1k+1.23...k

Flir die Berechnung der PACF ist eine Folge von Autokorrelations-
matrizen P, zu bilden

1 Py e pk_1 Pi

Prer © 1, ' (A 1.36)
L ] . p 1
/. 1
und die zugehdrige PACF lautet
Pk = P1k+1.23...k -
-C

= 1k#1l (A 1.37)

/C11Ck+1,k+1

Man beachte, daf® die Kofaktoren im Falle der Autokorrelations-

matrizen eine spezielle Struktur aufweisen

Cyq = IPy] (A 1.38)

Crtl, k1 = | P | (A 1.39)
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Damit lautet -C
0., = —i2kil (A 1.40)
kk |Pk] .
C1 K41 13Rt sich als partitionierte Matrix von Pk und Py umfassen
-]
1... Pr—p P4
o Pt P2 P
1,k+1 . .
Pr-1 Py Px
= -[P, 0] (A 1.41)

wobeil [Pk p] bedeuten soll, daB die letzten Spalten der Matrix Py
durch den Vektor Py ersetzt wird. Damit lautet die PACF

det[P. .o, ]
_ kitk
e T TdeT(E) (A 1.42)

Damit kann man ékk als L&sung (mittels der Cramer'schen Regel)
des Gleichungssystems

Pk¢k = Py . (A 1.43)

P T gt (A 1.41)
Py’ = (pl,...,pk)
und der Autokorrelationsmatrix Pk
1 ‘pl «ave pk_1
P, = ?1 b ?k‘z (A 1.45)
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Die wichtigste Anwendung der PACF liegt im folgenden

Satz A 1.3.

Als PACF eines AR(p)-Prozesses erhdlt man die p autoregressiven

Parameter ¢1,...¢ d.h, -

P,
= ¢, k=1,...,D (A 1.486)

Beweis:

Fliir k=p ist das Gleichungssystem (A 1.43) &dquivalent mit den
Yule-Walker-Gleichungen (vgl. (3.2.,33))

P .
. Pt = ey (A 1.47)
mit
9 = (dg5eees0)
Damit gilt
. = 9 (A 1.48)
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APPENDIX A 2:

Momente von nichtlinearen Funktionen von Zufallsgr&Ren

In vielen praktischen statistischen Problemen ist es notwendig,
nichtlineare Funktionen von Zufallsvariablen (und ~vektoren)

zu betrachten. AuRer in Spezialfillen ist es allgemein nicht
mSglich, die exakte Verteilung dieser nichtlinearen Funktionen
abzuleiten, und daher m&chte man die Verteilung durch ihre
Momente beschreiben. Im folgenden zeigen wir, wie man
approximativ den Mittelwert und die Varianz einer nichtlinearen
Funktion einer ZufallsgrSRe bestimmen kann.

Mittelwert einer nichtlinearen Funktion

Gegeben sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor §=(X1,...,Xn)
mit Mittelwertsvektor E=(u1,...,un) und Kovarianzmatrix E:(ci.)
i,j=1,...,n. Es sei g(Xi,...,Xn) eine nichtlineare Funktion
des Zufallsvektors. Diese linearisieren wir durch eine Taylor-
Reihe um den Punkt a=(a1,...,an). Die Approximation erster
Ordnung ist n

: 3
g(Xl’XZ’...’Xn) v g(a19"‘9an)+.21 X.) (xi—a) (A 2-1)
1l= . .

wobei die (5%_)a die partiellen Ableitungen von g nach X; an.

der Stelle (Xi,...,X )= (al,...,a ) sind. Nehmen wir Erwartungs—
werte in (A 2. 1)
E(@(XyseeesX 0) v glag,.eusa )+ z ( L}E(X y-a;) (A 2.2)
i=1

und setzen wir a;=H;, SO verschwindet der zweite Ausdruck und
wir erhalten als Approximation erster Ordnung flr den Mittelwert
einer nichtlinearen Funktion

E(g(XqseasX ) Vg (A 2.3)
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A 2.2. Varianz einer nichtlinearen Funktion

Wegen (A.2,1) ist

n
(X senesX )gyseeesu ) v 2 8% (X -uy) (A 2.14)

d.h. die approximativen Abweichungen sind approximativ linear

in den Xi’

Die Varianz von Linearformen ist das Quadrat von (A 2.4)
n n
z

5 3g y (28
Var[g(X ,...,X 0] ® i=1j=1(3Xi)u(3Xj)UCOV(Xi’Xj) (A 2.5)

Beispiel A 2.1.: g(X)=X2

Fiir n=1 erhalten wir als approximative Varianz

g2
Var(g(X)) ~ (BX)uVarX
und wegen 2

ax _
(5% ), = 2w
ist

VarX2 N HUZVarX

e . RV
Beispiel A 2.1.: g(Xl,XZ)-(X1+X2

Fliir n=2 erhalten wir

2g,2 2g,2 3y (38 ~
Var g(X13X2) N (3Xiu VarX1+(aX%u VarX2+2(8X1)u(BX;UCOV(XI,Xz)

Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir an, daf® X, und X

1 2
unkorreliert sind (Cov(Xl,X2)=O), dann ist

1
38y o (x24x2y 2
(BXiu (X1+X2) X

i

P —— ]

Var((X2+X2) "
1 72 2.2
U1+U2

1 2 2
(u1VarX1+u2

Vaer)
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VERZEICHNIS DER VERWENDETEN ABKURZUNGEN UND SYMBOLE

ACF
ACovF
AR(p)
ARI(p,d)

ARIMA(p,d,q)

ARMA(p,q)

2t
[a¢]
bt
B
BJ

(t)
bs

84

CcC
Corr(X,Y)
C(t-k)

c

k
D-Form

Autokorrelationsfunktion
Autokovarianzfunktion
Autoregressiver Prozef der Ordnung p

Autoregressiver Integrierter ProzeB
der Ordnung p und d

Autoregressiver integrierter Moving Average
Prozef der Ordnung p,d,q

Autoregressive Moving Average Prozesse
der Ordnung p und q

Zufdllige StOrung (Random Shock)
Bedingter Erwartungswert der a,
Wurzel des ARI-Operators
Backwardshiftoperator

Box-Jenkins

Adaptive Koeffizienten der EFF

Wurzel des MA-Operators

Komplexe Zahlen

Korrelationskoeffizient

Korrelation der Zufallsvariablen X und Y
Homogene L&sung

Geschidtzte Autokovarianzfunktion
Differenzengleichungsform

Ordnung des Differenzenoperators
(Anzahl der Differenzen)

Determinante
Differenzenoperator
Differenzenoperatorform
Erwartungswert

Eventuelle Prognosefunktion

Bedingter Erwartungswert

Prognosefehler der leadzeit 1
Forewardshiftoperator
Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X

Bedingte Verteilung von X, gegeben Y



oy

Yza

Tk
I(t-k)
IMA(d,q)

L
1
A
MA(q)

Yi.2

N(u,z)

NCO,1)
PACF
PCC
P(A)

|P:p|

p(X)
p(X|Y)

p(xl,...,xn)

p'=p+d
p(B)

m=Form
7(B)
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AR-Operatorpolynom
Autoregressive Koeffizienten
Vektor der PACF

Partieller Autokorrelationskoeffizient
der Ordnung k

Verallgemeinertes AR-Operatorpolynom
Verallgemeinerte autoregressive Koeffizienten
Autokovarianzmatrix der Ordnung n
Kovarianzfunktion von z, und ay
Autokovarianzfunktion

Partikuldre Ldsung

Integrierter Moving Average ProzefR
der Ordnung d und g

Ldnge des Prognosezeitraumes

leadzeit

Koeffizienten der V-Form

Moving Average ProzeB der Ordnung q
Mittelwert der Zeitreihe
Mittelwertsvektor der bedingten Verteilung
Natlirliche Zahlen

Multivariate Normalverteilung mit Mittelwerts-
vektor # und Kovarianzmatrix I

Normierte Normalverteilung

Partielle Autckorrelationsfunktion
Partieller Korrelationskoeffizient
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A
Autokorrelationsmatrix der Ordnung k
Partitionierte Matrix (Matrix P, Vektor p)
Ordnung des AR-Operators (Anzahl der ¢i)
Wahrscheinlichkeitsdichte von X

Bedingte Dichte von X, gegeben Y

Wahrscheinlichkeitsdichte des Zufalls-
vektors (xl,...,xn)

Ordnung des ARI-Operators

Transferfunktion

Lineare Filterkoeffizienten

Invertierte Form

Inverses Polynom, Operatorpolynom der m-Form

Koeffizienten der n~Form
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Ordnung des MA-Operators (Anzahl der 6;)
Reelle Zahlen

Random Shock

Geschdtzte Autokorrelation der Ordnung k
Autokorrelation der Ordnung k

Vektor der ACFE

Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen
X und Y

Partieller Korrelationskoeffizient
Summationsoperator

Spektrum zur Frequenz f=%
Adjugierte Matrix von g

Kovarianzmatrix der bedingten Verteilung
Elemente der inversen Matrix von

Varianz der a,

Varianz der z
Kovarianz der Zufallsvariablen X, und X

1 2
Indexmenge
Periodenldnge
Truncated Random Shock
a% Grenze der Normalverteilung
MA-Operatorpolynom
Moving Average Koeffizienten
Varianzfunktion der leadzeit 1
Varianz der Zufallsvariable X
Stochastischer ProzeB
Zeitreihe

Bedingter Erwartungswert der Z,

Homogene Lééung

Partikuldre LOsung

Normierte wn-Form

Prognosefunktion

Eventuelle Prognosefunktion
Nullvektor



