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Vorwort

Die Box-Jenkins-Methode zeichnet sich durch eine in drei
Punkten zu unterscheidende Philosophie des Modellbaus aus:
Identifikatién, Schdtzung und Diagnose. Flir die praktische
Anwendung sind besonders die Identifikations- und Diagnose-
phasen wichtig. Flir saisonale Box=Jenkins-Modelle (SARIMA-
Prozesse) gibt es derzeit nur wenig detaillierte Literatur,
die den'Praktiker darauf hinweist, welche Modelle aufgrund
der Autokorrelationsfunktion gewd&hlt werden sollen und welche
die wesentlichen Unterschiede zwischen den Modellen sind.

Un die Ergebnisse dieser Arbeit flir praktische Zwecke
umsetzen zu k8nnen, wurde ein Programm zur Generierung von
ACF-und PACF-Funktionen entwickelt, das in das IAZ-System

eingebaut wurde.

Trotz des Prinzips der Parsimonitdt wird die ' Anzahl .unter-
schiedlicher saisonaler Modelle auch bei kleiner Parameter=-
anzahl sehr grof. Ferner beschrdnkt sich die Diskussion

auf Modelle mit Saisonfiguren der Linge 4. Dies erfolgte
hauptsdchlich deswegen, weil die laufende Prognose fiir die
8sterreichische Wirtschaft auf vierteljihrlichen Zeitreihen

basiert. Ein Hauptziel dieser Arbeit ist es, die Kluft zwischen

Theorie und Praxis im saisonalen Modellbau etwas zu verringern.
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Summary

The Box-Jenkins-method for estimating and forecasting

times series models relies heavily on the interactive
model building philosophy of identification, estimation
and diagnostic checking. For practical purposes the
identification and diagnostic checking phase are im-
portant. On seasonal Box-Jenkins-models (SARIMA-processes)
there is only few literature. Especially one has to know,
which autocorrelation function (ACF) leadsto which models,
and what are the main differences between the various types
of seasonal models,

To mdke the results practicable for the application of
model building, a com@uter program for generation of ACF
and partial ACF was developed and implemented in the IAZ-
System,

The paper contains a general discussion of seasonal models
and lists all important types of seasonal moving average
models up to three parameters. For each model the theoretical
ACF and the graphical display of the ACF is given. Also there
is a short discussion of the main features of each model, and

arguments are given for the choice between different models.
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Teil A: Das saisonale Box-Jenkins=-Modell

Saisonale Modelle

1.1. Einfihrung

Die Box-Jenkins-=-Methode zur Analyse von Zeitreihen
stellt nichtsaisonale Zeitreihen als stochastische

Differenzgleichung der Form

'_\?(B)zt = G(B)at ' (1.1)

dar. Dabei ist y(B) der nichtstationire ARI-(auto-

regressive integrierte) Operator

4p(B) gP*dy -

,
(1-y:B-9,B". .9, 4

eyd taa m. g nPy (1.2)
(1-B)~ (1-8,B-... @pB )

vdias)

das Produkt aus dem nichtstationdren Differenzenoperator
d-ter Ordnung'Vd mit dem stationdren autoregressiven
Operator 9(B). ProzeB (1.1) heiBft ARIMA(p,d,q)-ProzeB,

zZ, ist die beobachtete Zeitreihe und a, ist der soge-

t
nannte "white-noise=Prozef",.

E at =0 )

Var a, = o v (1.3)

Cov ataszo

- Durch zusdtzliche multiplikative Operatorpolynome in (1.1)

kdnnen saisonale Komponenten in das ARIMA-Modell eingefiihrt
werden. Dies ist Gegenstand der saisonalen Box-Jenkins-
Modelle,

Wie bei den ARIMA-Prozessen, sc wird auch bei saisonalen
Modellen das Prinzip der Parsiménitit . gefbrdert. Die
Anzahl der Parameter eines saisonalen Modells soll ohne
Verlust der ad&quaten Darstellung so klein wie md&glich
gehalten werden,



Saisonale Modelle sind durch Saisonfiguren gekennzeichnet,

die durch zufdllige

Storungen oder anderen Prozessen Uber-

lagert werden. Die Saisonfigur kann im wesentlichen als

periodische Funktion

angesehen werden., Die Periodenlédnge

ist gleichzeitig Lidnge der Saisonfigur. Nach der Lidnge der

Saisonfigur unterscheiden wir

Beispiel 1.1

s = 12 monatliche Zeitreihen
s = U4 wvierteljdhrliche Zeitreihen
2 halbjdhrliche Zeitreihen

S

Brutto-Anlage Investitionen Usterreichs

Diese vierteljdhrliche Zeitreihe enthdlt eine sdgezahn-

dhnliche Saisonfigur

Beispiel 1,2

Kreditvolumen

75 76 77 78 +
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Die bisherigen Modelle der Saisonbereinigung von Zeitreihen

gehen vom

additiven Modell z-= T+S+1I oder vom
multiplikativen Modell z = TxSxI
aus, wobel
T ... die Trendkomponentev

S ... die saisonale Komponente

I .., die irregulidre Komponente
bedeutet. Mathematische Modelle fiir den Trend sind Polynome
in der Zeit t, flir die saisonalen Komponenten harmonische
Reihen der Form

Z A cos(ait+ﬁi) (1.4
i
Die irreguldre Komponente ist eine Restgrdfe,die aus T und S

nicht weiter erklirt werden kann und ist einestochastischer
ProzeR, der dem white noise Proze® nahe kommen soll.

1.2, Saisonfiguren als Spezialfille des AR(2)-Prozesses

Gegeben sei der AR(2)-Prozef

2y, -
(1-0,8-0,8%)z =a, (1.5)

Damit der ProzeR stationdr ist, miissen die Parameter in
folgendem Bereich des 'Rz liegen (vgl.G.E.P.Box~-G.Jenkins
(1970) S.58 und Stralkowski (1970))

MQ{ €1

[84] <2
(1.6)

@1 + @2/ <1

¢, - @ <1

Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung

(1-a1B) (1-a,B) =0 (1.7)



(konjugiert) komplex, so lauten die L&sungsfolgen
z,=C v cos(8t+C,) (1.8)
t 71 2 .

mit

r = v—ﬁz -15®2$O (1.9

cos 6 = . 0¢0¢M, 6,40 (1.10)
2”—@2
Nur fir ®2=-1 treten ungeddmpfte (reine Sinus-) Schwingungen
auf. Fir 9=%1 seien im folgenden flir spezielle Perioden-
lingen T(=1,2,3,...) die AR(2)-Prozesse und die Zeitreihen fiir

die Anfangsbedingungen zo=O und 21=1 berechnet,

a) T=1
. @
cos 27 = 1 = 1
2V—®2
@1 = 2 -®2

Tir ®2=—1 ist ®1=2
Die D-Forﬁ)lautet

(1-2B+B2)zt=0

(1_B)2Zt -0 (1.11)
243224097240
Z
t]o1]l23uss t
z,| 0 1 |2 3456 e
0123¢45
oder z, =t t=0,1,2,... (1.12)

%) D-Form: Abklirzung flir Differenzengleichungsform
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Dieses Modell ist nicht stationdr.

b) T=2

COS M T emmmmm = =7

=
RN
L1}
!
N
Ii
=
N

Fir ®2=-1 ist ¢2=-2

Die D-FTorm ist
<1+2B+82)zt=o

zt=-2 zt_,l—zt_2 (1.13)
t lo 1‘ 2 3.4 5
ztIO 1|-2 .3 -4 5

zt=(-1)t+1t £20,1,2,... (1.14)

Dieses Modell ist als Grenzfall ebenfalls nicht stationir.

Es weist ein explodierendes zyklisches Verhalten auf.

c) T=3
COS. -ZTW- = ®1 = ‘—%_
2“-@2
®1=‘q'¢2
®2=—1‘ ®1=f1

(1+B+B2)zt=0 |
(1515)

24772120

2,2{0,171}3 (1.16)



d) T=u @1
cos = = = 0
2
2y-9,

0,=0 2, beliebig fir ungeddmpft @,=-1
(1+B%)z, =0

t

ZpFT2422

+ |0.1|2 34

2|0 1] 0 -1
z,* {0,1,0,-1},
e) T=6
- 3,
cos = = - %
2V-®2
¢, = -0,
@2 = -1 @1 = 1
(1-B+B2)z =0
t
24524097242
t[ 0 | 2 4 5 6
ztl 0 l 1 0 -1 =1 0
z, = {0,1,1,0,-171}¢
£) T=8

(1-173

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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¢2

b1 = 7728,
¢2 = -1 ¢1 = /7
IR 2 -
(1-v2B+B )zt =0
- /7 -
2y = Y224 4724 (1.21)
t Io 1 | 2 3 4 5 6 7 8 9 1o
. | 0 1| y2 1 0 -1 =-/2 -1 0 1
z, = {0,1,/5;1,0,-1,-/7,-1}8 (1.22)
12 .
cos% =1 - %/?
2/=%,
PR
¢2 = -1 ¢1 = /3
(1-/§B+Bz)zt = 0 -~
z, = M3z, 477, (1.23)
t}l0 1}l2 3 4w 5 86 7 8 9 1o 11 12 13
|
2 | 0 1 !/? 2 /3 1 0 -1 -/3 -2 -/3 -1 0 1
z, = {0,1,/?,2,%?,1,0,-1,-/?,-2,-/3,-1}12 (1.24)



1.3.

Die diskutierten Fdlle sind Spezialf&dlle der Parameterkonstella-
tionen im stationéren(¢1,¢£rDreieck, wobeli die ungedd&mpften
Sinusschwingungen nur auf der Grundlinie des Dreilecks (¢2=-1)
auftreten. Sie treten auch in Zusammenhang mit nichtstationdren
Differenzenoperatoren als Bestandteile dieser Operatoren auf.

Zur Ubersicht diene folgende

Zusammenfassung:

Periodenl&nge T Operator
1 (1-2B+8%)=(1-B) 2
2 (1+2B+Bz)
3 (1+B+B2)
4 (1+B%)

2

6 (1-B+B“)
8 (1-v7B+B%)
12 (1-v3B+B%)

Saisonale Differenzenoperatoren

Wie wir gesehen haben, lassen sich streng periodische Funktionen
als Spezialfille des AR(2)-Prozesses darstellen. Die Saison-
muster, die durch sie dargestellt werden k&nnen, sind jedoch
nur auf wenige beschrédnkt. Damit gelangt man zur Betrachtung

. . s
des saisonalen Differenzenoperators 1-B~,

Dieser Operator ist auch folgender Motivation zugdnglich:
In saisonalen Zeitreihen, die eine Saisonfigur der Ladnge s
besitzen, weisen Beobachtungen, die s Intervalle auseinander-

liegen, ein &hnliches Verhalten auf.
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Daher. geht man in saisonalen Zeitreihen auf saisonale Differen-

zen der Form

<3
N
1

(1-Bs)zt =
= Z,-2 (1025)

{iber. Die Nullstellen des saisonalen Differenzenoperators liegen
am Einheitskreis

1-8° = 0
lan
B, = e~ © kz0,1,...458-1 (1.26)

und daher ist VS ein nichtstationdrer Operator. Durch die
Beziehung
S
(1-B )zt = 0
bzw.
(1.27)

kdnnen durch Angabe von s Anfangswerten beliebige streng

periodische Saisonmuster erzeugt werden.

Im folgenden seien einige wichtige saisonale Differenzenopera-

toren besprochen:

Der Operator 1-B2

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
(1-8%) = (1-B)(1+B) = 0 (1.28)
sind | B1=1 und BQ=-1

Die L&sung der Differenzengleichung ist

y. = Cisc, (- S (1.29)
Setzen wir die Anfanésbedingungen yo=0 und y1=1 ein, so erhalten
wir

0 = C1+C2

1 =

Cl-C2 (1.30)



bzw C1 = % und C2 = -%. Wir erhalten somit mit
=1 _ 1ot
Yt =3 2( 1) (1.321)
Vi = {0,1}2 1-
1.
2

den Typ der Sdgezahnkurve flir s=2.

Beispiel 1.3.: (1+Bz)zt=0

Im Unterschied zum saisonalen Differenzenoperator ist dieser
ProzeB ein Spezialfall des AR(2)-Prozesses mit der Perioden-
lidnge T=4 (vgl. 1.17). Nun sei die komplexe Ldsungsfolge ab-
geleitet:

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung

(1+8%) = 0 (1.32)
sind B1=i und B2=—i (vom Typ ufiv)

r = /:EZ = {u2+v2 = 1 (1.33)

cos® = = = 0 (1.34)
bzw.

tge = = tgd = -2

Dies entspricht einem Winkel von 61=% und 62=§%. Nach der

Formel T=2w/6 sind die dazugehdrigen Periodenldngen leu und
T2=4/3. Wegen des "aliasing"-Problems ist T2=4/3 eine

asoziierte Periode, die dieselbe diskrete periodische Punktfolge

liefert. Es gentigt daher, nur Winkel 0%£6%4r zu betrachten.
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Beispielhalber betrachten wir im folgenden beide L3sungsfolgen

1. T
yi ® Acos(2t+B)
y2 = Acos(-3-’21t+B) (1.35)

Die Anfangsbedingungen seien yo=0 und y1=1

0 = AcosB

- T = 31

B, = 5s By = 5 (1.36)
Zur Bestimmung von A aus der zweiten Anfangsbedingung haben

wir 4 M&glichkeiten

a) 61,B1 1 = Acosnm + A = -1
b) el’B 1 = Acos2ws » A = 1
c) 62,B1 1 = Acos2w -+ A = 1
a) 62,B2 1 = Acos3n > A = =1
Wir erhalten vier LSsungsfolgen
- - Teely = - T
aj Ve = 1cos(2t+2) = cos(z(t+1))
b) Vi = 1cos(—t+3g) = cos(%(t+3))
(1.37)

c) y, = 1cos( t+—) 2 cos(£(3t+1))=cos§£(t+l)

t 2 2 3
d) Yy = -1cos( t+——)'-cos( (t+1))

Die Folgen a) und d) sind dieselben, da T:% eine asoziierte
Periode (vgl. A 14) von T=4 ist.

cos%(t+1) cosé%(t+1) o (1.38)

Ebenso ist

cos——(t+—) (1.39)

™
cos7(t+3) 3



b)

_12_

Wie man nun leicht nachrechnet, ist

cos%t = {1,0,-1,0}, (1.40)
und .
cosf(t+1) = {O,-1,0,1}u (1.41)

der um b=z1 Einheit "spidter" begonnene Kosinuszyklus. Daher ist

-cos%(t+1) = {0,1,0,-1}, (1.42)
oder sin%t = -cos%(t+1) (1.43)

Entsprechend ist
cos(5(t+3)) = {0,1,0,-1}, ©(1.uw)

der um b=3 Einheiten spiter beginnende Zyklus. Wegen der Periodi-

zitdt ist b'=T-b = 4~3 = 1
cos%(t+3) = cos%(t-l) (1.45)

also gleich dem Zyklus, der b'=1 Einheiten "friiher" beginnt.

Der Operator (1-Bu)

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind
(1-B) (1+B)(1+B%) = 0 (1.46)

Wir sehen, daB sich der saisonale Differenzenoperator vierter
Ordnung aus dem saisonalen Differenzenoperator 2. Ordnung mit
dem speziellen AR(2)-Operator (1+B2) der Periodenlédnge T=U
(vgl. 1.17) zusammensetzt. Die L&sungsfolge ist

_ _aNt T
Vi = C1+C2( 1) +Acos(7t+B) (1.47)

Die imagindren Wurzeln'entsprechen wieder der Periodenlédnge T=4.

Die Anfangsbedingungen seien (V_,¥V,,¥,5¥,2=(0,1,2,3).
0?1°22°73
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Wir erhalten damit vier Gleichungen

(i) 0 = C1+C2+AcosB

(ii) 1 = Cl-C2+Acos(%+B)

(iii) 2 = Cl+C2+Acos(n+B)
: = C. - 3m

(iv) 3 =Cy 02+Acos( 2+B)

Wegen der Summensdtze gilt cos(w+B)=-cosB, cos(§%+B)=sinB,

cos(%+B)=—sinB

(iii)=-(1i) 2 = =-AcosB-AcosB = -2AcosB

AcosB = -1
(iv)=(ii) 2 = AsinB+AsinB = 2AsinB

AsinB = 1

tgB = -1

_ 3w (A
By = w o X
- S S - N S
Ay = °31:‘2“'1/—"”2 By = —=7 = =2
51n—E 7 2 31n—E

Die Konstanten C1 und C2 berechnen sich analog durch

(L)+(iii) 2. .= 2C,+2C

1 2
C1+Cz‘= 1
(iid+(iv) 4 = 2C1-2C2'
2 = Cl-C2
Daraus ergibt sich C, = 3 und C, = -l¢
1 2 2 2

Wir erhalten somit die L&sungsfolgen

_ 3.1 gt 21,30
Ve = % 2( 1)+ 2cos( ut+ u)

= 3.1 _Hyto T
Ye = 3 2( 1) 2005(2t+ u)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)
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Beispiel A 2:

7zum Nachweis seien die ersten vier Werte nochmals berechnet:

g, = oieZ-3D) = 1-1 = 0 2
yq = %+%*/?(-%/7) = 2-1 = 1 §%
vy = %-%+/?(%/7) = 141 = 2 §%
Vg = %+%+J7(%/7) = 241 = 3 1&“

c¢) Der Operator 1-B3

Dieser Operator kann zerlegt werden in

1-B% = (1-B)(1+B+B?%)

wobel der Operator (1+B+B2) einen Randfall des AR(2)-Prozesses
darstellt. Es ist eine Kosinusschwingung zur Periodenlénge T=3
(vgl., (1.15)).

d) Der Operator (1-B6)

Dieser Operator setzt sich zusammen aus
(1-83)(1+8%)

womit, wie zu erwarten, auch in diesem Modell der Operator
(1—83) vorkommt und damit eine Periodenldnge von T=3.

12

e) Der Operator (1-B~°)

Dieser zerlegt sich in

(1-83) (1+8%) (1+8%)

womit wieder Cosinusfunktionen der Linge T=3 enthalten sind.
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Saisonale Modellklassen

Das multiplikative Modell

Im folgenden sei die Motivation eines multiplikativen Zeit-
reihenmodells (nach Box-Jdenkins (1970), S.303) wiedergegeben.
Eine saisonale Zeitreihe mit bekannter Saisonfigur der Ldnge s

und N Beobachtungen werde mittels

N = Ms+c (2.1)
wobel M = mod(N,s) (2.2)
C = N-Ms (2.3)

in ein Matrixschema geschrieben

{Zt}tzl,...,N v {Zmr}m=1,...,n+c (2.4)

r=1,...55
wobel C die restlichen Elemente der Zeitreihe enthalten

Cc = (2.5)

{2p41,12 292001,

In Tabellenform:

Saison r
Zyq g e Z4g
221 222 e o & 9 Zzs
Jahre m : ‘
. +—> b)
a)
ZM1 9 9.0 ., B ZI"{S
ZM+1,1 co IMyl,c

Diese Tabelle hat s Spalten (flir jedes Element der Saisonfigur)
und M+1 Zeilen, die den Jahren entsprechen, wobei die M+iste Zeile
das letzte noch nicht vollsté&ndig bekannte Jahr ist. Die Anordnung
in dieser Tabelle soll herausstreichen, daB flir saisonale Zeit-
reihen zwei Zeitkomponenten von Bedeutung sind: die monatliche,

und j&hrlich saisonale.



Man kann daher zweierlei Art von Zusammenhang erwarten:

a) von aufeihanderfolgenden Jahren flir jeden Monat

Zoa 5Znyesssl r=1,...38
1r?“2r my

b) von aufeinanderfolgenden Monaten in einem Jahr

ceesZ =1,...,M
Zm12%m2° *“ms m=1, ’

Dieses Schema ist der Varianzanalyse &hnlich, in dem die Spalten

die Saisoneffekte und die Zeilen die Jahreseffekte widerspiegeln.

Das multiplikative Modell spezifiziert flir die beiden Komponenten
eines saisonalen Modells jeweils einen ARIMA-Prozef und setzt

beide multiplikativ zusammen.

Komponente a)

Zundchst spezifizieren wir die saisonale Komponente, indem
wir fir einen bestimmten Monat r (14ré¢s) fir aufelnanderfolgende
Jahre einen ARIMA-ProzeB ansetzen

Zt,r - let—l,r+¢22t-2,r+"'+®Pzt—P,r+at,r (2.6)

Gehen wir nun auf die eindimensionale Schreibweise zurilick, so ist

Z +¢,2 +esotd

t 1%t-s7%2%¢-2s pZt-pst@

(QlBS+¢2BZS+...+<I>PBPS)zt+at (2.7)

i

Bringen wir den Klammerausdruck auf die linke Seite, so erhalten
wir s s 2s Ps

e(B )z, = (1—¢1B -%,B =...=0pB :)zt = ay (2.8)
Wir nennen QP(BS) das saisonale autoregressive Operatorpolynom
(kurz: SAR-Operator) der Ordnung P, wobei der Index P auch weg-

gelassen werden kann.
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Analog zu dieser Ableitung definiert man das saisonale Moving-
Average Polynom (SMA-Polynom) @b(BS) der Ordnung Q

S s Qs
B = (1-&B"-...-E&.B 2.9
@, (8> = (1-§ &5~") (2.9)
und einen nichtstationdren saisonalen Differenzenoperator Vg
v2 = (1-8%)° (2.10)

Damit k&nnen wir die saisonale Komponente folgendermaRen -
spezifizieren
2(85)722, = @(8%) (2.11)
s“t “t .

Wir bezeichnen den St&rprozel mit g da im allgemeinen der

b
durch ein saisonales Modell spezifizierte Prozef noch keine
StSrungen a, liefert, die einem white-noise-ProzeR gehorchen.
Von den saisonalen Operatorpolynomn(SAR und SMA) fordert man
ebenfalls, daR sie den Stationaritdts~ und den Invertibilit&ts-

bedingungen genligen.

Man beachte, daB wir bei dieser Art Spezifikation eines saisonalen
Modells angenommen haben, daf die saisonalen Beziehungen flr

jede Saisoneinheit r (Monate, Quartale, etc.) dieselben sind.

Die Parameter 9 und C% sind flir alle Monate (Quartale) gleich.
Dies kann als Prinzip der Parsimonitdt fiir saisonale Modelle

interpretiert werden.

Komponenten b)

Durch die saisonalen Komponenten a) kann ein saisonaler Prozef .
im allgemeinen nicht alleine erklirt werden. Fiir den RestprozeB
a, kann man wieder versuchen, einen (nichtsaisonalen) ARIMA-
Prozef zu spezifizieren.

A ] .
$(BIV @, = S(B)at ’(2.12)



Der dadurch gewonnene StdérprozeB a, soll nun mdglichst einem
white-noise-ProzeB nahekommen. ¢(B) und g(B) sind die jeweiligen
AR~ und MA~-Operatorpolynome vom Grad p und g, die ebenfalls die

Stationaritits- und Invertibilitdtsbedingungen erfillen.

R,
$(B) = (1 q:lB ‘I’pB ) (2.13)
|
0(B) = (1-p,B-...=0.BY (2.14)
@ s (1-3)¢ (2.15)

Mit-y(B):Vd¢(B) bezeichnen wir den nichtstationdren verallge-

meinerten autoregressiven Operator (ARI-Operator).

Zusammensetzung der Komponenten a) und b)

Wir driicken die erste ProzeRkomponente in der Random-Shock-Form

aus
_~—1,.8 S\gD

ap =@ T(Be(B)V z, (2.16)

und setzen diese Form in die Komponente b) ein

@'1<BS>¢‘<BS>v§¢<B>vd = 8(B)a, (2.17)

bzw.
@(BS)¢(B)Vng

- s
Z, -@(B Yo (Bla, (2.18)
Wir bezeichnen diesen Prozef als SARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)S-ProzeB.

Als Black-Box-Schema kdnnen wir den ProzeB folgendermafen auf-

fassen:
at-)i‘m + [AR] > V-l > ISMA| - iSAR > .V-S-1 -> Z‘t
€t Bt o St b,
0(B) ¢ B sd ®(8%) ¢ (BS) sd

S

Weiters wollen wir folgende Abklirzungen verwenden:

Def. 2.1.: Verallgemeinerter saisonaler Operator ¢S(B)
(ARIS—Operator)

85(B) = @(Bswg (2.19)

Die Ordnung des ARIS-Operators ist P_+sD = s(P+D)
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Def. 2.2.: Verallgemeinerter autoregressiver.saisonaler

Operator (SARI-Operator)

~°(B) =6 (B)y(B)

@(BS)¢(B)V§Vd (2.20)

Die Ordnung des Operators ist Lz=s(P+D)+p+d

Def. 2.3.: Saisonaler Moving-Average-Operator (SMA-Operator)
8°(B) = 8(B%)8(B) | (2.21)

Die Ordnung des SMA-Operators ist L=Q+q

Der SARIMA(0,1,1)x(0,1,1) -Prozel

Die D-Form

So wie der IMA(1,1)-Prozef ein wichtiger ProzeR der ARIMA-
Prozesse ist (exponentielles Gldtten), so ist auch der SARIMA
(O,i,l)x(O,l,l)s-ProzeB einer der wichtigsten Prozesse zur
Prognose von saisonalen Zeitreihen. Er ist multiplikativ aus
einem IMA(1,1)-Prozef zwischen den Saisonen und innerhalb der
Saisonen zusammengesetzt. Folgen wir den vorangegangenen Aus-
fdhrungen, so reprdsentieren wir die saisonale Komponente durch
einen SIMA(1,1)_-ProzeR v

V..z. = (1-8B1%ya

12%¢ (2.22)

t
Die Periodenkomponente (je nachdem, ob j&hrliche, vierteljdhr-
liche o.a. Zeitreihen vorliegen) ist '

Vat = (1—88)at (2.23)

wobei 6 von 8 im allgemeinen verschieden ist. Setzen wir beide

Komponenten zusammen

_ _ _ani?
VV12zt = (1-6B)(1-6B )at (2.24)
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oder ausgeschrieben lautet die D-Form (Differenzengleichungs-
form)

za_=-0a -8a -88a (2.25)

Zpo1378:7 %177 %12 t-13

2720017 %1127

In dieses Modell gehen die vergangenen Werte 2z,,Z,_4:Z;_43
voll ein, wihrend die dazugehdrigen Stdrungen mit , bzw.
gewichtet eingehen. Die Stdrung AL 13 bekommt im allgemeinen
ein sehr geringes Gewicht, da 6@ meistens nahe bei Null liegt.
Die Invertibilit&dtsbedingungen fir den Prozef erfordern, dal

die Wurzeln von
(1-6B)(1-8B) = O (2.26)
auBerhalb des Einheitskreises liegen, d.j. fir die Parameter gilt

le] <1 und |®] < 1

Die Ordnung des Moving Average Operators bestimmt sich aus

(1-8B)(1-6B) = (1-8B-0812+88B1%) (2.27)
und bestimmt sich aus

q+sQ = (1+12) = 13

Die RS-Form

Um den Proze® der Random-Shock-Form (RS-Form)

C =¢(B)at ‘ (228)

darzustellen, bestimmen wir analog zu den IMA-Prozessen die
A-Form des Modells

(1-0B)(1-0B12) - (V+AB)(V12+AB12) (2.29)
mit
= 1-86
A= 1-8 (2.30)
Die A-Form lautet nun
_ 12
Vvlzzt = (V+AB)(V12+AB )at (2.31)



- 21 -

Summieren wir diesen Ausdruck mit Hilfe des Summationsoperators

SS wobel
12° 12 2y

812 = 1+B " “+B“ "+... (2.32)

So erhalten wir
12

+ (1+ASB)(1+A8128 )at =

2

+2ASS (2.33)

1+A8at_ +AS

17421284212 12%+-13

Daraus lassen sich nun die wj-Koeffizienten der RS-Form

bestimmen

Yo, =

‘p13=‘p1,+=a¢a. =lp

11 Yy2:A%A

SA(1+1)

A

23 Yoy ACL+A)+A (2.3Y4)

(IR 1]

Y257¥267 .. ;w35 A(3+24) 3672 (1420144

Schreiben wir die wj-Koeffizienten als zweidimensionales

Matrixschema ¢r mit r=1,2,... der Anzahl der Jahre und

oM
m=1,2,,..12 der Anzahl der Saisonen, erhalten wir kiirzer

wr’m=x(1+rA)+aA ‘ » (2.35)
1 m=12

wobeil 3 = (2.36)
0 m#12

eine Indikatorfunktion fiir s=zm ist,

Beispiel 2.1 Der wj-Koeffizient fiir 6=0,2 und H=0,5, S=u
' Dann ist A=1-8=0,8 und A=1- H =0,5

Vy=¥,=9,=0,8 ,71,3
VTP Y, =1,08 Vg=1,58
“’93“’1@;:“’.11:1’6 V127251
¥ o
. T
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3. Prognose von SARIMA-Prozessen

Analog zu der Prognose von ARIMA~Prozessen unterscheiden

wir drei Formen der Prognose

a) Prognose in D-Form
b) Prognose in RS~Form *)

¢) Prognose in w~=Form (invertierte Form)

Zur numerischen Berechnung wird fast ausschlieRflich die
Prognose in D-Form verwendet, Die Prognose in RS-Form dient
der Berechnung der Prognosevarianzfunktion und dem Updaten
von Prognosen,wdhrend die Prognose in n-Form den direkten
Ansatz der MSE-Prognose liefert und die Gewichte vergangener
Werte auf den zu prognostizierenden Wert angibt.

Weiters unterscheiden wir zwischen der Prognosefunktion

%t(l) und der eventuellen Prognosefunktion %t(l)

3.1. Die Prognosefunktion

Zur Betrachtung von Prognosefunktionen von ARIMA-Prozessen
erweist sich das Konzept der bedingten Erwartungswerte als
recht niitzlich,

Definition 3.1. Bedingte Erwartungswerte

Zur kiirzeren Schreibweise kiirzen wir die bedingten Er-

wartungswerte durch einen eckigen Klammerausdruck ab:

Efz,, 1=[z,,. 1= E[z |Pyz, 92 15000 (3.1)
% t+j t+j t+j A S v B
wobei P=(®1°°¢P’¢1'°’Q3f91°°°9q491°°°ﬁb) | (3,2)

Es ist der bedingte Erwartungswert einer Zeitreihe

Z,..1= Z, .. j 40
[ t+3] t+] IS (3.3)
Zt(j) j >0

*) RS=Form: Random Shock-Form
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~ der Stdrprozef (white noise)

at+j j¢0

[a 41 (3.4)
0 j»0

Bedingte Erwartungswerte erlauben realisierte und theoretische
Werte in einem Konzept zu vereinen.

Ist t der Prognosezeitpunkt und 1 die leadzeit, so ist die
Prognosefunktion gleich den bedingten Erwartungswerten zum
Zeitpunkt t

] (3.5)
Die Prognosen in D-=Form lauten somit

(3,6)

s D.d _ s
2(B")e(B)V_"Y fzt+l]-@(}3 )Q(B)[atq,_l]

bzw.  #(8%)2(8)Y_Py?z, (1)=0 1>Qs+q . (3.7)

Die Prognosefunktionait(l) erfiillt flir lags grdRer als der
SMA-Operator der Ordnung R=Q+q ‘die Differenzengleichung

) (Bs)ﬁt(1)=o (3.8)

Beispiel 3,1 SARIMA (0,1,1)x(0,1,1) -Modell

B 4
¥ vz, =(1-6,B) (1~ @B da,
Die Prognosefunktion %t(l) lautet

T ’
V' VB, )= (1-9,B)(1- @13”)[at+l]

oder ausgeschrieben:
EFIRY R E Rt L E S L C NS [at+17

~8yla 1 q]-0la,, J+ 0, @ lags1-5]
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Setzen wir 6,=0,2 und(ﬁa=0,5 so erhalten wir

zt(l) = 2. +%Z

£7 2437 %oy "0 2 a=0,55a, 5*0,1a,

%t(Z) = %t(1)+zt_2—zt_3-0,Sat_2+0,1at__3
2,(3) = 2,(2)+z_ -z, _,-0,5a _,+0,1la _,
%t(u) = %t(3)+zt-zt_1—0,5at+o,1at_1
2,(5) = %t(u)+2t(1)-zt+o,1at

wegen R=Q+q=4+1=5 erfiillt die Prognosefunktion fiir 1> 5 die
Differenzengleichung %t(l) = %t(l-l) + Qt(l—u) - 2t<1-5)

3.2, Die eventuelle Prognosefunktion (EFF)

Die EFT ist L&sung der homogenen Differenzengleichung des
SARI-Operators

@S<B>£t<1>=o (3.9)

@(BS)W(B)VéDVS Zt(1)=o 1> L-R (3.10)
wobei B auf 1 wirkt.

Wir unterscheiden die EFFT deshalb von der Prognosefunktion
%t(l), da die EFT allgemein nicht die Prognosefunktion iber-
decken muR, oder die letzten beobachteten Zeitreihenwerte

enthilt, Die Differenzengleichung der EFF ist von der Ordnung
L=s(P+D)+p+d (3.11)

und wir nennen die L Anfangswerte zur L&sung der Differenzen-

gleichung die Pivotprognosen.Flir saisonale EFF erweist es sich

wieder als zweckmiBig,die EFF als Matrixschema zu schreiben,
Wir setzen
1=(r,m) r=0,1,2 ...

m=1,2,ouo,s

(3.,12)
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um - die leadzeit der Jahre r im Monat m zu bezeichnen. Fiir
vierteljdhrliche Zeitreihen ist daher 7=(1,3)

Im folgenden sei eine kurze Ubersicht {iber die wichtigsten
autoregressiven Operatorpolynome und deren EFF gegeben,

Autoregressiver : EFF %t(r,m) Backorder = Anzahl
Operator der Startwepte
s r ‘
(1) 1-9B u+(bo,m-u)¢ s
s ‘
(2) 1-B bo,m . s
(3) (1-B)(1-9B%) b r(b_ _-b )eF+p, 122 s+1
o) o,m "0 Y
(4)  (1-0B)(1-B5) b +b, o™ 1(1-45T)/(1-45) s+1
o,m 1
s
(5) (1-B)(1-B>) bo,m+b1r s+1
sy2 1
(6) (1=-B)(1-B%) bo,m+b1mr+7b2r(r-1) 25+1
2 s 1
(7) (1-B)“(1-B") bo,m+(b1+(m-1)b2)r+?bzsr(r—1) S+2

3.3, Die EFF eines ARIMA(0,1,1)x(0,1.1) -Modells

Die EFF ist L&sung von
(1-B)(1-Bs)£t(1)=o 150 (3,13)

da L=s(P+D)+p+d=s+1 und R=sQ+p=s+1 (3.14)
ist L-R=s+l=-g~1s5=0

In diesem Modell fallen die s+1 Pivotprognosen mit den ersten
s+1 Werten der Prognosefunktion zZusammen. . '

Setzen wir nun l=(r,m) m=1,...,8 , r=1,2,,,. so ist die EFF
L3sung von
(1-B) (1-B%)Z (r,m) =0 (3.15)

Da (1-B) immer ein Faktor von (1-B®) ist, so kommt die Wurzel
Bl=1 doppelt in der charakteristischen Gleichung vor., In diesem
Fall lautet die L&sung

zt=c1+c2t ' (3.16)
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. e o8 2
Beispiel 3.2, zt-(i B) a,

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung ist die Doppel-

18sung 152=1°
Die allgemeine LOsung lautet daher

zt=c1+c2t (3.17)

Man beachte, daB (.1-B)2=1-2B+B2

der Geraden zt=1+t ist und als Grenzfall des AR(2)-Prozesses
die entartete "Periode" T=1 hat (vgl. 1.11).

die Differenzengleichung

Die restlichen s=1 Wurzeln sind verschieden und enthalten
konjungiert komplexe Wurzeln. Wir schreiben die s+1 Konstanten
(die durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden) ebenfalls

. . (t) (t) (t)
in Matrixform bo,l,o. bo,s SN bi (3.18)
sodal die EFF die Form

v _ Y (B (t)

Zt(l) = zt(r,m)—bo’m + rby 1-0 (3,19)

annimmt., Die s+1 Konstanten sind die adaptiven Koeffizienten
()

b 5
r,m

sich damit von einer Periode zur anderen an die Zeitreihe

die durch die s+1 Pivotprognosen'bestimmt werden und
anpassen (daher der Index t).

Beispiel 3.3. Die EFF eines(0,1,1)x(0,1,1), ~Prozesses

Dieses vierteljihrliche Modell hat die Saisonldngel4 und besitzt

daher s+1=5 Pivotprognosen und adaptive Konstanten b(g) b(t?
A Oy 0,2
b(t) b(t) b(t)
0,3 ? o,u 1
(t)

Die 4 Koeffizienten b 3 i=1,.., 4 bestimmen die durch-
?
schnittliche saisonale Komponente,wdhrend bgt) die j&hrliche

Verdnderung der saisonalen Konstanten angibt.
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Teil B: Saisonale Autokorrelationsstrukturen

1. Die ACF flir verschiedene SARIMA-Prozesse

Zur Identifikation von saisonalen Zeitreihenmodellen mit Hilfe
der Box-Jenkins Methode ist die ACF das wichtigste Hilfsmittel.
Nichtsaisonale ARIMA-Prozesse haben - auf Grund des Prinzips
der Parsimonitdt - nur wenige Parameter, maximal 2 oder 3.
Unterschiedliche Werte und Vorzeichen lassen nur eine geringe
Anzahl von verschiedenen ACF-Mustermn zu,sodaf® zur Identifi-
kationsphase eine {iberschaubare Menge von Alternativen bereit
steht,

Dies ist jedoch bei saisonalen Modellen-.nicht so einfach.

Neben der oft doppelt so grofen Anzahl von Modellparametern
kommt noch die Mdglichkeit einer additiven oder multipli-
kativen Modellwahl dazu. Dazu kommt noch, daf durch unter-
schiedliche Vorzeichen der Parameter bestimmte ACF-Muster nicht
gleich bleiben, oder nur ganz bestimmte ACF-Muster m&glich
sind.

Die Aufgabe des folgenden Abschnitts ist die Beschreibung der
wichtigsten SARIMA-Prozesse fiir unterschiedliche Moving
Average Operatoren. Saisonale Differenzen und saisonale Auto-

regressive Operatoren seien bereits bestimmt.

1.1. Modellklassen

Die grofe Vielfalt von saisonalen Modellen legt folgende

Klasseneinteilung nahe,

I Additive und multiplikative Modelle
In multiplikativen Modellen kann das MA-Polynom durch ein

Produkt von zwei Polynomen dargestellt werden, in dem ent-
weder nur saisonale (SMA-Operator) oder nur nichtsaisonale
(MA-Operator) Parameter vorkommen.

In additiven Modellen besteht das MA-Polynom aus saisonalen
und nichtsaisonalen Parametern.

Schlie®lich ist noch eine Kombination von additiven und
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multiplikativen Modellen m8glich.

Anzahl der saisonalen Parameter

Da saisonale Modelle ebenfalls nach dem Prinzip der Parsimonit&t
erstellt werden sollen, unterscheiden wir Modelle aufsteigend

nach ein, zwei, etc. saisonalen Parametern.

Doppelt saisonale Modelle

In multiplikativen saisonalen Modellen kann das MA=-Polynom
aus dem Produkt von einem saisonalen Operatorpolynom mit
einem nichtsaisonalen dargestellt werden, Aus Griinden der
Parsimonitdt liegt der Gedanke nahe, durch Multiplikation
eines weiteren saisonalen Operatorpolynomssaisonale Parameter
einzusparen. Doppelt saisonale Modelle bestehen daher aus
zwel saisonalen MA-Operatoren und einem nichtsaisonalen., Auch
hier sind wieder Kombinationen mit additiven Modellen m&glich.

Die Li&nge der sailisonalen Komponenten

Nach der L&nge der Saisonfigur unterscheiden wir im wesentlichen
momatlicheund vierteljidhrliche Modelle. Neben der grdferen

Linge der ACF, die bei monatlichen Zeitreihen zu schdtzen ist, tritt
bei vierteljdhrlichen (und halbjdhrlichen) Modellen das Problem
auf, daB® Beitrdge zum erstenTeil der ACF (meistens bis zum

lag s/2) durch Uberlappen von saisonalen und nichtsaisonalen
Parametern zustande kommen. Bei monatlichen Zeitreihen sind

diese Muster in der ACF weiter auseinandergezogen. Durch diese
Uberlappung kénnen beste Autokorrelationen verstirkt oder kompen—

siert werden.

folgenden betrachten wir nur SARIMA-Prozesse zur Saisonldnge
Die Beschreibung der Modelle erfolgt nach der Anzahl der

Parameter in aufsteigender Ordnung. Weiters wird in jeder Klasse

von Modellen mit gleicher Anzahl von Parametern additive, multi-
plikative und doppelt multiplikative Modelle unterschieden.

Fir die Parameter werden einheitlich nur die Werte = 0.5 gewdhlt,
Die Wahl des Grenzfalls = 1.0 hat sich als nicht vorteilhaft er-
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wiesen, da dadurch einige Korrelationen verschwinden und andere
{iberproportional grof werden. Dies scheint ein akzeptabler
Kompromif zu sein um den allgemeinen Eindruck und die spezielle
Eigenschaften eines ACF-Musters widerzugeben, Ist n die An-
zahl der Parameter, so betrachten wir daher 28 yerschiedene

ACF pro saisonalemModell.

Weitere Ausfihrungen:

Zusitzlich kdnnte man die saisonalen Modelle noch beziiglich

weiterer Kriterien auswerten

a) Wie verhilt sich die PACF eines saisonalen Modells

b) Wie verdndert sich die ACF,wenn ein oder mehrere auto-
regressive Parameter vorkommen. Damit ist die Analyse
gemischter saisonaler Modelle verbunden

o) Wie verhdlt sich das Spektrum saisonaler Modelle

d) Wie sehen die zugehdrigen inversen ACF aus

"Backorder" saisonaler Modelle

Fiir die Linge der ACF und PACF ist es glinstig,den gréften lag

(maximum Backorder) eines Modells zu definieren,

Definition 1.1 Linke und rechte "backorder"

a) Die linke "backorder" L ist die Summe der grdften Exponenten

des ARI- und des SARI-Operatorpolynoms.

s D
QP(B )¢(B)VS Vs

=
"

Ps + Ds+ p + d =

s (P+D) +p+d

b) Die rechte "backorder" R ist die Summe der grdften Exponenten

des MA- und des SMA-Operatorpolynoms

@Q(BS)G(B)

R = Qs+p
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Definition 1.2, Maximale backorder _
Gegeben sei der SARIMA‘(p,d,q)x(P,D,Q)s-ProzeB. Dann ist

die maximale backorder M das Maximum von linker und rechter

backorder
M = max (L,R)

Damit kann man folgende beide Aussagen treffen

a) Die ACF eines reinen MA-Prozesses ist nicht grdfRer als die
maximale backorder M=R

b) Die PACF eines reinen AR-Prozesses ist nicht gr&fer als

die maximale backorder M=L

Kurzbeschreibung saisonaler Modelle

~Die groRe Einteilungsvielfalt saisonaler Modelle nach Modell-

klassen legt es nahe,eine weitere Kurzbeschreibung einzufilhren.
Die Schreibweise in Operatorpolynomen dient sehr zur kompakten
und mnemotechnischen Beschreibung, trotzdem werden bei

saisonalen Modellen diese Ausdriicke relativ lang.

Deshalb wollen wir folgende Kurzbeschreibung verwenden
(1-8,B.. .GPBP)(1-@188...-@QB5Q)=(1+2+...+q)x(1+s+...sQ)

Additive und multiplikative Modelle werden durch + und
x=Zeichen unterschieden. Zur Charakterisierung dienen nur
die Exponenten des B-Verschiebungsoperators,und die Klammern
geben die Operatorpolynome an. Die Anzahl der Parameter

ist die Summe der einzelnen Positionen.
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1.2. Moving Average Prozesse

Bevor wir im nidchsten Kapitel die saisonalen Moving Average
Modelle zu analysieren beginnen, wollen wir einige Grund-
strukturen einfacher Moving Average Prozesse diskutieren.
Diese lassen sich zum Teil auf saisonale Moving Average

Prozesse Ubertragen.

1.2.1. Der MA(2)=-Prozeh

Der MA(2)-Prozeh weist als einfachster -MA-ProzeR eine
"additive" Struktur auf. Damit weist die ACF eines MA(2)-
Prozesses zwei wesentliche Grundeigenschaften auf, die sich

in allen additiven saisonalen Modellen wiederholen,

Die Beschreibung der’folgenden Modelle kann nur in Zusammen-=
hang mit den theoretischen ACF in Teil B und den exemplarisch
graphischen ACF-Mustern (fiir Saisonlidnge s=4% und Parameter-
werte :0,5) diskutierte werden. Dazu sei nochmals die Kurz-

schreibweise fiir die Computerausdrucke erkldrt.
T - 1 % - © 13 e 1" -
Fir zt-(i-O,SB -0,5B%a;schreiben wir in kiirzerer Computernotation”
[
" =(1-,5B1-.5B2)
Die beiden "Grundeigenschaften" eines MA(2)-Prozesses sind

1) Positive und negative ACF

a) Sind alle Parameter positiv (81=O,5, 92=O,5), so ist die
ACF positiv

b) Sind alls Parameter negativ (91=—0,5, 62=—O,5} so ist die
ACF negativ

2) Positiv-negative Stufe

Haben zwei benachbarte Parameter unterschiedliche Vorzeichen, dann
besitzt die ACF "charakteristische Stufen”
a) ist der erste Parameter positiv (91=+O,5, 92=-O,5) so ist

dies eine -+ Stufe (negativ-positiv Stufe)
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b) ist der erste Parameter negativ (91=-O,5, 92=+095) so ist

dies eine +- Stufe (positiv-negativ Stufe)

Man beachte, daB die beiden Stufen nicht symmetrisch sein missen.
Die jeweilige positive Autokorrelation ist betragsmidfig kleiner

als der benachbarte negative Wert.

1.2.2, Der MA(3)=-ProzeR

Eine weitere wichtigen Grundstruktur zwischen "additiven”
und "Multiplikativen" Modellen 1&Bt sich am MA(3)-Prozef und
am MA(1x1)-ProzeR erklidren. Dabel sei MA(1x1l) eine Kurzbe=-

zeichnung fiir den "multiplikativen" MA=-Prozef zweiter Ordnung.

MA(1x1) Z,

Am MA(3)-Prozef k&nnen wir erstmals "Verstd&rkungs=-" und "Ddmpf-

1 2
(1-918 )(1—92B )at

ungs="

(Kompensations=-)modelle unterscheiden., Die Kompensations=
modelle treten bei den Parameterkonstellationen (=,=,=), (=,+,+},
(+,-,+) und (+,+,=) auf. Sind die Vorzeichenkombinationen lexiko-=
graphisch geordnet und stellen wir die ersten wie auf einer und
die restlichen vier Modelle auf einer anderen Seite zusammen,

so liegen die Kompensationsmodelle auf der ersten Seite auRen-

aufen, auf der zweiten Seite innen=-innen.

Die Verstirkungsmodelle sind die restlichen Parameterkonstel-

lationen, sie liegen damit am graphischen Computerausdruck

. Innen-innen und aufen-auBen.

Die meiéten saisonalen Moving Average Prozesse zeichnen sich
durch ACF neu aus, deren dominierende Werte an den entsprechenden
ldgs Hinweise auf die Parameter derselben Ordnung geben.
(Beispiel: hohe Autokorrelationen an lag % deutet auf eine 8,
Parameter). DaR dies nicht im allgemeinen der Fall ist, zeigt
bereits der MA(3)-ProzeR. Es kann also bei additiven Modellen
durchaus passieren, daf vorldufig identifizierte Parameterwerte
nicht die entsprechende Wirkung der Sch&tzung des Modells zeigen,
d.h. die ACF der Residuen bei entsprechender Parameterwahl trotz

geschdtzten Parameter'ek an lag k noch Autokorrelation aufweist.
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1.2.3. Der MA(1x1)=-Prozef

Der MA(1x1)-ProzeR ist wegen
) 2. _ 4 nea 52.0 o a3
zt—(l 918)(1 92B )at = (1 918 928 +9192B )
formal von der Ordnung 2, jedoch ist die rechte backorder R=3,
Damit paft er in das Schema der MA(3)-Prozesse jedoch nur mit
spezieller Parameterkonstellation 8;2-6,8,. Bei den eingesetzten

+ . . . .
Parameterwerten von -0,5 hat dieser zur Folge, dap die Korrelationen

an lag 3 etwa halb so grof sind wie im additiven MA(3)-Prozeb.

Der multiplikative MA(1x1)-Prozef hat den Vorteil, nur die Ver-
starkungsmodelle des additiven MA(3)-Prozesses herauszugreifen.
Dem ACF-Muster der MA(1x1)-Prozesse entsprechen daher die innen-
innen und auBen-aufen ACF-Muster des MA(3)-Prozesses. Neben der
geringen Parameteranzahl (Prinzip der Parsimonité&t) haben daher
die "multiplikativen" Modelle durch ihre Eigenschaft besonders
die sainsonalen Verstdrkungsmodelle zu forcieren, eine wichtige
Bedeutung in der Konzeption und Anwendung von saisonalen Moving-
Average Prozessen.

Durch Spezifikationen von multiplikativen Modellen errelcht

man eine spezielle Parameterstruktur von additiven Modellen
héher backorder. Dies gilt in entsprechender Erweiterung

fiir doppelt saisonale (multiplikative) Modelle.

2. 2-Parametermodelle

2.1. Modelle mit einem saisonalen Parameter

Zwei—Paramgtermodelle mit einem saisonalen Parameter erfassen
zwei der wichtigsten und meist verwendeten Modelle. Das additive

(T+s)-Modell und das multiplikative (1xs)-Modell, Das multi-
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plikative (1xs)-Modell zusammen mit dem Differenzenoperator
V‘7S ist die saisonale Verallgemeinerung des exponentiellen
Gl&ttens. |

2.1.1. Das zt=(1—6 B1-8, B4 )=Modell

1
Allgemein: Dieses additive (1+s) Modell folgt dem MA(2)-Schema,aber
nun an den lags 1 und 4., Zus&tzlich tritt bei lag 3
eine Autokorrelation auf (die betragsmidfig maximal
die Hilfte der beiden anderen Korrelationen anrechnen
kann). Diese zus&tzliche Korrelation kommt durch
das Zusammenwirken der saisonalen (&) mit der nicht-
saisonalen Komponente (8) zustande. Das Vorzeichen
von p g, bestimmt sich durch die Vorzeichen von 91 und
eg, Sind diese Vorzeichen gleich, so ist Py 0, Sind
diese verschieden, so ist pg< 0.

Charakteristika: Ist |91|=[9d so ist |p1l=]pu|, Die vorlidufigen
Parameterwerte k&nnen indirekt proportional zu Pq
und P 3 gewdhlt werden. Die kennzeichnenden Werte des
Modells sind‘al,pu.

- 2,1,2. Das zt:(i—elBl)(1-@B’+)at—Modell

Allgemein: Da multiplikative (1xs)=Modell ist das einfachste
| saisonale Modell und weist das typische "Gabel'"-Muster

allér‘multiplikativeﬁ Prozesse auf. Wir unterscheiden
flir 9,¢0 "offene Gabelmuster "L und fiir 8, > 0"ge-
schlossene Gabelmuster"iiJ. Diese Gabelmuster ent-
stehen im Gegensatz zum korrespondierenden additiven
(1+s) Modell dadurch, daf durch multiplikative Modelle
zwel zusdtzliche Autokorrelationen P4 und Peo also

vor und nach den saisonalen lag s=4 induziert wurden.
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Dies entspridche etwa einer "Interaktion" zwischen
saisonaler und nichtsaisonaler ProzeBkomponenten in
diesem Modell. Im Unterschied zum (1+s)-Modell sind
die Autokorrelationen °y und p in multiplikativen Modellen
leicht groRer, )

Charakteristika: Ebenso wie im (1+s)-Modell gilt flr 16|=|6J

das lp1|=|pql ist. Bei ungleichen Parameter dominiert

der betragsmidhig grdBere die ACF., Weiters gilt flr alle
Parameterkonstellationen Peq1™P s Die XKennzeichenden

- Werte der ACF sind wie im (1+s)-Modell p, und o, je-
doch diesmal mit dem charakteristischen Gabelmuster, d.h.
ist Pé+1#0,so ist das multiplikative Modell (1xs) dem

additiven (1+s)-Modell vorzuziehen,

2.2, Modelle mit zweil saisonalen Parameter

2.2.1Das z,=(1-6,B3-9, B4)a, -Modell

a)*(s'igsw—MOdéile‘

Allgemein: Dieses additive (s_1+s)-Modell folgt ebenfalls dem
MA(2)-Schema, aber nur an den lags 3 und 4. Im Gegensatz
zum(1+s) Modell tritt durch Interaktion der beiden
saisonalen Parameter ein zus&tzlicher Beitrag zu lag 1
auf. Dieser ist ebenfalls betragsmiBig maximal die H&dlfte
der beiden anderen Korrelationen. Ebenso wie im (1+s)
Modell ist dieser zusitzliche Beitrag fiir gleiche Vor-

zeichen von 64 und 6, positiv, andernfalls negativ.

Charakteristika: Fir |93|=|9u| gilt |p3|=|¢u|, anderenfalls dominiert

der gréfte-Parameter die ACF. Die "charakteristische Stufe"
des MA{2)-Prozesses ist in diesem Fall symmetrisch.,

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind p3 und Pye
Ist pq im Vergleich zu p, betrdchtlich grofer (bzw.
kann nicht signifikant gesch&tzt werden), so ist dieses

Modell dem (1+s)-Modell vorzuziehen,
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2,2.2. Das zt=(1-93B3)(1-9uB4)at-Modell

Allgemein: Dieses multiplikative (s_lxs)—Modell folgt in gleicher
Weise wie das (s_1+s)—Modell dem MA(2)=Schema
an den lags3 und 4, Im Unterschied zum multiplikativen
(1xs)=Modell treten nun die beiden zusdtzlichen
Beitrdge infolge Interaktion der saisonalen Parameter
an den-lags1 und 7 (s-s_, bzw,.s+s_,) auf. Es ent-
steht nicht das charakteristische Gabelmuster der
(1xs)-Modells, sondern eine Art verdoppeltes asymetrisches
Gabelmuster. Die Korrelationen an der Stelle S_1q und
s kOnnen grdfere Werte annehmen als im additiven
(s_,+s)-Modell. |

Charakteristika:

a) Ist |es_1|=lesl dann ist |p31=3pu|, ansonsten
dominiert der grdfere Parameter die ACF.
b) Bei gleicher Vorzeichen der Parameter ist pq> 0,

bei ungleichen Vorzeichen sind beide Korrelationen
negativ,

KennZeicﬁen: Die kennzeichnenden Autokorrelationen diese Modells

sind bs und P q in Verbindung mit P o

a) Immer dann, wenn Pa>pg ist (aber immer noch
kleiner), sollte dieses Modell dem (1xs)=-Modell vor-

gezogen werden.

b) Ist bq grof® und haben pl.und R das gleiche Vor=-
zeichen (aber kleiner im Vergleich zu pu),dann
sollte man dieses Modell versuchen.

b) (s,2s)=Modelle

2,3,3, Das zt=(1—quu—98B8)at-Modell

Allgemein: Dieses Modell folgt dem allgemeinen MA(2)-Schema, aber
nur an den lags4 und 8, Man beachte, daB das Modell
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mit (s,2s)-Komponenten auch als (s, s/2)-Komponenten
interpretiert werden kdnnen. Das (2+4)-Modell weist
damit das um die H#lfte verkleinerte (aber sonst
gleiche) ACF-Schema auf, wie das (4+8)=-Modell,

Charakteristika +

Kennzeichen:

2.2.4,

Allgemein:

Kennzeichen:

a) Fir |64|=|98l ist |py| flr alle Parameterkonstel-

lationen konstant

b) Ist 85> 0 so treten bei p, Verstidrkungseffekte

. . .+ .
auf. Die Korrelationen kann bis — 0,5 ansteigen.

c) Ist B5¢0 so treten bei Py Kompenationseffekte

auf, Die Korrelation kann man bis 1/6 senken.
Sind bei saisonalen Modellen an der Stelle s und

an der Stelle 2s (bzw. %) etwa gleich grofe

Korrelationen vorhanden, so ist dieses Modell gliinstig.

Das zt=(1—euB4)(1—9888)at-MOdell

Dieses Modell ist der multiplikativen (sx2s)-Version
des vorigen Modells. Die maximale Backorder n=12.
Die Korrelationen treten nur an der Stelle 4,8 und
12 auf. Im wesentlichen folgt das ACF-Schema dem
(sx2s)-Modell., Wie fast immer bei multiplikativen
Modellen wird das Vorzeichen von p,, durch die Vor-
zeichenkonstellation der Parameter bestimmt. p 4, > 0
fiir gleiche Vorzeichen von GS und 925, ansonsten

negativ.,

Tritt neben ¢, und P4 noch eine zusdtzliche
Korrelation an der Stelle P42 auf, so kann dieses
Modell gegeniiber dem (s+2s)-Modell gewdhlt werden.
Man probiere jedoch auch einen saisonalen auto-

regressiven Parameter (1-@484), da dieser bei der
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Schidtzung nur s statt 3s Anfangswerte bendtigt.
Dieses Modell ist einem autoregressiven dann vorzu-

ziehen, wenn Iqudpslﬂplzi gilt.,

«

2.2.5, Das_z,=(1-8, BY4)(1-8 Bh)a, -Modell

Allgemein: Multiplikative Modellemit den gleichen saisonalen
) Parameternin beiden Komponenten haben Verstdrkungs-

effekte in der betreffenden saisonalen lag zur
Folge (bis 10,6). Derart hohe Korrelationen k&nnen
im einfachen SMA-Modell infolge der Investibilit&ts-
bedingung nicht vorkommen, Man beachte, daR der Ver-
stérkungseffekt ~ nur bei gleichen Vorzeichen der
Parameter vorkommt. Bei ungleichen Vorzeichen bewirkt
der Kompensatitionseffekt ein Verschwinden von ‘pu

Kennzeichen: Ist o, > 0,5 so ist dieses Modell in Erwdgung 2zu

ziehen. Die zusitzliche :Korrelation zur lag 8 ist

vernachldssigbar,

c) (s_4,8,1)-Modelle

2.2.,5. Das zt=(1-9333-95B5)at-M0dell

Allgemein: Das:AcF-schema'folgtieinem AR(2)-Schema an den Stellen
3 und 5 (also vor und nach der Saisonldnge s=4, Der
zusdtzliche Beitrag auf Grund der Interaktion der

beiden Parameter . tritt mur an der Stelle s+1-s_1=2 auf.

Kennzeichen: Die Kennzeichen der Autokorrelation sind e3 und Pee

Dieses Modell ist aber nur von theoretischer Bedeutung.

2.2.7, . Das zt(1—63B3)(1-95B5)at—Modell

Allgemein: Dies ist das multiplikative (s_lxs+1)-Modell zum
vorigen Modell, Die zusitzliche Korrelation tritt

nun an der Stelle Pg auf,
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Kennzeichen: Autokorrelation zu P3 und P mit zusidtzlichen

kleinen Beitrag Pge
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3. 3-Parametermodelle

3.1. Modelle mit einem saisonalen Parameter

Fir 3-Parametermodelle mit einem saisonalen Parameter ist ein
lag-Schema relevant (1,2,s). Dabei kdnnen wir ein additives
(1+2+s), drei multiplikative (1+2xs),(1x(2+s)) und (2x(1+s))
und eirn doppelt multiplikatives (1x2xs)-Modell unterscheiden.

2

3.1.1. Das z,=(1-6,B1-6,B2-8,Bk4)a, ~Modell

Allgemein: RegelmdBigkeiten fiir ACF-Schemata mit 3 Parametern

sind wegen teilweiser Kompensationsgffekte schwerer

zu beschreiben, Das Vorzeichen des ersten Parameters
legt einen "paarweisen horizontalen" Veérgleich fiir
Parameterkonstellationen der Form (i,.,.,)nahe.

P 3 ist ein zusitzlicher Beitrag, der durch Interaktion
der Parameter 91 und Gu zustande kommt. ) wird
einerseits durch den Parameter 92 bestimmt, anderer-
seits durch einen zusdtzlichen Beitrag infolge Inter-
aktion von 82 mit o, (bei saisonalen Modellen mit s >5teilt
sich diese Korrelation in p, und p__,J). Es ist
'9292=—92+92+9293.

Charakteristika:

a) Dief(i,+,+)—Konstellationen zeigen als einzige
groBe p,,p, und p,-Beitrige zugleich
b) Die &,+,-)-Konstellationen zeigen dominierende

Py undpu kompensierter Poe

¢) Die (i,-,+)-Konstellationen zeigen leicht

dominierende Py bei sonstigen Kompensationseffekten

d) Die (i,-,-)—Konstellationen zeigen leicht dominierende

p, bel sonstigen Kompensationseffekten.
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Kennzeichen: Das (1+2+s)-Modell ist dann zu wdhlen, wenn das

additive (1+s)-Modell signifikante Korrelationen
zum lag 2 aufweist., Man beachte, daR nicht jedes

Hinzufligen von 8, den gewdhlten Effekt vermittelt.

3.1.2, Das zt=(1-e Bl)(1-9282)(1—6”Bu)at-Modell

1

Allgemeln Doppelt saisonale Modelle weisen bei geringer
Parameteranzahl ldngere und ausgepridgtere ACI-
Strukturen auf. Die maximale backorder ist 12, wdhrend
flir s> 4 die ACF auf 1lo Beitrdge verteilt ist,
wird sie im Fall s=4 auf 7 zusammengedrdngt. Die
Korrelationen filir lags grdfRer als s sind in der
Regel unbedeutend, im Fall s=4 ist P aus Ver-
stidrkungseffekten (zwei einfache und eine dreifache
Interaktion) manchmal von Bedeutung. Flr s>& gilt

sonst p__,=p Im Unterschied zum additiven

(1+2+s)—ModeiIid0miniert die ACTF eher an den Stellen
(1,2,s). Neben der paarweisen horizontalen Struktur
kénnen wir auch eine "vertikale"-ACF-Struktur er-
kennen, Modelle mit negativen 9, zeigen ein hetero-
genes Verhalten. Aufeinanderfolgende Korrelationen
zeigen ein eher wechselndes Verhalten (wie ein AR(1)-
Prozef mit negativen @1). Modelle mit positiven 8,
zeigen ein homogenes Verhalten (wie ein AR(1)-ProzeR

mit positiven @1).

Charakteristika:

a) (:,-,-): groBe Werte der ACF bis zum lag 4, o,
dominiert leicht

b) (i,—,+): dominiergndes pé und grofe p,, bei wver-
schwindenden restlichen Korrelationen

c) (i +,-): dominierendes p, und grofe o, bei
groﬁeren Beitrdgen von Py und G

d) (- +,+) Die ACF &hnelt einem AR(1)-ProzeB mit

-@Parameter.
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Kennzeichen: GroRe Korrelationen von Py3PpsPy bei ausklingender
ACF.

3.1.3, Das z,=(1-6,B4)(1-6,B1-6,B2)a, ~Modell

1

Allgemein: Im Unterschied zum (1x2xs)-Modell hat dieses Modell
eine maximale Backorder von 6, Die dominierende
Komponente ist py wdhrend die beiden anderen Parameter
je nach Vorzeichenkonstellationen Kompensationen
und Verstdrkungen erzeugen, p3.und o gind nicht so

ausgepridgt. Sonst weist das Modell im wesentlichen
dieselben ACF-Muster wie das (1x2xs)-Modell auf.

Kennzeichen: GroBe Korrelationen von Py PosPye Dann empfehlenswert,

wenn nicht so grofe Verstdrkungseffekte wie im (1x2xs)=
Modell gewilinscht sind.

3.1.4, Das zt=(1—92B2)(1-9181-9HB4)at—Modell

Allgemein: Dieses Modell weist ein fast gleiches ACF-Muster wie
das ((1+2)x4)-Modell auf. Lediglich die Interaktionen
zwischen den Parametern fithren zu "Neben"korrelationen

verschiedener Grd8e und Vorzeichen,

* Kennzeichen: Die dominierenden Werte sind PyaPy und Py

3,2, Modelle mit zwel saisonalen Parametern

Flir saisonale 3-Parametermodell mit zwei saisonalen Parametern unter-
scheiden wir folgender lag=-Schemata:

(1,5_458),(1,s,5,4) und (1,s,25). Man beachte, da® (1,5_1,8)'

Modell und (1,s,s ,)-Modell &hnlichelag=-Strukturen (bei ver-

schobener saisonaler Linge) aufweisen. Auch k®nnen alle (1,s,2s)-



FTRTI.

Modelle als Modelle doppelter Saisonldnge von (1,%,8)-Modellen

betrachtet werden, Fir jede der drei Gruppen kdnnen wieder

additive,multiplikative und doppelt-multiplikative Modelle

diskutiert werden.

a) (1,s 1,s)-Modelle

3.2.1. Das zt(1-91B1-93B3—94B4)at-Modell

Allgemein:

Zundchst wiirde man erwarten, dapf dieses Modell dem
(1+2+s)-Modell &hnlich ist. Dies stimmt jedoch nur
teilweise. Dafilir kann das (1+s_1+s)-Modell als Ver-
allgemeinerung des multiplikativen (1xs_1)—Modells
angesehen werden. Das Modell weist keine paarweise
horizontale Struktur, dafiir aber ein "innen-aufen"
Struktur auf., Diese "innen-auBen"-Struktur soll

Modelle mit Verstirkungseffekten und mit Kompensations-
effekten zusammenfassen. Man beachte, daf Ver-
stirkungs- und Kompensationsmodelle nicht symmetrisch

aufgebaut sind.

Charakteristika:

a) Verstirkungseffekte treten bei den Modellen
(=,=y+,)(=,+,=),(+,-,=) und (+,+,+) auf. Der Name
"innen-auBen"-Struktur soll den durch die Abbildung
vermitteltel Eindruck beschreiben, Die vier obigen
Modelle sind die zwei inneren der linken Seite und
die zwei 4uBeren der rechten Seite. Davon weisen die
beiden inneren Modelle "offene Gabelstruktur" und
die beiden ZuReren "geschlossene Gabelstruktur” zu

den lag 3 auf.

b) Kompensationseffekte treten bel den restlichen
Modellen auf. Das sind die beiden &uBeren der linken
Seite und die beiden inneren der rechten Seite. Diese
weisen bei stdrkeren p, die additive MA(2)-Struktur
in den lags 3 und 4 auf. Sie besitzen jedoch durch-

wegs kleinere Korrelationen als die Verstdrkungsmodelle.
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Kennzeiéhen:.Fﬁr die Praxis scheinen hauptsdchlich die Ver-

stdrkungsmodelle relevant zu sein., Die sind durch
starke PP 4 und ¢, Korrelationen geprdgt. Dabeil
sind pq und p, gleich groR, wihrend py etwas
abfdllt. Durch die asymmetrische Gabelstruktur
und p, sind die Verstdrkungsmodelle beivstérkeren
p, als Erweiterung des (1xs_1)-Modelle glinstig,
Das Modell bietet sich auch als Erweiterung
additiver (s_1+s)-Mode11e mit groBen p, an. Dabei
ist immer zu beachten , daf wegen der Kompensations-
effekte nicht jede beliebige Erweiterung die ge-
wiinschten Effekte erreicht.

3.2,2, Das zt=(1-91B1)(1-93B3—9HB4)at-Modelle

Allgemein:

L]

Dieses Modelle ist mit dem vorigen (1+s_, +s)-Modell
nahe -‘verwandt. Durch den einfachen multiplikativen
Faktor steigt die maximale Backorder auf 5 und auch

die Modelle mit Kompensationseffektén weisen durch-

Pg entsteht durch
Interaktion der Parameter 6, und 6,. Bei gleichen

schnittlich hbhere Korrelationen auf.

Parametern |8,|=[6,| weisen p, und p, gleiche Grige
auf, die je nach Vorzeichen gleich o6der entgegenge=-
setzt gerichtet sind.

Kennzeichen: Die ACF-Struktur wird_durch,pil,'p?),pl+ dominiert.

Sind py und p, groB und gleich mit etwa vorhandenen
p5» SO ist das Modell den (l+s_j+s)-Modell vorzu-

ziehen,

3.2.3, Das zt=(1-94B)(1-9383)(1-6“B4)at-Modell

Allgemein: Dieses doppelt mulitplikative Modell besitzt eine

maximale Backorder der Ld&nge 8. Vor den Korrelationen,
die grdRer als lag 4 sind, ist lediglich Pe und in

den kompensierenden Modellen von gr&Berer Bedeutung.
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Durch den doppelten multiplikativen Ansatz wurde
erreicht, daB die dominierende Korrelationen PqsPo
und 04
besitzen, Neben diesen typischen multiplikativen
Begleiteffekten folgt die ACF-Struktur dem zu-
gehSrigen (1+s_1+s)-Modell. Verstdrkungseffekte
bei den Modellen (-,t,—), (+,-,-) und (+,+,+),

Kompensationseffekte sonst.

bei gleichen Parametergrdfe gleiche Grdfe

Kennzeichen: Die dominierende Korrelationen sind P4sP s und

o.. Treten diese gleich stark mit Begleiteffekten

3
bis zum lag 8 auf, so ist dieses Modell glinstig.

b) (1,§is+1)-Modelle

3.2.4. Das Zt=(1+9 B1-9“B4-85B5)at—Modell

1

Allgemein: Dieses Modell folgt genau derselben Struktur wie
das (1+s_j+s)-Modell, nur aber sind die Saison-
korrelationen an lag 4 und 5, wdhrend 92=O ist,.
P ist ein zusdtzlicher Beitrag infolge Inter-

aktionen von Gi und Gu. Verstidrkungseffekte treffen

wieder bei den Modellen (—,i,-),(+,—,-) und

(+,+,+) auf, wobei die ersten beiden die offene

und die letzteren beiden die geschlossene Gabel-

struktur.

Kennzeichen:Die kennzeichnendenKorrelationen der ACF sind o)

p, und P mit einem "cut off" nach 1lag 5. Das
Modell ist dann glinstig, wenn das additive (1l+s)-
Modell oder das multiplikative (1xs)-Modell eine

starke -Komponente aufweist,

51
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3.2.5, Das zt=(1-91B1)(1-9“B4—9

-7

5BS)at-Modell

- Allgemein:

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Werte sind PqsPy und p

Dieses Modell folgt der selben ACF-Struktur wie
das (1x(s_1+s»-Modell aber nur an den lags
1+s))-
Modell wird nur in zwei Beitrige der Form Py

1,4 und 5. Die p,-Korrelation des (1x(s_

und 03 aufgeteilt.

3.2.6, Das

5
wobei p, und pe grof und (bei gleichen Parametern)

gleich sind, 04 dennoch etwas grfer ist. Durch
den multiplikativen Ansatz erfolgt der cut off
bei lag 6.

zt=(1—01B4)(1-91B-9un)at-Modell

Allgemein:

Dieses Modell soll dem additiven, wie man durch
Verdoppelung der saisonalen Komponenten in multi-
plikativen Modell saisonaler Korrelationen |p3|>%
erhalten kann. .

Man beachte, daR die typischen Verstirkungseffekte
nur dann auftreten, wenn die beiden saisonalen
Parameter gleiches Vorzeichen haben. Andernfalls
treten Kompensationseffekte ein. Die maximale
Backorder ist 8, was nicht unverniinftig ist, da
Modelle mit starker saisonaler Korrelation sicher
iber zwei Saisonen. ausstrahlen., Die Verstirkungs-
effekte des Modells sind vom selben Typ wie das
(1xs)=Modell.,

" Charakteristika: Bei den Verstirkungsmodellen treten die

typischen offenen und geschlossenen Gabelmuster
der multiplikativen Modelle um den lag 4 auf.

Man beachte, daBR Py Pg immer gilt.
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Kennzeichen: Die dominierende Korrelation des Modells ist ey

bei groBer 01. Die Verstdrkungsmodelle sind den
multiplikativen (1xs)=-Modellen dann vorzuziehen,

wenn extrem hohe saisonale Korrelationen vorliegen,

c) (1,s,2s)-Modelle

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB® (1,s,2s)-Modelle auch

als (1,%,3)—Modelle der doppelte Saisonlédnge interpretiert

werden kdnnen.

3.2.7. Das zt=(1—91B—6284-68B8)at-Modell

Allgemein:

Ahnlich wie im vorigen ((1+s)xs)=Modell treten
Kompensationseffekte in'pu bei ungleichen Vorzeichen
der saisonalen Parameter auf. Bei gleichen Vorzeichen
der Parameter tritt ein leichtererVerstdrkungs-
effekt bei Py auf. Das Modell geht von der Annahme
aus, dap saisonale Effekte lber zwel Saisonl&ngen

zuriickreichen.,

Charakteristika: Man beachte die charakteristischen Stufen des

additiven Modells, die hier doppelt bei den lags

3/% und 7/8 auftreten. Flir negative 91 treten die
beiden charakteristischen Stufen gleichgerichtet
auf, wenn 9u und 98 dasselbe Vorzeichen haben. An-
sonsten sind die Stufen gegeneinander gerichtet. Flr
positive 6, wandeln sich die charakteristischen
stufen in "charakteristische Paare" um, die je nach

Parameterkonstellation negativ oder positiv sind.

Kennzeichen: Die kennzeichnende Korrelationen sind bei Ver-

stidrkungsmodellen p, und p, treten bei (1+s)-Modellen
zusdtzliche charakteristische Stufen oder Paare bei
der doppelten Saisonlé&nge auf, so ist dieses Modell

zu versuchen,
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3.2.8, Das

“Om

zt=(1-91B)(1-qu4—9838)at-Modell

Allgemein;

Wie im vorigen Medéll, so k&nnen wir auch hier

im Verstirkungsmodell und Kooperationsmodell in p,
unterscheiden, je nach Vorzeichenkonstellation

der saisonalen Parameter. So wie das (1l+s+2s)-Modell
als Verallgemeinerung des (1+s)-Modells fiir
doppelte Saisonldngen betrachtet werden kann, so
kann das (1x(s+2s))-Modell als Verallgemeinerung des

multiplikativen (1xs)-Modells angesehen werden.

Charakteristika: War im (1+s+2s)-Modell die charakteristische

Stufen und Paare ein Hauptmerkmal, so sind es in
diesem Modell die charakteristische offene und ge-
schlossenen "Gabelmuster". Die "Zinken" der Gabel

sind symmetrisch, wobei die 2s-Gabel in Kompensations-

modelle stdrker eingepridgt ist als die s-Gabel. Bei
Verstirkungsmodellen ist das Verhdltnis umgekehrt,
Fiir unterschiedliches Vorzeichen der saisonalen
Parameter haben die Gabeln entgegengesetzte Richtung,

ansonsten sind sie gleichgerichtet.

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind PPy und

Pg mit dem typischen Gabelmuster der multiplikativen
Modelle, Tritt im multiplikativen(61xs)-Modell noch
eine zusdtzliche eine "Gabel" um 2s auf, so kann

dieses Modell versucht werden.

zt=(1—91B)(1#9484)(1-9888)at=Modell

3.2.9. Das

Allgemein:

Dieses doppelt multiplikative Modell ist eine
weitere Verallgemeinerung des vorigen Modells., Die

maximale Backorder ist nun 13.
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Charakteristika: Die charakteristische offene und geschlossene

Gabel wiederholen sich nun dreimal an den lags 4,8

und 12. Dabei weist die Abfolge der charakteristischen
Gabel folgende Struktur auf. Die Richtung der beiden
ersten Gabeln (zu lag 4 und 8)wird durch das Vorzeichen
der saisonalen Parameter 9, und 84 bestimmt. Die

dritte Gabel (in lag 12) kann als Interaktion der
beiden vorigen angesehen werden, und deren Richtung
h&ngt vom Produkt der Vorzeichen der saisonalen

Parameter ab.

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Autokorrelationen sind Pqs

PusPg und P17 mit der typischen Gabelstruktur
multiplikativer Modelle. Dieses Modell ist dann
empfehlenswert, wenn das multiplikative (1xs)-Modell

weitere "Gabeln" an den lags 8 und 12 aufweist.

3.3, Modelle mit drei saisonalen Parametern

In saisonalen 3-Parametermodellen mit drei saisonalen
Parametern scheinen folgende drei lag-Schemata interessant

zu sein (s_l,s,s+1),(5_1,5,25),(%,3,25). Dabel sei die
Dimension von (s,s+1,28)—Modellen wegen der Ahnlichkeit zu
(8_1,8,28)-Modellen weggelassen., Filr jede dieser lag-Schemata
k8nnen nun additive, multiplikative und doppelt multipli-

kative Modelle unterschieden werden.

a) (s_l,s,s+1)-Modelle

3.3.1. Das zt=(1—93B3-9uBu-9585)at-Modell

Allgemein: Dieses Modell macht im gesamten einen sehr geschlossenen
Eindruck, der dadurch entsteht, daR die Korrelationen
ZUu P35 0y und Pg keinen Kompensationseffektenhunter-
worfen sind, und bei gleicher Parametergrdfe gleiche

grofe Korrelationen aufweisen. Die Korrelationen
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zu lag 1 und 2 werden durch Interaktion der saisonalen
Parameter erzeugt. Man beachte, daf jedes zweite

Korrelation P4 durch Kompensationseffekte verschwindet.

Charakteristika: Die saisonalen Korrelationen sind proportional

den Parameterwerten, Py verschwindet wenn 93 und 95

ungleiche Vorzeichen besitzen,

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind P3sPy und

Pge Zeigen in multiplikativen (1xs)-Modellen P3 und
Pg gleich groBe Korrelationen wie py an, dann ist

dieses Modell zu versuchen.

3.3.2. Das'zt=(1-9383)(1-9484)(1—95B5)at-Modell

Allgemein:Dieses Modell weist die (im Vergleich zum additiven
Modell) verstdrkten saisonalen Korrelationen an den
lags 3,4, und 5 auf. AubBerdem wiederholen sich diese
im s=4% entstandenen Muster um den lag 2s=8 in umge-
kehrter Reihenfolge. Die Maximale Backorder ist 12
und es tritt in Pq9 eine zusdtzliche Korrelation auf
Grund der Interaktion aller drei saisonalen Parameter
auf. Ebenfalls treten aufgrund Interaktion zus&tzliche
Korrelatlonen zu den lag 1 und 2 auf, wobeil o4 in=-

folge Kompensatlonseffekte verschw1nden kann.

Charakteristika:'pliist nur in den Modellen (-,-,=)(=,+,-),

(+,-,+) und (+,+,+) vorhanden d.h. wenn 6, und 8¢
glelche Vorzeichen besitzen. Bei glelchen Parametern
sind die saisonalen Korrelationen nicht gleich.
Wahrend p, und p. betragsmdfig gleich sind, ist Py
je nach Parameterkonstellation einmal grdfer oder

kleiner.
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Kennzeichen: Die kennzeichnende Korrelationen sind PasPy und

p, und pc mit umgekehrter Wiederholung zu
lag 7,8,9. Zeigen multiplikative Mocdelle keine
symmetrischen Gabelstrukturen bei grofen saisonalen
Korrelationen, so kann dieses Modell verwendet

werden.

3.3.3. Das zt=(1-9383)(1-GHB4—95B5)at-Modelle

Allgemein: Dieses Modell folgt in den kennzeichnenden Korre-
lationen den additiven (s_,+s+s ,)-Modell, wobei
das multplikative Modell die Korrelationen ver-
stirkt., Die maximale Backoder ist 8. Die Korre-
lationen zu 7 und 8 sind Interaktionen der saisonalen
Parameter und im Vorzeichen entgegengesetzt den
Korrelationen zu lag 4% und 5 gerichtet., Wie im
additiven Modell werden die beiden ersten Korrelationen
durch Interaktionen erzeugt, wobel oy in jedem

zweiten Fall fast verschwindet.

Charakteristika: Die saisonalen Korrelationen sind proportional

den Parametern. Je nach Vorzeichen von eu und 85
treten an den lags 7 und 8 kleine charakteristische
Stufen, oder Paare auf, Py verschwindet fast, wenn

93 und 95 ungleiche Vorzeichen besitzen.

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind PasPy und

Pes wobeil Pe leicht kleiner ist als die beiden
gleich groRen Py und », . Zus&dtzliche Korrelationen
treten bis lag 7 und 8 auf, wobei 06=O ist. Das
Modell ist dann zu empfehlen, wenn neben der
Charakteristika des (s_,+s+s,)-Modelle (neben
grdferen saisonalen Korrelationen) zusdtzlich P

und Pg in charakteristischer Form auftraten.
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3.3.4, Das z,=(1-8 B4)(1-8,B3~-8_.B5)a, -Modell
t L 3 5 +

Allgemein:

Dieses Modell folgt wie das vorige Modell in den
kennzeichnenden Korrelationen dem (s_1+s+s+1)-
Modell. Wie zuvor werden durch den multiplikativen
Ansatz die saisonalen Korrelationen verstédrkt.
Die maximale backorder betrdgt 9. Die charakteri-
stischen Stufen und Paare der zusdtzlichen
Korrelationen sind nun in den lag 8 (p8=0) "ausg-
einandergezogen”" an den lag 7 und 9. g ist ein
zusédtzlicher Beitrag mit geringerer Bedeutung.

P4 und p, kommen wie im additiven (s_,+s+s ,)-
Modell durch Interaktionen zustande, wobel jedes

zweite p, durch Kompensationseffekte verschwindet.

Charakteristika: Im grofen und ganzen dasselbe wie im vorigen

Kennzeichen:

3.3.5. Das 2, =(1-8.B5)(1-8

Modell, nur ist pg=0 und die charakteristischen
Stufen und Paare an den lags 7 und 9 auseinander-

liegend.

Die kennzeichnenden Korrelationen sind P asPy

und p ¢, wobei o, (bei gleichen Parametern) leicht
grofer als p, und p¢ ist. Das Modell ist dann

zu empfehlen, wenn das additive (s_,+s+s_,)-Modell
die backorder P mit Korrelationen an den lags 7

und 9 aufweist.

3

Allgemein:

BS-GSBu)af-Modell

Das Modell folgt wie die beiden vorigen Modelle

dem additiven (s_,+s+s_ ,)-Modell. Die maximale

1 +1
backorder ist wie zuvor 9, Die charakteristischen

Stufen und Paare treten nun an den lags 8 und 9 auf.

p,=0 und p ist von geringer Bedeutung

ey und 0., kommen ebenfalls durch Interaktion der
saisonalen Parameter zustande, wobei Pq durch
kompensationseffekte nur dann fast verschwindet,
wenn 8, und 95 ungleiches Vorzeichen besitzen, In

diesen Fdllen wird Py zusdtzlich gedd&mpft.
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€harakteristika: folgen dem additiven (s_1+s+s+1)-Modell, wobel

neben p7=O die charakteristischen Stufen und Paare

an den lags & und ¢ zu finden sind.

Kennzeichen:Die kennzeichnenden Korrelationen sind PasPy und

wobel nun pq leicht kleiner als die beiden gleich

P
5
grofen o, und e Korrelationen sind. Dabei k&nnen

zusdtzliche Démpfungen flr g, vorkommen. Die
charakteristischen Stufen an den lags 8 und 9 be-
stimmen die Welt dieses Modells gegeniiber den beiden

vorigen.

c) (s 1,s,ZS)-.-Modelle

3.3.6. Das zt=(1—6383-9“B4-9888)—Modell

Allgemein: Dieses Modell zeigt ein nun einheitliches Bild auf-
grund von Da&mpfungs- und Verétérkungseffekten.
Dimpfungseffekte treten bei denjenigen Modellen auf,
wo 8, und 8,4 gleiches Vorzeichen besitzen. In den
Verstirkungsmodellen zeigt dieses Modell die typischen
offenen und geschlossenen Gabeln des multiplikativen
(1xs)-Modells und den lag 4. pgq ist von den bémpfungs—
effekten nicht betroffen und Py ist zusdtzlich

Korrelation kleiner als g

Charakteristika: In den Verstidrkungsmodellen sind die Parameter

proportional den saisonalen Korrelationen, wobeil Py
vor den gleich grofRen Korrelationen P und Pg dominiert.
Offene Gabeln treten in den Modellen (=,+,+}(+,=,+)

auf, geschlossene bei den Modellen (=,=,+) und (+,+,+),
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Kennzeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind (in den

Verstdrkungsmodellen) p, und Pge Pg tritt erst
in zweiter Linie zur Erzeugung der offenen und

geschlossenen Gabel (in asymetrischer Form) auf,

Bei gleichen Parametem gilt |p1|=lp5 . Im Unter-
schied zum additiven (1+s+2s)- Modell 3,2,7

(das durch charakteristische Stufen alleine ge-
kennzeichnet ist) tritt hier neben dem typischen

Gabelnmuster Pg singuldr auf.

3,3.7. Das zt=(1-93B3)(1—e“Bu-esBe)at-Modell

Allgemein: Wie im vorigen Modell sind im wesentlichen die Ver-
stdrkungsmodelle interessant, die bei Modellen mit
verschiedenen Vorzeichen der saisonalen Parameter
auftreten. Um Unterschied zu (1x(s+2s))-Modell werden
in den Verstdrkungsmodellen die offenenund ge-
schlossenen Gabeln nicht um den lag 2 wiederholt,
sondern sie treten an den lags 7/8 als charakteristische
Paare oder Stufen auf, Weiters ist an lag 11 eine
kleine zusdtzliche Korrelation zu beobachten.

Charakterlstlka. Die Verstdrkungsmodelle treten an denselben

Vorzeichenkonstellationen wie im vorigen Modell auf
93 ist in diesem Fall grdRer als pg,py und pq sind -
‘gleich. '

Kennzeichen: In den Verstdrkungsmodellen sind die kennzeichnenden

Korrelatlonen P3aPy und p8.Typlsch ist die Abfolge
von geschlossenen (offenen) Gabeln in lag 4 und-
charakteristische Paare (Stufen) an den lags 7/8

bei singulé&ren Pyqe
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3.3.8. Das zt=(1-93B3)(1—euBu)(1—98B8)9t-Modell

Allgemein:

Im Gegensatz zum multiplikativen (1xsxZ2s)-Modell
3.2.9. werden in den Verstirkungsmodellen die
offenen und geschlossenen Gabeln nur zweimal um
die lags 4 und 8 wiederholt, wdhrend an den lags
11/12 charakteristische Paare und Stufen auftreten

bei singuldren p,g (maximale backorder = 15),

Charakteristika: Die Verstidrkungsmodelle treten bei denselben

Vorzeichenkonstellationen wie in den beiden vorigen
Modellen auf. Py ist so grof wie Pg und py SO wie
07 (bei gleichen Parametern). Geschlossene Gabeln
treten dann auf, wenn das Produkt der Vorzeichen
der drei Parameter positiv ist. Bel negativemVor-

zeichenprodukt sind die Gabeln offen.

Kennzeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind PaaPy und

Pg - Typisch 1ist die Abfolge von zwel Gabelmustern
um die ‘lags 4% und 8, charakteristische Paare und

Stufen an den lags 11/12 und singuldr p,c.

Anmerkung: a) das (4x(3+8))-Modell ist in den Verstirkungs-

modellen durch Gabel in die lags 4 und 8

bei singuldren p,, gekennzeichnet.

b) das ((3+4)x8)~Modell weist in den Verstdrkungs-
modellen Gabel an den lags 4 und 8 auf mit
charakteristischen Stufen oder Paaren an den lags
11/12, Die D&mpfungsmodelle haben Gabell um
den lag 8 und charakteristische Stufen/Paare an

. den lags 11/12, jedoch eine"deformierte"” Gabel

um den lag .

c) (s/2,s,2s)-Modelle.
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2B2-64B4-68B8)at-Modell

Allgemein:

Dieses Modell ist dadurch gekennzeichnet, daR die
ungeraden Korrelationen null sind. Man beachte, daf
die Dimpfungseffekte in den Modellen (%,-,-), die
Verstidrkungseffekte in den Modellen(f,+,+) am grdften
sind. In den anderen Modellen wird jeweils eine

Korrelation geddmpft.

Kennzgeichen: Die kennzeichnenden Korrelationen sind PpaPy und Pge

Anmerkung:

Alleine e wird durch Interaktion erzeugt. Die rest-

lichen (ungeraden) Werte der ACF sind null.

a) Das zt=(1-6282)(1—6uBu-6888)at—Modell hat in etwa
dieselbe ACF-Struktur wie das (2+4+8)-Modell.

Py ist etwas stdrker ausgepridgt, und neben p6 kommt

ploals weitere zusdtzliche Korrelation dazu.

b) Ebenso ist das zt=(1-62B2—euBM)(1—68B8)at—Modell
eine &hnliche Erweiterung des (2+4+8)-Modells,

nun aber bis zum lag 12, wo eine weitere zusdtzliche

Korrelation auftritt.

3'3.1Of Das zt=(1—62B2—64B4-eSBS)at-Modell

Allgemein:

Letztlich sei noch das (2+4+5)-Modell besprochen.

In diesem Fall wollen wir Modelle, die ein grofRes 0y
aufweisen, als Verstidrkungsmodelle bezeichnen. Das
sind die (f,+,-) und (¥,+,+)-Modelle p, und p, werden

durch Interaktionen erklirt.

Kennzeichen: In den Verstdrkungsmodellen tritt p, betragsméfi
2 g

grober als Py und Pg auf.
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Teil C: Autokovarianzfunktion saisonaler Modelle

Einleitung

In diesem Abschnitt der Arbeit werden die theoretischen

ACovF (Autokovarianzfunktionen) saisonaler Modelle wieder-

gegeben. Sie alle lassen sich am besten aus der Autoko-

varianz-erzeugenden Funktion ableiten

Y(B) = OiW(B)w(B_l)
wobei o K
Y(B) = I Y,B
K=o
und
P(B) = 1+w15+w282+...

die Transferfunktion des SARIMA-Prozesses ist.

Z, = lP(B)at

Durchwegs bestehe die Vereinbarung, daR fehlende Yy

Moving Average Prozesse

Die folgenden Formeln beziehen sich auf die ACovE.

. P _ 2
MA(2)-ProzeB: zt—(l elg 62B )at
_ 2 .2
Yo * 1+61+62
Y, ® —91(1—82)
Y2 279
MA(3)-ProzeB: z_=(1-8_ B-6,B2-0.B%)a
2t 1—=2 3 +
_ 2 2 3
Yo = 1+61 +62 +63
Y, = =8,+6,0,+6,6,
y2 = —82+6193

Null sind.
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1.2.3. z.=(1-0_81y(1-8.B%)a
2.3, zZ, 1 pBlay
, e ol 2 3
v(B) = (1-6,8%-0 8%+ 6,B%)
) 2 .2 . 2.2
Yo 1+E)1 fez +61 62
- - - 2 _ -
Yy o= 79,%68,8,-68,08,7 = -0,(1-0,40,
T T 2
Y, = =0,-0,%0, = -0,(1+0, %)
Y3 = 8,8,

Im Unterschied zum MA(3)-ProzeB wird im "multiplikativen"

MA(2)-ProzeB 6,==0,0, gesetzt, wodurch eine spezielle

3 172 °

Struktur des MA(3)-Prozesses erzeugt wird.

2. 2~Parametermodelle

2.1, Modelle mit einem saisonalen Parameter:

2.1.1. z,2(1-8,8"-8 B%)a_
Yo = 146 %40 7
LE Y
Ys-1 =6168
Yo 7 "8

2.1.2. z.=(1-0.B1)(1-8 B%)a

=t 1 -5 t

Yo °© ('1+612)(1+632)at
v, = -el<1+esz)
Yg-1 F e1es
v, = -e (1-0. %)
Y =0

s-1
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Modelle mit zwel saisonalen Parametern:

—(a_ s-1_ S
Et_<1 6,48 6B a,
_ 2 2
yo = 1+68_1+eS
Yl = es—1es
Ts-1 = “0go1
Yg = 70
el s-1 _ s
—t'(1 es-lB ) (1 GSB )at
_ 2
Yo = a+e__4) (1+8.)
Yl = es—les
Y -0 -9 0 2 . -9 (1+8 2)
s=-1 s~-1 “s=-1"s s-1 S
- o - 2 - 2
(= =8,-0- 40, = -8 (1+07 )
Yos-1 = 95-1% 7 V4
z.=(1-8 _8%-0. B%S)a
-t S 25 t
_ 2 .2
Yo = 1+6S +828
Yg = —68(1-823)
Yos T TY2s
2z =(1-6_B%)(1-6, B°%)a
Zto s 2s t
_ 2 2
Yo = (1+6.7) (1+625)
. _ 2
Yg * 68(1 628+628)
2

Yog © -625(1+6S )

Y3s 88628
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-61=-

r4_n BS _ s
2.2.5. Et—(l BSB )(1 @SB )at

3.1.1.

_ 2 2. 2
Yo = 1+(68+@s) +es @S
Yg ¢ —(es+98)(1+6898)
YZS - es®s
o s-1_ s+1
t-(i es_lB es+1B )at
- 2 2
Yo 1+8s—1+es+1
Yz = es—les+1
Yg-1 7 —es-l
Yse1 © 941
-1 s-1 _ s+1
Et‘(i 63_18 (1 es+1B )at
2 2

Yo * 85-1%41

- 2
Ygoq = 65-1(1+es+1)

- 2
Ys+1 = es+1(1+es—1)

Yos = 9521941

3-Parametermodelle

Modelle mit einem saisoénalen Parameter

1 1_ 2 s
gt—(l 618 62B eSB )at
_ 2 2 2

Yo 1+61 +62 +eS
Yq -el+6162 = -61(1—62)
Yy = 79,
Ys-2 7 950
Ys-l = 9168
Yg = -0
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A 1 - 2 _ s
3.1.2. Et’(l 618 ) (1 62B )(1 GSB )at

Yo ° (1+612 ) '(1‘+622)(1+682)
Y, = -8,(140,7 ) (1+8.%)

Yo -1 = 818,(170,+8.%)

Yo,y = 0,(1%8 2)(1-0_+8 %)
Y7241 % Ys/2-1

Yoy = 6168(1+622)

Y, = -es(1+912 ) (1‘+e22)
Ys+1 = Ys-1

Yas/2-1 = ~91%2%

V3s/2 © 8265(1+612)

Y3s/2+41 = Y3s/-1

1

ra_n ni_ 2 _ 4
3.1.3. gt—(l 01B 82B ) (1 GMB )at

Y, (1—612+622)(1+9u2)
Y, —81(1—62)(1+642)
yé - -92(1+642)

Ys-2 7 92%

Yooq = 0,8,(1-8,)

Y, = -eu<1+612+922>
Ys+1 = Ys-1

Ys+2 - Ys-2
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Modelle mit zwel saisonalen Parametern

a) (1,s-1,s)-Modelle:

. z,=(120,B%-0__B% -6 B%)a
Yo = 1+812+e§_1+682
Ty ® m04+85 48
Ys-2 % 84054
Yg-1 = 94957059
Ys = 9%
3.2.2. z.=(1-0 . BNy(1-8,_,B5 -0 B%)a
Yo = 1#0 %400 (0 -8 0 27400 7
Vg 7704405 146,0.0(05-0,05.4)
Yo = 79485-4%
Ys-2 = 84854
Ygoq T T05.4%04(8,-68,8,_ 4)
Yo = ~0,%6,-(0_-0.0_ )
Yge1 T e1es
Et=(1-eiB)(1-93_135'1)<1—9535)at
Y, 1+912+e§_1+(616s“1=es)2+es2(612+e§_1+eizg
Y, = -ei+(eiesni-es>(éles—es_l)-eleg_leéz
Yo 7 7940548
Ys-2 = 6165_1(1+68?)
Youq = 0.1 (146,70, )4 (0,0, 1-00(0, 18 -0,)
Yg = (6188_1—98)(1-6165_168)-95(612+932)

02
S

-1

)
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-6Y4 =

_ 2
Yoy © 6188(1+es_1)
Yos-2 = 9485-4%
_ 2
Yog-1 es—les(1+61 )
Yos = "94105.4% = Y3
b) (1,s,s+1)-Modelle
(1 1_ S_ s+1
. z,2(1-9,B7-8 B°-6_ ,B°")a,

Die ACovF weist dieselbe Struktur wie die von -3.2.1. auf,
nun an den lags 1, s-1, s, s+1.
s+1

(1 1 - S_
. Et'(l elB (1 GSB es+1B )at

Die ACovF weist dieselbe Struktur wie das Modell 3.2.2.

bei um eins verschobenen saisonalen lags auf.

A 1_ 3 B s
. Et'(l 918 GSB (1 @SB )at

2 2 2

Yo = 1+912+<es+@s)2+es (6,248 %)
Yq = —61—6188(6S+®S)
Yooq = 8,(8,+0 )46 6 0 "
Yo = -(0,+8_)-0,%8_%-6_8_(8_+0_)
Ys+1 6168
Yos-1 = 94848

9. 0

YZS s s
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3.2.7.

3.2.8.

3.2.9.
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c) (1,s,2s)-Modelle

4. _ _a  npés
2,2(1-6,5-6 B-8, B ")a_
_ 2 2 2
Yo = 1+e1 +0 +628
Yq T 78y
Ys-1 = eies
Yg ° -es(i—ezs)
Yos-1 = 9499¢
Yos T TOgs
=(1- - S_ 28
2,2(1-6,B)(1-8 B°-0, B"®)a,
_ 2 2 2
Yo (1+e1 )(1+es +628)
L 2., 2
Yq F 61(1+eS +628)
YS_1 = 6168(1—628)
_ 2 _
Yg 68(1+61 (1 625)
Ys+1 = Ys-l
Y2s-1 = 94995
2
Yos = 85 (14847
Yog41 = Yos-1
(1= 1 _ s - 2s
Et—(l 6,8 )(; 6.8 )(1-6,.B da,

Die ACovF hat dieselbe Struktur wie das 3.1.2.-Modell
(1,2,s) fur (1,s,2s8), wobel die saisonalen lags doppelt

so grof betrachtet werden miissen.
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Modelle mit drei saisonalen Parametern

a) (s-1,s,s+1)-Modelle

z,21-e 8% 1-e p%-0_ B°"ha,
Y, = 1+e§_1+esz+e§+1
Yy = 85085 1%0549)
Yo = O5-1%41
Yoo1 = "854
Vs = 8
Yse1 T “9541
z,=(1-0 % -6 B%)a-e 2% e
vg = (1482 ycre Brcasel
Yl ) es(es—1+es+1)(1+es—1es+1)
Y2 = es—les+1(1+es2)
Top = "95-1%:%41
Tg-1 = —98—1(1+682)(1+e§+1)
y_ = =8_[(1462 (1482 y+6_ 0 ]
s sk s-1 s+1 s-1"s+1~
Yo,q = ~0g,,(1402_2(148_%)
Yoiz = 95219941
Yoe T 8goq(0g,4+0.7)
Yos+1 ~ eses+1(1+e§—1)

Y3s = —es-leses+1



i

3.3.4.

3.3.5.

2,218 8%y (a-0 B%-6_ 3% hya,
Yo * (1+e§_1)(1+esz+e§+1)
v, = es(es_1+es+1+eszes_1>
Yo = es—1es+1
Ys-2 = 705185941
Yooq = “0g_4C1%07 e§+1)
Yayq ° S+1<1+e2 )
Yos-1 = 95-1%
Yos es—1es+1 )
z,21-0 B2 a-0 8% 1o 8% DHa,
Yo = (1o Drcavel 40l
Yq = es(es_1+es+1)
Yo = es—ieszes+1
Yg-p = "05-1958541
Yeoq * L1467
v, = -0 (1+e2_ 462, )
YS+1.=k s+1(1+6 2)
Yg4p = "05-1950541 T Y52
Yos-1 © es-1es
Yoss1 © eses+1 o -
2,2(1-6_, B Sty (q- 0,8 "0 B%a,
Y, = (1402 +8_%)(1+02 )
Yq F 88(1+GS )(1+Bs+1)
Yo 7 es-16s+1
Yg-1 © 054 (1402, 1)
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Yg = -es(1+es+1+es~1es+1)
Yoe1 °© -es+1(1+e§_1+§§+1)
Y2 T 705186%41
Yos = es—1es+1
Yos+1 ° eses+1
=(1-6__ 8% 10 85-0 B%%)a,
Yo = 1402 48 2402
Yy 7 8540
Tgr1 ~ _es—l
Ys - _es+68625
Y25 = e25
=(1-6__,B°"1y(1-0_B%-0, B?%)a
Yo F (1+es—1)2(1+652+ags)
Y, = 68_198(1—928)
Yo . o= =8__.(1+8 %402 )
s-1 s-1 s 2s
Yo = -8 (1482 )(1-8, )
Yse1 °© 65-1628
Yog-1 ° es-lese(1+62s)
Yog = 8,5 (1482 )
T3s-1 7 95-1%2¢

t
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S 2s

3.3.8. z,=(1-0__,B5 1y(1-0 B%)(1-6, B*)a,
Yo = (1+02_)(1+0 %) (1+850)
Yq 7 88-168(1-628+G§S)
Yooq = 0goq(1#6_2)(148,2)
| stz —és(1+e§-1)(1-628+63s)
Ys41 © 68_1628(1+682)
Y2s-1 68_165(1—625+6§S)
Yps = —8,5(1+625_ ) (140 %)
Yosse1 = "95-4%69%2¢
Y3s-1 ~ es-1825(1+652)
Yag = 040,5(1402_ )
Yyg-1 = "95-1859%2¢
3.3.9. z,2(1-0,8%-8 _B%-0, B?%)a
Yo ° 1+822+682+egS
Ty = 7%
Yg-p 6268
Yo = ~05(1-0,)
Vg2 = e2828
Y25 = "99s
3.3.10. z,=(1-0,8%-0 B°-0_ B%*hya
Yo ° 1+622+682+e§+1
LE1 eses+1
Y, = -6
Y- © 6295
Ys-1 e2es+1
Yg = 7O
Youq = -0
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APPENDIX A: Komplexe Zahlen

A.1) Darstellung komplexer Zahlen

Zur Darstellung komplexer Zahlen unterscheiden wir
4 Formen, die sich aus der Kombination zweier Koordinaten-

systeme mit zweierlei Vektorschreibweise

(1) z=(a,b) kartesische Zahlenpaarform
(2) z=(r,w) trigonometrische Zahlenpaarform
(3) z=a+bi kartesische Binomialform

(4) z=r(cos w+i sinw trigonometrische Binomialform

Koordinatensysteme

Vektorform kartesisch Polar
Zahlenpaar (a,b) (r,w)
Binomial (a+bi) r(cos w + i sinw)

Die Umrechnung von kartesischen in Polorkoordinaten

erfolgt nach der Form

(a,b)=(r cos w, r sinw) (A.1)
mit r = la? + b? (A.2)
und
(. arctan g a0, b0 (I.Quadrant und R¥-Achse)
arctan g + 7 a<0 (IT.+IITI.QuadrantR~-Achse)
arctan §+2n a>0, b<0 {IV. Quadrant (A.3)
y=
% a=0, b>0 (1¥-Achse)
5% a=0, b<O (I”-Achse)
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Def. A.1 Man nennt die komplexe Zahl (a,=b) die zu (a,b)
konjugiert komplexe Zahl. Wie schreiben auch
(a,b)=(a,=-b). In der Binomialschreibweise lautet
die konjugiert komplexe Zahl

a+bi = a-bi
A.2) Graphische Darstellung
In der komplexen Zahlenebene liegt der Punkt z symmetrisch
- zum Punkt 2 bezliglich der reelen Achse
I+
z=Z
2L
; R*
- .i |
z2=2
Trigonometrische Form
y-%
tan™ b ~A
I taw ;%
’
/
, 5
Z
T+ tau L
a
2
L 7 NV
1—.2_: //
it
/ i“ taw™E 2
: =K
'3‘21-"-< arcta_ng- <-"2l Y=z
zZ = a + bi
a = bi (A1)

N
"

ST

=b
arctan ——
a

b
sar?tan ey < -~

b
= arctan g+n

3w
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Anmerkung:

1. Die trigonometrische Angabe einer komplexen Zahl unter-
scheidet sich von der Polarkoordinaten-Darstellung von
reellen Zahlen dadurch, daB® bei komplexen Zahlen fiir

den Radiusvektor auch negative Zahlen zuldssig sind.

2, Eine weitere Darstellungsform der trigonometrischen
Binomialform ergibt sich aus der komplexen Expontial-
funktion.

at® = cos w + i sin w (A.5)

Wir nennen daher die Darstellung

z = (r,u) = r e (A.6)

die Exponentialdarstellung komplexer Zahlen

A 3) Die Assoziierten Perioden

Im folgenden sei fiir diskrete Kosinusschwingungen
demonstriert, daf ein und dieselbe periodische Punkt-
folge durch Kosinusschwingungen verschiedener Frequenz

(Periodenlidnge) erzeugt werden kann.

Wegen der Periodizit&t der Kosinusfunktion gilt

cos %1 t = cos(%itika) k&N (A7)
Wir setzen nun t=k
cos %1 k = cos %1 k(liT) =
27
= cos = k (A.8)
Tl
- ' - T
mit T' = —4=— (A.9)
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Wir nennen T' die assoziierte Periode erster Ordnung. Im Fall

T'=T/(T-1) ist es die Periodenlidnge derjenigen Kosinusfunktion

die man erhdlt, wenn man den ersten Punkt aus dem ersten

Kosinuszyklus, den zweiten Punkt aus dem ersten Kosinuszyklus

nimmt, etc.

Setzen wir flir die Frequenz f=1/T so erhalten wir flr die

Frequenzen der assoziierten Perioden

ll—i

+ o
T31 | 4#1

£' = -

bzw.

oo

]
£' = 12f

Setzen wir in @.7t=nk so erhalten wir die assoziierten

Perioden n-ter Ordnung.

cos(zwt i'21rk)

cos 2% k(n<T)

2w

= cos k

T'(n)

"

+

mit T'(n) =
: -n

+3

Die Frequenzen n-ter Ordnung sind

T +
£'(n) = -TE = 1Znf

(A,10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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TABELLENANHANG

Graphischer Ausdruck der ACF mit permutierten Parameter-
konstellationen, Die Numerierung der Modelle entspricht
der Numerierung in den Teilen B und C. Die ACF flir weitere

ARIMA~- und SARIMA-Prozesse kann durch Aufruf des Computer-

programms IAS-S%IAZ-H3 an der UNIVAC 1lo6-Anlage des
Instituts fiir Hohere Studien berechnet und graphisch aus-

gegeben werden,
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