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Einleitung

1931 wurde von THURSTONE ein Verfahren verdffentlicht,

das gestattet, eine Proportionsmatrix direkt aus einer
Rangfrequenzmatrix zu berechhen1 (exakt gesagt: zu
schitzen). Dies Verfahren wird u.A. auch von GUILFORD 1354
und SIXTL 1967 beschrieben und ist heute ein durchaus

géngiges Verfahren in der Skalierung.

In dem Verfahren von THURSTONE werden Wahrscheinlich-
keiten als unabhingig behandelt (und daher multipliziert),

von denen gezeigt werden kann, daB sie abh&ngig sind.

Dagegen soll ein Verfahren vorgeschlagen werden, das die
Abhangigkeit dieser Wahrscheinlichkeiten berilicksichtigt.
Fir jedes Pj>-i der Proportionsmatrix wird dabei eine
obere und eine untere Grenze exakt bestimmt, und dann
der Wert fir Pj> i in diesem Intervall gesch&tzt, Das
vorgeschlagene Verfahren ist weniger aufwendig als das
von THURSTONE. Ferner gestattet es eine direkte Angabe

des maximalen Fehlers fir jedes geschétzte Pj} i

1Die Begriffe werden auf den folgenden Seiten erlautert.




Die Methode der Rangordnungen.

Bei diesem Verfahren haben N Vpn (oder eine Vp N mal)

die Aufgabe, m Objekte hinsichtlich ihres Auspragungs-
grades auf einer Dimension (z.B. Schonheit) in eine Rang-
reihe zu bringen. Wesentlich dabei ist, daB genau so viele
Range verteilt werden missen, wie Objekte vorhanden

sind, d.h. die Bildung von "ties" ist nicht erlaubt.

Aus jeder Rangreihe lassen sich (2) Ordinalurteile Uber

die Objekte gewinnen. Z.B. folgt aus: A>C>B>D:

A>C, A>B, A>D, C>B, usw, Die N Vpn liefern also
insgesamt N(;) Ordinalurteile. Diese kann man in einer mxm
Matrix zusammenfassen, wobei in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte die Haufigkeit (fj i) steht, mit der j>i geurteilt
wurde (maximal N). Eine solche Matrix heiBt kombinierte
Dominanzmatrix. In dieser Arbeit wird als Proportionsmatrix

eine kombinierte Dominanzmatrix hezeichnet, in deren Zellen

nicht absolute, sondern relative Haufigkeiten stehen.

Wesentlich weniger aufwendig als N(;) Drdinalurteile zu
gewinnen und zu einer kombinierten Dominanzmatrix
zusammenzustellen ist es, auszuzihlen, wie oft aem
Objekt j der Rang i zugeteilt wurde. Wenn dies fir alle
Objekte und alle Ré&nge getan wird, lassen sich die
Ergebnisse wieder in einer mxm Matrix zusammenfassen. In
der i-ten Zeile und j-ten Spalte dieser Matrix steht die
Haufigkeit, mit der dem Dbjekt j der Rang i zugeteilt

wurde. Eine solche Matrix heiBt Rangfrequenzmatrix.

Um Skalenwerte fir die Objekte nach THURSTONE's "Law of
comparative Judgment" zu berechnen, ist es notwendig,
eine Angabe Ulber Pj3>i zu haben. Diese ist in der
Proportionsmatrix direkt enthalten, in der Rangfrequenz-

matrix dagegen nicht. Daher entwickelte THURSTONE 1931 ein




Verfahren, das eine Angabe Uber Pj)’i aus einer Rang-
frequenzmatrix erlaubt. Betont sei an dieser Stelle, daB

es sich um ein Sch&tzverfahren handelt, da Pj)»i nicht mehr
eindeutig aus der Rangfreguenzmatrix reproduzierbar ist (wenn
man von ganz speziellen Matrizen - z.B. der Diagonalmatrix -

absieht).

Darstellung und Kritik von THURSTONE's Methode

Das Verfahren von THURSTONE wird hier nur soweit, wie es
flr die Kritik notwendig ist, dargestellt - ansonsten sei
auf die Originalarbeit von THURSTONE verwiesen, THURSTONE

argumentiert folgendermalen:

"L et there be n specimens in the series to be arranged
in rank order by N SUb]PCtS. Let A und B be two of
these specimens and let a, = frequency with which
specimen A is placed in rank 1 by the N subjects,
P = proportion of the N subjects who place
specimen A in rank 1, P = proportion who place
specimen B in rank 1, and similarly for the other
specimens and the Dther rank orders. Since these
values of P may bP regarded as probabilities, we
have P +P R = P N probability that
any SUBJEC% at random (or any one judgment of a
single subject) will place B in a rank higher than
rank 1. Hence P ‘Pb> = probability that any
subiject, T chosen-at random, will place A in rank 1,
and B in a higher rank. Similarly, P 'P

a2, b>2
probability that a surject will place A 1In rank 2
and B in a higher rank.
In general, this product may be written P
probability that A will be perceived in rank E and
that B will be perceived in a higher rank than k.

Der Satz, der fir unsere Kritik am wesentllchsten ist,

wurbde im Text unterstrichen; P_, und P miteinande®
ak b >k

zu multiplizieren ist nur sinnvoll, wenn beide Weahr-

scheinlichkeiten stochastisch unabhiéngig sind. Das ist

hier aber nicht der Fall, Um dies leichter zu erlautern,

betrachten wir folgendes - scheinbar analoge - Beispiel:
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Man habe zwei Wiirfel A und B. Die Wahrscheinlichkeit F’a1
mit A eine ™" zu wirfeln, ist ¥Y6. Die Wahrscheinlichkeit
F’b.>1 mit B eine Zahl groBer als "1" zu wirfeln, ist 5/6.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit mit A eine ™1" und mit

B eine Zahl gr&Ber als "1 zu wiirfeln = Pa1'Pb>_1=V6'5/6=5/36.
Im Fall der Rangfrequenzmatrix ist Pa1 die Wahrscheinlichkeit,
mit der A der Rangplatz "1" zugeordnet und Pb) 1 die Wahr-
scheinlichkeit, mit der B ein Rangplatz grBBer als "1"
zugeordnet wird., Der wesentliche Unterschied zu dem Wirfel~-
beispiel besteht aber darin, daB man weil3, daB jede Vpn,
die A den Rangplatz "1" zugeteilt hat, automatisch B einen

hheren Rangplatz geben muB (denn "ties™ sind ausgeschlossen).

Es gilt nun:

(1) P({r(A)=1} A feB)> 1] )=P(r(A)=1)°P(I(B).>1/I(A)=1)
da  (2) P(z(8)>1/c(A)=1) = 1
gilt (3) P({x(n)=1}) N {=@)>1}) = P(x(r)=1)

daraus folgt:

Die Wahrscheinlichkeit, daB A der Rangplatz "1" und B ein
hherer zugeordnet wird, ist Pa1 und nicht Pa?'Pb> 1.

D.h. sofern Pb \1?$ 1 ist, unterschiatzt THURSTONE die

Wahrscheinlichkeit.

Fiir Rangplatz "2" 158t sich nicht mehr so argumentieren,
Sofern Pb1¢?0 ist, miissen nicht alle Vpn, die A den

Rangplatz "2" gaben, unbedingt B einen hBheren geben.
g g g

Sofern aber P82;>Pb1 ist, missen mindestens (PaZ-Pb1)'N
Vpn A den Rangplatz "2" und B einen hoheren gegeben

haben (denn nur P_,.N Vpn konnten B einen niedrigeren

b1
gegeben haben).




Es zeigt sich also, daB die Wahrscheinlichkeiten Pak und
Pb) K nicht unabh#ngig voneinander sind und daher das
Produkt dieser beiden Wahrscheinlichkeiten nicht die
Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens

(Produktereignisses) liefert,

Das Verfahren des Unsicherheitsintervalles

Das Verfahren geht von der Tatsache aus, daB sich aus
giner Rangfrequenzmatrix zwar nicht mehr eindeutig die
Rangordnungen aller Vpn - und somit Pa) b grmitteln
158t (von Sonderfillen abgesehen), wohl aber ein Teil
der Aussagen eindeutig rekonstruierbar ist. Ein Beispiel

soll dies veranschaulichen:

Nehmen wir an, 10 Vpn ranken 3 Bilder A,B und C hinsicht-
lich ihrer Schonheit, wobei 3 der héchste Rang sein soll
(d.h. dem schinsten der drei Bilder zugeordnet werden

soll). Die Ergebnisse kénnten etwa so aussehen:

<
Rol
x>
to
o)

owo-~~Novnm N -~
N WWN = WWwN WwW
e N = WN) = W0 NN

e

Die Rangfrequenzmatrix dieser Daten sieht so aus:

Rang A B C
1 5 1 4
2 3 3 4
3 2 6 2
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Aus dieser Rangfrequenzmatrix lassen sich nun folgende

Aussagen gewinnen:

1) 5 VUpn haben A den Rangplatz "1" gegeben. Diese missen
B einen hoheren Rang gegeben haben. 3 Vpn gaben A den
Rangplatz "2"; da nur 1 Vp B den Rangplatz "1" gegeben
hat, missen von diesen 3 Vpn mindestens 2 Vpn B einen
htheren Rangplatz gegeben. haben, Es haben also
mindestens 7 Vpn B »* A geurteilt.

Ahnlich ergeben sich die weiteren Aussagen:

2) mindestens 2 Vpn haben A2 B geurteilt
3) " 4 " " CrA®
a) 3onom AYC o™
5) n 2 m Cy>B "
6) " 7o BYC ™

Diese Aussagen lassen sich folgendermaBen kombinieren:

& < . < <

I 2 Fa>b =3 ’ [ ﬁa)a 8
= < . < <

II 3 fa>'c 6 H 4 fc.)a 7
< < . < =

IT1 7 fb S e 8 : 2 fc) b 3

Formalisieren wir unsere bisherigen Uberlegungen, so ergibt

sich (wie sich leicht zeigen 1&Bt):

(4) Min(f, _ .) = Max {.f (k,i) = f (k=1 j)}
j>1 Qgken L cUm cum ’
(5) Max (f >i) = N Mln(fi>3)
r :
= N-Max K_fcum(k’J)-fcum(k—1’l)}




L = Wert der Rangfrequenzmatrix in Zeile k
ki .
und Spalte 1
k
f oy (Ko E) = 2 f,.
C xf:1 1
Min(fj>_i) = Kleinstes Element der Menge, die aus

den Elementen (f. .) aller kombinierten
Dominanzmatrizenjbe%teht, die aus der
Rangfrequenzmatrix gebildet werden
kdnnen,

Es 188t sich also flir jedes fj) i eine obere und eine
untere Grenze bestimmen, zwischen denen der "wahre' Wert
liegt. Die untere Grenze stellt die minimale, die obere
die maximale Anzahl Vpn dar, die j> i geurteilt haben
kinnen. Die Linge des Unsicherheitsintervalles

(N - Min(fi>bj) - Min(fj).i) ) entspricht der Anzahl

der Vpn, Uber die keine Aussage Uber die Beziehung

zwischen i und j mehr reproduziert werden kann.

Die Summe D = Min(f., . .) + Min(f. .) entspricht somit der
i> ] j> 1

Anzahl der Vpn, deren Urteil hinsichtlich i und j

rekonstruierbar ist. Es 148t sich leicht zeigen, daB bei N

Vpn und m zu beurteilenden Reizen diese Summe D mindestens

den Wert 2N/m haben muB, (und somit die Intervallbildung

sinnvoll ist).

Beweis: (angedeutet)

Wir greifen aus einer Rangfrequenzmatrix mit m Objekten
(m>2) 2 Spalten A und B heraus. Sind die Werte in dieser

Submatrix itiber die R&nge gleichverteilt, ergibt sich:
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Rang A B

1 N/m N/m
2 N/m N/m
L N}m N}m
% N)m N}m
Es gilt:
N/m é.fa;>b Z N=N/m 3 N/m £ fb) 855 N-N/m : D= 2N/m

Gezeigt wird, daB D nur gr8Ber werden kann, wenn die Werte
von einer Gleichverteilung lber die R&nge abweichen:
Stande #n Spalte B und Zeile k der Wert N/m+A N, so mul3,
damit die Spaltensumme N erhalten bleibt, der Wert in
mindestens einer, hochstens allen weiteren Zellen der

Spalte B kleiner werden. Es gilt somit: (ANBO):

(6) f (k=1,b) = (k=1)(N/m) - vaN D&y =1
cum

nach (4) ergibt sich:

Min(f” l:)) = fcum(k,b)—fcum(k—1,a)
= (k=1)(N/m)~vAN+N/m+ AN —=(k=1) (N/m)
= N/m + (1-v)aN
Min(fb>a) = fcum(k,a)—fcum(k—‘l,b)
= (k=1)(N/m)+ N = (k=1)(N/m)-vaN
= N/m + vaNl
D = 2N/m + AN




- D ist somit (unabh#éngig von v) um AN griBer geworden.
Stinde in Spalte B und Zeile k der Wert N/m - aN, gilt
analogs (AM>O}3

(6a) f (k=1,b) = (k=1)(N/m) + vAN ; DO&fv=1
cum

nach (4) ergibt sichs

Mln(fb> a) = fcum(k+1,a)—fcum(k,b)

= (k+1)(N/m) = k{(N/m)-AN+vAN

= N/m + (1-v)AN

(: wobei f (m+1,a) = f (m,a)=N
cum 4 cum

Mm(fa>b) = fcum(k—1 ,b)—fcum(k—Z,a)

= (k=1)(N/m)+vAN —=(k=2)(N/m)

= N/m + VAN
wobei f (-1,a) = (D,a)=0
cum 4 cum
D = 2N/m_+ &N
D wird also in jedem Falle grdBer. g.e.d.
Zur Bestimmung von Pa,)b
Wir stellten fest, dal fir fa>~b gine obere und untere

Grenze berechnet werden und die Unsicherheitsintervallange
maximal N-2N/m betragen kann. Diese Feststellungen sind
auch dann noch korrekt, wenn man die absocluten H8ufig-
keiten in relative verwandelt {(indem durch N dividiert
wird) und damit die dazugeh&rigen Wahrscheinlichkeiten

schadtzt. Man erh&lt somit flr Pa>~b eine obere und eine
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untere Grenze, die Lange des Intervalles kann maximal

1-2/m betragen.

Dies erlaubt uns, eine Aussage Uber den maximalen Fehler

bei der Schatzung von P zu machen, denn es gilt:

ayhb
Pmax —Pmin { Pmax'+Pmin »A'
(7) E v = — 35— + ?——“—-—-—-—-—-—2 -P
E = maximaler Fehler
max
Pmax = obgre Grenze flr Pa} b
Pmin = untere Grenze flr Pa> b
G- geschétzter P -Wert
a>b

wobei es offenbar gleichgliltig ist, nach welchem Verfahren
P geschitzt wurde, d.h. auf diese Weise lieQe sich auch
der maximale Fehler fir jeden Wert, der nach THURSTONE's

Verfahren erhalten wird, bestimmen.

Nach welchem Verfahren nun‘$ innerhalb des beschriebenen
Unsicherheitsintervalles bestimmt wird, soll in dieser
Arbeit nicht festgelegt werden. Es erscheint dem Autor
besser, drei Verfahren, die sich besonders anbieten,

aufzufihren:

1) Methode des minimalen maximalen Fehlers.

P wird als arithmetischer Mittelwert von P und P,
A max min
bestimmt, also P=(P +P . )/2 . Diese Methode hat neben
max min :
ihrem geringen Aufwand den Vorteil, daB der maximale
Fehler minimiert wird. Diejenigen Vpn, Uber die keine
Aussage gemacht werden konnte, werden durch diese Methods

so behandelt, als ob fir Pa> b und Pb) a die gleiche
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Wahrscheinlichkeit bestidnde, was um so zweifelhafter ist,
je mehr P von .50 abweicht. Die Streuung der’%—Werte um .50

wird somit geringer sein, als die der "wahren" P-Werte,

2) Methode der reprdsentativen Erfassung

Betrachtet man diejenigen Vpn, deren Aussagen hinsichtlich
a und b rekonstruiert werden konnten, als repradsentativ flr

alle Vpn, ergibt sich P aus

Min(?a} b)
Pa)’b =
Min(F, )+Min(f o )
Sind Mln(fa)-b) und Mln(fb> a) klein, so bewirk®: schon ein

geringer Unterschied zwischen beiden bei dieser Methode
eine groBe Abweichung vom Mitteliwert (P=.,50). Die Streuung
der'@—Werte wird somit bei dieser Methode grGBer sein, als

die der "wahren" P-Werte.

3) Methode des z-Mittelwertes

Im Gegensatz zum 1. Verfahren wird hier das arithmetische
Mittel der zu P und P_. gehdrigen z-Werte gebildet,
~ max min
P ist dann der zum gemittelten z-Yert dazugehdrige P-Wert.
(Fir P_, =0 bzw. P =1 wird z willklrlich -3 bzw. +3

min max ~
gesetzt) Die Streuung der P-Werte ist grdBer als im 1. und

kleiner als im 2. Vexfahren,
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Zusammenfassung

Es konnte gezeigt werden, daB das Verfahren von THURSTONE
zur Gewinnung einer Proportionsmatrix aus einer Rang-
frequenzmatfix abhingige Wahrscheinlichkeiten als unabhédngig

behandelt und daher nicht ganz einwandfrei ist.

Fs wurde ein Verfahren vorgeschlagen, das die Abhingigkeit
der Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigt. Das Verfahren
gestattet, fir je zwei Objekte j und i der Rangfrequenz-
matrix exakt ein Intervall anzugeben, in dem der "wahre"
P. .-Wert liegen mul3.

i>i °
Flir die Schatzung von'Pj>\i in diesem Intervall wurden
drei Methoden kurz angefiihrt. Der Autor ist jedoch der
Meinung, daB es noch einer befriedigenderen Ldsung fir

dieses Problem bedarf.
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