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1.ﬁDer,Begriff der "modelladéquatenvIndexkonstruktion"

Die folgenden Betrachtungen gehen vom bekannten Paradoxon
von Condorcet aus (vgl. etwa R. BOUDON (2)
Se. 9 oder G. BAMBERG - A, COENENBERG (1), Kap. 8):

Eine Anzahl n von Personen gibt bezlglich dreier psycho-
logischer Objekte (A, B, C), die etwa 3 polltlsche
Parteien oder 3 Bewerber um einen Posten sein kodnnen,
Verschiedene konsistente (d. he. transitive) Rangord-
nungsurteile ab. Person 1 beispielsweise A» C>3B,

Person 2 beispielsweise C> A>» B, Die Aggregation aller
n Urteile nach "demokratischen" Regeln kann u. U. zu
einem inkonsistenten Majorititsergebnis wie etwa A B,
B>C, C> A filhren. (Diese drei Ungleichungen lassen sich

daher nicht wie oben bei den Personen 1 und 2 in einer

Doppelungleichung vereinen.) - Die Aggregation aller n
Urteile wird im folgenden als Indexkonstruktion aufge-
faBt und dargestellt. Der Fall, daB sich aus n konsisten-
ten Urteilen ein inkonsistentes aggregiert, wird im 2.
Teil dieser Arbeit unter den Begriff einer Indexkonstruk-
tion, die "nicht modelladdquat" ist, subsumiert. Dazu
mochte ich zunéchst den Begriff einer "modellad&quaten
Indexkonstruktion" definieren. Es mull dabei betont

werden, daBl die hier entwickelten Gedanken nicht alle

prinzipiell neu sind (vgl. etwa G. Th. GUILBAUD (3)),
wesentlich ist aber die hier gelibte besondere Gewicht- |
legung auf gewisse formale Betrachtungsaspekte und die
entsprechenden Definitionene.

Gegeben seien n Tripel (xi, Tis zi), 1 =1, eeey, Ne

Die Komponenten seien Elemente aus dem Kontinuum der

reellen Zahlen R, also (Xi, Tis z;) € R7, Jedes der drei

n - Tupel (X,], o0 ey Xn), (y/], ‘co., yn), (Z/]’ e ey Z )
werde in einen e1nd1mensmonalen R’ abgebildet ("Reduktlon"
des R" in den R ), mit anderen Worten, es werden die
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Indizes X = f (X/i, eesy :X:n>, y = f (y/" ee oy yn)’
z = F (2, oee, z ) (mittels jeweils derselben Funktion
£) gebildet (vgl. U. WERNER (10)).

Es sei nun eine mit dem Symbol @ Dbezeichnete Verkniipfung
definiert und es mdgen die "Individualgesetze" (das
"Modell") X; 0 yi = zy fir alle i gelten.

Definition: Die Indekonstruktionen x, y und z aus den
drei n - Tupeln der x;, y; und z; heifen "modellad&dquat",
wenn die "Individualgesetze" auch fiir die Datenaggregate,

also die Indizes gelten:

wenn also stets X;0 ¥3 = 24 gilt,

muB bei Modelladiaquatheit auch

1

X 0y 7 gelten,
Beispiel 1: Die Verkniipfung sei die Addition; es gelte

fir Jjedes 1i: Xy + Y5 = Zye Dann ist die Indexbildung

"arithmetisches Mittel" =x = X = % 5;; xt modelladdquat,
i=1

denn es gilt auch X + ¥ = Z. Hingegen ist die In%fx-

bildung "geometrlsches Mittel" x = er— x;)w  (nur

fir X;? O bzw. X; €& R* ) nicht modelladaqua% 1bnn im allge~
melnen gilt X + y $ 7.

Beispiel 2: Die Verkniipfung sei die Multiplikation, die
Individualgesetze lauten: Xy o ¥4 = B4 Dann ist das

geometrische Mittel als Index modelladdquat (denn es
Lo d

gilt X ¥ =%), das arithmetische hingegen nicht (denn
im allgemeinen gilt X o J # Z)o

Beispiel 3: Das Individualgggetz sei die pythagoridische
Eigenschaft Xi2 + yi2 = zig; Weder das arithmetische noch

das geometrische Mittel ist modelladiquat, hingegen das

*) .Fovw\a,e : "(V[) -] f(“.->= "(?’i)
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"quadratische Mittel" x = x~ = % Z xiz wegen

x° + y2 = 22 (dagegen gilt i. a. X

Man sieht also bereits an diesen einfachsten Beispielen,
daB sich verschiedene Mittelwerte (und natiirlich auch
andere Verteiluﬁgsparameter) durch die Forderung nach.
einem modelladidquaten Index fiir verschiedene Individual-
gesetze begriinden lassen! Nebenbei sei bemerkt, daB in-
folge der Definitionsbereiche R bzw,. RY fiir die zu
aggregierenden Individualdaten die Verknipfung stets eine
"innere Verkniipfung" ist und auch die Indexbildung als
Operation "abgeschlossen" ist,.

Die Forderung der Modelladiguatheit 1aBt sich folgender-
maflen erweitern: gilt stets x;o0y; # 24, so darf es
keine n - Tupel geben, fir die xoy = z gilt.

In allgemeinster Formulierung 1laBt sich die Modell-
adaquatheit wie folgt aussprechen: gilt eine "System-
eigenschaft" filir alle Tripel (xi, V3o zi), so mull sie
auch fir das Tripel (x, y, 2z) gelten.

Rn+’l

Zunédchst widre der gesamte fir die Indexkonstruktion,

welche durch (n + 1) - Tupel (Xq, Koy eeey X x) dar-
gestellt sei, zu betrachten; die Systemeigenschaft 188t
aber nur einen Unterraum des Rn+1 fir die Indexkonstruk—
tion x zu. Bei der "intuitiven" Indexkonstruktion in der
Soziologie definieren sich die Unter - Punktmengen des
Rn+1 durch die Forderung soziologischer "Sachaddquatheit".
Allgemeiner konnen oft durch eine "Sachlogik" im Sinne
der deskriptiven Statistik (vgl. G. MENGES (6), Kap. 8)
Begriindungen gegeben werden. Die hier nur in ihren Grund-—
gedanken definierte "Modellad8quatheit" soll im Rahmen
einer groBReren Arbeit untersucht werden (vgl. U, WERNER

(15))
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Fur den Condorc e t-Effekt werde ich welter
unten zeigen, dall sich mittels einer geeigneten Defi-
nition einer Funktion f sowie der X5 etc. und der

x etc. das Paradoxon dadurch beschreiben 1laflt, dal

entgegen der Forderung der Modelladdquatheit gilt:
f [?f(xi) + f(yii] £ f (zi) fir alle i/jedoch
e [ECx) + 2Cy)] =1t (2).

2. Bine Darstellung des Condorcet ~Effektes
durch Matrizen

Die 22 = 8 moglichen Rangordnungen der 3 Objekte A, B, C
zerfallen in 6 transitive und 2 intransitive Strukturen
(vgle ZeBe Re ZIEGLER (16), S. 72 oder U, WERNER (13)).

Ich mochte eine bislang nicht verwendete formale Dar-
stellungsart der 6 transitiven Urteile‘erléutern. Die
Buchstaben A, B, C werden in einem "lateinischen Quadrat"
angeordnet (d. he. in jeder Zeile und in Jjeder Spalte

kommt jeder Buchstabe nur einmal vor). Die Pfeilrichtungen
in der folgenden Abbildung geben die Art der Rangordnung
an, die Zahlen in Klammer die Nummer der so durchnumerier-
ten transitiven Anordnungen. (%) bedeutet z.Be.: %, An-
ordnung (C>A>B), (2) = 2. Anordnung (A> C>B). Jede

der Anordnungen wird daraufhin untersucht, ob A> B,

ob B>C, ob C> A, Im Falle des Zutreffens wird das Zeichen
+ eingetragen, im Falle des Nichtzutreffens das Zeichen =«
So erklidren sich die beiden quadratischen Vorzeichentafeln:

A>B B> C CY> A

b B (1) + + -
¢ A B (3) + - +
B C LA (5) - + +
\ v
(2) &) ()
AV B 4+ - -
B» C =~ + -
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Die ZweckmidBigkeit dieser Darstellungsart durch Erzielung
einer Ordnung ergibt sich nicht nur daraus, dal im latei-
nischen Quadrat alle sechs Rangreihen enthalten sind und
die beiden Vorzeichentafeln eine Symmetrie aufweisen,

sondern vor allem daraus, daf bei zwei mit ungeraden Zah-

len numerierten Rangreihen der Zeilen zwei Widersprechende

bindre Rangordnungen auftreten, ebenso bel zwel mit ge-
raden Zahlen numerierten Rangordnungen der Spalten, die
paarweisen Kombinationen einer ungeradzahlig mit einer
geradzahlig numerierten Rangordnung ergeben jedoch nur
eine widersprechende bindre Rangordnung -~ beispielsweise
(3) und (&) weisen beide B> C, C> A auf und widerspre-
chen einander nur in der Ordnung von (A, B). Insgesamt
gibt es 9 solche Paare von Rangreihen mit nur einem
"Widerspruch" (und 6 Paare von Rangreihen mit zwei Wider-
spriichen).

Genauer formuliert ordnen wir der Antwort der Person i
ein Vorzeichen (signum) X5 wie folgt als Index zu:

+ 1 sg1[B>(Jli]

]

-1

sgn [ B< ¢ | i] |

Weiters sei definiert: sgn [ C> A | i]
und sgn [ A>B I i]

]

+l]=yi

+ 1 Z4

Weitere Vorzeichen ergeben sich aus der Regel (die An-
schreibung "unter der Bedingung, dal Person i die Ant-
wort gibt" lassen wir weg):

san Lx>¥]
8gn L X < yJ
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Wie die Vorzeichentafeln zeigen, gilt fir den "Index-
vektor" 'VE = (xi, Y3 zi) wegen der Konsistenz stets,

daB nicht alle Komponenten gleich sind; die Falle

= -Vz = (+1, +1, +1)
v o= (<1, =, =)

sind also beide ausgeschlossene

Die obige Regel sgn [){> Y}.— - sgn [Y< )(] 18Rt sich
folgendermaBen begriinden: wir nehmen in einem eindimensi-
onalen Modell an, X bzwe. Y seien auf einer Intervall-

D

skala (unbekannte) Werte - Sy und sy zugeordnet. Uber diese
Werte konnen wir im Falle der Pridferenz x»y nur die Aus-
sage treffen: Sy ~ sy)»O. Nun gilt aber stets ... -
Sgn(s‘X - sy) = = Sgn (sy - sX). Schreiben wir sgn [ X2 YJ =
C sgn (sX - SYELO), so ergibt sich damit die Begriindung

der obigen Regel.

An dieser Stelle wird deutlich, daB wir bei einer Trans—

o

formation der Signumfunktion in eine Heavyside~Funktion
(sgn [X>Y] > sgn [ x>Y] =1,

sgn [X<Y]=>sgn [x<¥] +1 =0;

X = Y ist durch die Befragungsmodalitidt ausgeschlossen)
den nun aus den Zahlen O und 1 bestehenden Wertebereich
als Spezialfall eines Wertebereichs auffassen konnen,
der aus allen Zahlen im abgeschlossenen Intervall

Eb, 1] besteht. Dies im Sinne des von Z a d e h  ent-
~ wickelten Begriffs der "unscharfen Menge" ("fuzzy set").
Vgl. dazu He~J. ZIMMERMANN (17).

Man kann sich vorstellen, dall beili kleinen Werten

- Sy = Sy =€> 0 eine "Unscharfe" hinsichtlich des Urteils
Y>X besteht (die durch eine Zahl im Intervall (0O, 1)
zum Ausdruck kommt); diese Unschirfe wird durch die
Sprung-Unstetigkeitsstelle der Heavyside~Funktion im
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Nullpunkt "iiberbrickt"

embership~function

0,8

4
0 Y -X

M. KOCHEN ((#), (5)) hat Experimente durchgefiihrt, durch
welche bei Urteilen wie "5 ist grofler als 2", "7 ist
groBer als 2" (allgemein: X > Y) die "membership~function"
("charakteristische Funktion")bestimmt wurde, die sich
als ogivefdrmig erwies. Gewisse formale Analogien der
charakteristischen Funktion mit der "Itemcharakteristik"
der psychologischen Testtheorie bestehen und sollen in
einer weiteren Arbeit zusammengefallt und ndher untersucht
werden (U. WERNER (14)). Beispielsweise haben beide
Funktionen die Eigenschaft einer Verteilungsfunktion. Der
Anstieg der Wendetangente ist gleich der "Trennschérfe"
(des Tests). Beide Funktionen wurden bei einer Modell-
konstruktion als Losung der Differentialgleichung
(contagion - equation vgl. A. RAPOPORT (7), S. Soi4)

fir eine logistische Funktion aufgefalBt.

In der obigen Zeichnung addieren sich Wahrheitswerte

fir komplementidre Ereignisse stets zu 1; 1 + 0 = 1 bei
der Heavyside-Funktion entspricht: Wahrheitswert fir

(X > Y) plus Wahrheitswert fiir (X< YY) = 1 (unter Ent-
scheidungszwang f&dllt die Indifferenz X = Y aus und

X > Y ist verhaltensmifig, wenn auch nicht unbedingt
erlebensmdfBig, komplementér zu X< Y). Bei der Wahr-
sekeintiehheitswertskala von der Michtigkeit des
Kontinuums bei der Definition der "fuzzy set" ist jedoch
Jede dichotome Zerlegung des Intervalls[jO, 4] ,
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beispielsweise 0,8 + 0,2 = 1, moglich (weshalb man
modellmafig eine stetige grade-of-membership-~-function
annehmen kann).

Nun zur Definition eines Aggregatindex (x, y, z) aus den
Individualindizes (Xi, i zi), welche der Vorgangsweise
von Condorcet  zur demokratischen Bestimmung

"der Melnung der Gesamtheit™ entspricht:

Der Index fir die Gesamtmeinung lautet:

n n n
(xy ¥, 2) = (sgn :>-'_ Xis S8I1 E Jis S80I 2 Zi).
i=1 ' i=1 i=1 :

Da im Gegensatz zu jedem Indexvektor (Xi, Tis zi) bei
(xy ¥y, 2) alle 8 Vorzeichenkombinationen mdglich sind,
ist die Operation nicht "abgeschlossen", die Index~
bildung nicht "modellad&dquat". (Formal genauer betrachtet,
besteht hier wegen der Betrachtung der Tripel die Indexw
bildung in eine Reduktion eines "subspace" des gn in
einen subspace des RB).

Ausfihrlich geschrieben, ergibt sichs:

s
I

i n, - n, - n5 oy, + n5 - Ng = Mpy = Mop
= -n, - N, + n5 -n, + n5 + ng

e
'—l.
I

Oy — Dpc
Zi= n,l+n2+n5-n4—n5—n6=mAB—mBA

Wobei n; = Anzahl der Personen, welche die Rangreihung (i)

angeben
6
i=1
myp = Haufigkeit, mit der bei n Urteilenden das

Urteil A B abgegeben wurde.
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Wegen der Konsistenz der individuellen Rangreihungen
gilt stets (wie man aus den obigen zwel quadratischen
Vorzeichentafeln leicht erkennt):

sgn.[sgn x; + sgn yi] # sgn Z; o
Wenn das Aggregaturteil inkonsistent ist, gilt wegen
der Gleichheit der % Vorzeichen:

sgn Esgn X + sgn yt] = SgN Ze

Setzt man sgn x = £ (x), so 1dBt sich also diese
"Modellinad&dquatheit" durch

£ L2 (%) + £ (5;)] £ £ (25) fiir alle i
{f[f(x) + 2 ()] =2 (2)

ausdriicken.

Es sei einvon Condorcet selbst konstruiertes
Beispiel angegeben, welches die mdgliche Modellinaddguat-
heit belegt: von n = 6o Personen gehdren der "Partei" (2)
keine Personen an; die starkste Partei (1) erhilt

n, = 2% Stimmen; Ng = 17, Ny = 40,,n6 = 8, n, = 2e

Also gilt:

T T B WA T R U |
D) + 23 - 23 + 23
(2) 0 0 0
(3) - 1o + 1o + 1o
(4) - 8 + 8 - 8
(5) + 17 + 17 - 17
(6) + 2 - 2 - 2
T A Y ST R,
2% = Zyi= £Zi=
+ 24 + 1o + 6
Py 25 = 'c?“?yi: $3'§7‘1 =
+ 1 +1 + 1
-—-m-f-r e
X = y =1 z =1
Resultat: A > B B> C C>A
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Eine Darstellung der Irgebnisse durch Matrizen ist

folgendermafllen moglich:
Jeder Rangreihung (i) kann eine Matrix Mi zugeordnet
werden, Beispielsweise ist: ‘

A B C
A 0O 1 1 0 1 1 o 1 0
My=B [0 0 1) ,M=/000]) ,M= |0 OO
C O O O O 1 © : 1 10
Wir bilden die Matrix M:
und errechnen leicht:
O (nq + n2 + n5> (ﬂq +‘n2 + n4)
M = (n4 + ng + n6) 0 (n_,I + my ns) =
(n5 + ng + n6) (n2 + 0y o+ n6) 0
O mypg Mg
=| mgy O Wy | =
Mgy Mg O
0 My, + Z Z; Mgy - zyl
= | UBa 0 Mop + Z %1 | ¢
mGA moR 0
Wir bilden weiters:
0 Ppg Pac
/, _ O
a ' =|Psa Ppo =P
Pea  Pog O
(Bs gilt:
n, + n, + n
1 2 3
Pp = , Pap * Ppp = Ty Pyp = Oy etcs)



-

_11_

Die Matrix % M hat alsoc die formalen Eigenschaften einer
Paarvergleichsmatrix (U. WERNER (11), S. 9).

Es gilt: x = sgn (ppy = Popls ¥ = 880 (Pgp = Paals

Z Sgn (pAB - PBA)

Die Matrix P = % M kann als "Verfeinerung" einer quadra-

tischen Matrix]T mit 6 Nullen und 3% Einsen als Elementen
angesehen werden (alle Anordnungen sind mdglich, nur in

der Hauptdiagonale diirfen keine Einser stehen), die
folgendermaBen definiert ist:

sgn (pyy - pYX) falls pyy = Pyx > O

Tyy =

1+sgn (pXY - pYX) falls Pyy = Pyx < O

Fiir das obige Beispiel eines Abstimmungsergebnisses nach

Condorcet ergibt sich:
0 42 27
60 60
/‘
P ==M=] 18 0 35
n 60 60
25 0
ég 60
0 1 o)
Ji= 0 0 1
1 0

Die Matrrx]1vére also eine durch "Vergroberung" ente-
standene, zu P "benachbarte" Matrix und stellt das
aggregierte Abstimmungsresultat dar. P stellt im Gegen_
satz zu.)-] "unscharfe® ("fuzzy") Urteile beziiglich der
Rangordnung der 3 ObJjekte dar. Wahrend Jjede der Matrizen
Mi "scharfe" Urteile darstellt, ergibt das Datenaggregat

1 © . ) - )
hony n. I‘JI- = P ns 1 a-r.-f-‘ un a3 (3 S .
ns titi eine Unschirfe, die umso griber ist,

i="1
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desto geringer die Differenzen ( leY""’XYl - %) sind,
Bs 1aBt sich P nicht nur als durch n Urteile von n Per-
sonen entstanden denken, sondern auch aus n Urteilen

zu n verschiedenen Zeiten von einer Person zustandege~
kommen auffassen. P lieBe sich dann zur Messung der
Reliabilitat des Urteils einer Person verwenden,

Die membership-~-function , konnte man nun als lineare
Approximation (Verteilungsfunktion der Rechtecksver-
teilung) wie folgt definieren:
- = - i < - &
Pxy = Pyx /EX ’SY fir 0 € /Sx 'SY & 1
?: 0 fir sy -8y, <0

/) fﬁrsX-—SY>O

membership~function

36 Ein Index fiur den Grad der Unsch8rfe bei der Rang—

ordnung von drei Objekten.

Die Matrix P 18Rt sich also fir den Fall, daB nicht
alle ihre Elemente entweder gleich Null oder Eins sind,
als Ausdruck einer "unscharf" vollzogenen Rangordnung
der drei psychologischen Objekte A, B, C deuten - sei
dies infolge nicht reliabler Urteile einer Person oder
nicht konkordanter Urteile von n Personen. Fihrt man
eine entsprechende experimentelle Situation ein, so
lassen sich die Elemente von P auch als verschiedenste
GewiBheitsgrade bei binZren Rangordnungen durch eine
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Person bei einem Experiment auffassen. (Eine Person
hat durch Zahlen zwischen O und 1 den Grad ihrer Gewil-
heit anzugeben, daBf X gegeniliber Y dominiert).

Der Grad dieser Unschirfe kommt in einer "Distanz"
zwischen P und J1 zum Ausdruck, wobei J1 die zu P "be-
nachbarte™ Matrix ist. Fir die Indexkonstruktion zur
(globalen) Messung dieser Unschirfe wire die Information,
welche die Elemente von P oberhalb der Hauptdiagonale
liefern, geniligend. Die Information weiterer Elemente ist
wegen der Komplementaritidt P&y + F&x = 1 der "Wahrheits-
grade"™ ("Gewichte") redundant (dem entspricht die Defini-
tion in der Fuzzy Set Theory, daBl fiur die Elemente der

Komplementdrmenge P__ = 1 = ny gilt).

yxX
Ein konsistentes Aggregaturteil (d.h. die Matrix.]1 ist
gleich einer der Matrizen I"I,I bis M6ﬁléBt sich auch durch
die Eigenschaft einer "schwachen stochastischen Transiti-
vitat" der Matrix P ausdriicken:

1 1 1

ny> 3 N Pyx >3 S P,V 3

Im Falle der stochastischen Intransitivitéat gilt:
1 1 1

P)qy> 3 N P‘yz>2=§ Per< 3

und j) ist gleich einer der Matrizen

0 1 0 0 0 1
M7 = 0 0 1 oder M8 = 1 0 0
1 0 0 0 ‘] 0

die im Gegensatz zu den Matrizen Mq bis M6 dadurch
charskterisiert werden konnen, dal jede der Zeilen~ und
Spaltensummen die Zahl 1 ergibt (Randvektoren {'1, 1, 1}
im Gegensatz zu einer Permutation von {’2, 1, 049 bei

M, bis Mg).



r

-1l=

Bei der Anwendung des Begriffs "stochastische Transiti-
vitdt" wurden allerdings die P als Wahrscheinlichkeiten
(einer Bevorzugung x > y) interpretiert, was rein formal
bei relativen Haufigkeiten und grollem n sinnvoll wire,

(n sei ungerade, sodaB ny # g ). Bettet man die P__ in

Konfidenzintervalle ein, so wdre es eine (wohl noch nicht
bearbeitete) Aufgabe der Inferenzstatistik, Nullhypothesen
wie HO: " J] ist von der Struktur Mq bis M6 " oder Hg:

" J] ist von der Struktur M7 bis Mg" zu testen und die
politologisch relevante Frage zu untersuchen, wie sehr
man n vergrdflern mifte, um Signifikanz zu erreichen.

Bezliglich der Begriffe schwache, mittlere und starke
stochastische Transitivitdt siehe F. RESTLE, (9) S. 87.
Bezliglich eines soziologisch relevanten Beispiels zur
stochastischen Intransitivitit siehe U. WERNER (12) S, 6.

Nun zur Frage eines globalen Index fir die Unschidrfe der
Matrix P (beziliglich einer einzigen bindren Rangordnung
mit der relativen Haufigkeit P gilt: die Unschirfe ist
. . 1
1 =
umso grdBer, desto kleiner | 5 nyl De

Zur Messung der Distanz zwischen,’]xuw.P und mithin

des Grades der stochastischen Transitivitit (bzw. In-—
transitivitdt) bendtigen wir einige Begriffe aus der
Theorie unscharfer Mengen (vgl. etwa L. REISINGER (8)

Se 126). Sei G eine unscharfe Menge mi; Elementen X etc.,
dann ist die "membership-function™ fG der benachbarten
Menge G* die eine"klassische" Menge ist, folgendermafen
definiert:

O wenn fG(X)< %
G* G oy
75 (X) = 1 wenn £ (X)S o)
(O oder 1, wenn fG(X) = % )
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Die "relative euklidische Distanz" zwischen zwei Mengen
G und H ist definiert durch d,(G, H) = d, (H, G) =

n 1

> [fG(X.} - 7% 2) 5. 4

. i i -

i=1 J 0
Die "relative Hamming-Distanz" ist definiert durch

1.4 G H
d, (&, B) =0° 5 | £7(X) - £7(x;) |
i=1

Durch die Normierungsfaktoren J bzwe % ist

n
d,l bzwe d2 auf das Intervall| O, 4] normiert.,

Wenn nun G eine unscharfe Menge und G%* die ihr benach-
barte "gewéhnliche"Menge ist, so 1laBt sich eine globale
Distanz von G zu G* und mithin ein "Unschirfeindex" I,|
dder I, (je nach dem DistanzmaB) folgendermaBen defi-
nieren:

1, (6)
I, (&)

Der Normierungsfaktor 2 normiert wieder auf das

2 4, (G, G%)

2 4, (G, 6%).

Intervall [ 0, 1] .

Jede der Matrizen M; (1 =1, eeeeee, 8) 1EBt sich als
Relation, namlich als Teilmenge des Kartesischen Pro-
dukts O x O der Objektmenge O = {4, B, C } deuten. M,
bis M6 stellen "strenge Ordnungsrelationen" (transitiv,
asymetrisch und antireflexiv) dar.

Mq entspricht beispielsweise:
R, = {(A, B), (B, ), (4, OO} < 0x0

Ist (%, Y)e R, sogilt (X, Y)
Ist (X, )& R, sogilt (X, 1)

]
.Y

O.
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Entsprechend dem Komzept der "unscharfen Menge" kann man
zum Konzept der "unscharfen Relation" (fuzzy relation)
verallgemeinern:

R=.{BX,Y% fR(X,Yﬂ}

Offenbar sind dann unsere klemente nyé [b, 1]

6

1

A ng My
$1

der Matrix P =

als fR X, ¥) = ny auffalbar.

Die Matrix P kann auch als Adjazenzmatrix eines Graphen
aufgefaBt werden.

B
FuB '“\\\\\\
4-BaB
< > C

A® J——

Die Indizes fir die Unschirfe der Rangordnung (die je
nach der Struktur von J1 Indizes flir den Grad der
stochastischen Transitivitdt oder Intransitivitédt sein
kOnnen) lauten:

I, @
I, (®

2 4y (2,91 )
2 4, (®,J] ).

Bei festemJ] ist also der Index I eine stetige Funktion
der drei Variablen PAB, PBC und PAC, die jedoch, damit

J1 fest bleibt, nur innerhalb gewisser Intervalle
variieren dirfen. Jedenfalls lassen sich Grade der
stochastischen Transitivitat bei zwei Fdllen, etwa

JW = M5 und J] = M5 auf diese Art miteinander vergleichen,

Abschlieflend und am Rande sei vermerkt, daB bei unseren
Fragestellungen auch der Durchschnitts- und Vereinigungs~
bildung bei unscharfen Menzen ein gewisser Sinn zukommen
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kann: Die Gruppe G aller Abstimmenden zerfalle in zwei
Gruppen G' und G" (n = n' und n"). Bei diesen ergeben
sich die Matrizen P' und P". Nun seien nur diese beiden
Matrizen bekannt und nicht die Umfinge der beiden Unter-
gruppen n' und n",

Was ist iiber die Matrix P bzw. iiber ihre Elemente ny
aussagbar, nachdem wir das gewogene Mittel

n' P! + n" PV ,
ny = n§y — Xy nicht bilden kdnnen?

Mir die membership-function von Durchschnitt und Ver-
einigung von G' und G" gilt bekanntlich definitions-

gemdB:
G"f\ Gll . " Glu G" . "
PAB = min ( PAB, PAB), PAB = max (PAB, PAB).

G
Uber die PAB konnen wir mittels dieser Definition die

Aussagey machen, daB

G'A G" G G'w G"
PAB £ PAB & PAB

Auf diese Weise kommen wir zu Abschdtzungen fir alle
ng , Mittels derem Abschétzungen'fﬁr den Grad der
stochastischen Transitivitdt bzw. Intransitivitdat der
Rangreihen bei der Fusionierung der Gruppen G' und G"

zu G mdglich sind. Dieses Abschitzungsproblem entspricht
formal dem oben diskutierten Problem, das sich aus der
Auffassung der ny als Punkte innerhalb von Konfidenz-

intervallen ergibt.

Zusammenfassung

Mittels des Condorcet-Effekts wird gezeigt, inwiefern
sich ein Urteil auf Ordinalskalenniveau bezliglich dreier
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Objekte = etwa A> B, B> C, A> C - gls Spezialfall
fir Wahrscheinlichkeiten p (A > B) = PAB von Prdferenzen
auffassen lassen (wird immer A > B geurteilt, so ist

PAB = 1 und PBA = 0). Ein'Index.I, der die "Abweichung"
von dem Fall miBt, in dem die ny stets entweder O oder 1
sind, wird konstruiert. Ein globaler Abweichungsindex
bei (schwacher) stochastischer Transitivitit (PAB:>;,
PBC>»2, PAC>>2) ebenso wie bei stochastischer Int-
transitivitit (PAC < 2) ergibt sich durch die bekannten
Definitionen der "Distanz" und der "benachbarten Menge"
in der Theorie unscharfer Mengen: I (P) =2 d (P,57 e
Dabei ist P die 3 x 3 - Matrix der Pyt J1die hiezu be-
nachbarte Matrix, deren Elemente nur entweder Null oder
Eins sind. Fir d kann die Distanz nach Euklid oder die
Hamming=-Distanz genommen werden.
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