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Drei Objekte A, B, C seien hinsichtlich der Pr&ferenz in eine
Rangordnung zu bringen. Ri sei der Rangplatz mit der Nummer i

(i =1, 2, 3).

IR

Wir nehmen an, es werden von den 3! = 6 transitiven Anordnungs-

mbglichkeiten nur die 3 Strukturen S1 bis S3 gewdhlt, welche

ein Muster eines "lateinischen Quadrates" bilden (die Spalten

ergeben die 3 anderen von den 6 transitiven Strukturen) :

1 2 3
A B C
S1 .
C A B
82 . .
B C A
S3 . .
Von N = 15 Personen wdhlen N, = 6 die Struktur S (also

1 1

A » B C. Diese Doppelungleichung enthdlt drei Ungleichungen
ndmlich A >» B, B> C und A C), N, = 5 die Struktur 82 und

N3 = 4 wdhlen S3. (N1 + N2 + N3 = N).Wollten wir nun die
"Wahlergebnisse" der 15 Personen aggregieren, so ergibt sich
das Paradoxon von Condorcet. (Das bekannte Arrowsche Paradoxon
kann als Spezialfall dieses allgemeineren "Condorcet-Effekts"
aufgefat werden); siehe G.Th. GUILBAUD, R. BOUDON. Der
Widerspruch ergibt sich nach Condorcet dadurch, daf in Bei-

spielen wie dem der obigen Art kein eindeutiger "Wille der

Majorit&t" erschlieBfbar ist, bei dem das transitive Gesetz
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auf einer eindimensionalen Skala (sovwie bei deh Si) gilt.
Denn A 2» B wurde elfmal, B> C zehnmal, A2» C hingegen nur
sechsmal gewdhlt. Die Majoritdt (9 Personen) wdhlt C:> A, das
widerspruchsvolle Ergebnis lautet also:‘ A> B, B>»C, C > A.
Fir jede der drei Ungleichungen hat die Majoritdt votiert.
Bei der Erkliarung wird oft auf ein zweidimensionales Modell
verwiesen (siehe beispielsweise A.J. AHRENS, G.H. FISCHER,

U. WERNER) : (I
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Im Vergleich von A und B sowie von C und B ist nur der Faktor I
ausschlaggebend, im Vergleich von C und A nur der Faktor II
(bei "paarweisen Austragungen" kénnen sich eben die Paare
jeweils an verschiedenen Dimensionen "messen"). Natiirlich

lieBe sich die obige "zirkulare Triade" auch in einem System
von mehr als 2 Faktoren erkldren. Es sei nun auf einfachste
Weise gezeigt, daB die auf einer eindimensionalen Skala

"widerspruchsvollen" Wahrscheinlichkeiten

o

)%wmdpM:=Pm>C)=

_ _ 1 _ 1
Pap = P(AD B) = 1—->§, Pge = P(B»C) =

-—
o

aber auch durch Aggregation von nur eindimensionalen Skalen Si

gewonnen werden kénnen. (Fiir ungerades N kann der Wert
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Pyy = % als empirische Sch&tzung einer Wahrscheinlichkeit
durch eine relative Haufigkeit nie auftreten). Wir konstruieren

hierzu ein theoretisches formales Modell.

Jede einzelne Person mache sich Gedanken iiber den vorauszu-
sagenden Ausgang X @ Y Z (Das Zeichen J» sei hier als Symbol
fir Dominanz verstanden; flir X steht dann beispielsweise die
Person oder die Partei, welche den 1. Platz einnehmen wird.
In unserem Beispiel mit dem lateinischen Quadrat nimmt jedes
Glied des Tripels (A, B, C) jeden Rangplatz genau einmal ein.)
Jede einzelne Person betrachtet, aus welchem Grund immer, nur
die Dominanzstrukturen S1 bis S3 als realistisch (analoge
Beispiele, in denen auch den andern drei Strukturen positive

Wahrscheinlichkeiten zukommen, lieBen sich leicht konstruieren) .

Jeder Struktur Si sind nun Gewichte P; zugeordnet: Die Wahr-

scheinlichkeit der Realisation von S1 sei Py = gg; Py = %5 und
3
Py = %E-. Es gilt.:z: p; = 1. GemdB dieser diskreten Wahr-
i=1
scheinlichkeitsverteilung kann nun angenommen werden, daB fir
N

grofBe N der Bruch Ni gegen p. strebt, falls man voraussetzt,
daB jede Person dieselbe‘subjektive Wahrscheinlichkeit Py fir
die Realisation der Struktur Si annimmt. Jede Person kann
dann auch als "Wechselwdhler" hinsichtlich der drei Alter-
nativen Si aufgefaBt werden, wobei jeder Wechselwihler hin-
sichtlich seiner drei verschiedenen Aktionstendenzen in
gleicher Weise durch die P charakterisierbar ist. Als Bei-
spiel betrachten wir den Fall, daB jemand sich lber die

Rangpldtze von A, B und C bei einer sportlichen Austragung
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Gedanken macht und drei Moglichkeiten Si mit den Py gewichtet.
Will er nun fiir eine einzige Aussage diese drei gewichteten
M&glichkeiten aggregieren, so konnte er dies formal durch

p1S1 + p282 + p383 tun. Wir rechnen mit den Si zugeordneten

Dominanzmatrizen (vgl. U. WERNER)

Wenn A)»B, stehe in der entsprechenden Zeile eine 1, bei

A { B eine O. In unserem Beispiel wire also:

0 i 1 6] 1 0 (0] 0] 0
M1 = 0 0 1 M2 =f 0 0 0 M3 = 1 0] 1
0} 0] 0 1 1 0 1 0 0]
Es gilt
O (py7Py) P
PyMytpoMytpaMy = M = py O (p1+p3)
(py*P3) Py °
Fir die Elemente m,. der Matrix M gilt m, .+m.. = 1 (fir i # j).
ij 13 J1

Es handelt sich also um eine Paarvergleichsmatrix! (vgl. U.WERNER).

Beispielsweise gilt: m, 2+m2 ;= (p1+p2)+p3 = 1. Da in die
endgliltige Aussage einer Dominanzrelation in Form einer

Doppelungleichung die Gewichte mij nicht eingehen, wird
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eine Matrix M' konstruiert, und zwar derart, daB mij =1
wenn nL.:>rn.. und m). = O wenn m..<1m... In unserem Beispiel
ij ji ij ij ji

ergibt sich also aus M die Matrix M' folgendermaBen:

11 6
° 713 15 °c 1 0
- 4 10 §
"2 % T ~—>» w=]o0 o 1
9 5 ]
s 75 O to 0/f

M' entspricht aber die Dominanzstruktur A B, B»C, CQA.
(Ordnet man "Dominanzwahrscheinlichkeiten" zu, so miifte

gelten pA> Py ,pB> pC;pC>pA) . Es wurde also gezeigt, daB eine
Aggregation der Ordinalskalen durch eine Linearkombination

der ihnen zugeordneten Matrizen zu einer nicht eindimensionalen
Skala fiihrt. Sieht man die Bildung der Linearkombination als
"unbewuBtes Zihlen und Rechnen" (G.W. LEIBNIZ) an, so kann man
obiges Modell auch als ein denkpsychologisches ansehen. Bei
diesem wird es aber, um realistisch zu bleiben, nicht auf die
genauen Briiche mij ankommen, sondern nur auf die ordinalen
Relationen wie mijz mji' Die nichttransitive Struktur ergibt

sich ja, wenn bloB8 das System der drei Ungleichungen
Py + Py > P3
Py * P3 > Py

Pyt P3P,
also ein System von Ungleichungen zwischen Elementen mij’

erfiillt ist.
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Es sei nun gezeigt, daB Beziehungen zwischen Wahrscheinlich-
. . 1 1 S Nt e T A

keiten wie pAB) vl pBC>§ Ppc = 3 auch die Nicht-Eindi

mensionalitdt bei der Aggregation von ordinalen Daten bei

Rating-Skalen (wie bei der Likert-Skala) erweisen k&nnen.

Drei Personen A, B, C haben sich in- Bezug auf n Items eines
"domain" iiber den Zustimmungsgrad i = 1 bis 4 zu &uBern.
i entspricht der Kategorie Ki; wobei.

K1 = lehne sehr ab

K, = lehne ab

K3 = stimme zu

K4 = stimme sehr zu

bedeuten.

Von der Person A werde hAi mal die Kategorie Ki angegeben.
h, .

Dann kann —%i als Schidtzung einer Wahrscheinlichkeit Pai

dafir betrachtet werden, daB Person A bei einem zufidllig

ausgewdhlten Item die Kategorie Ki angibt, falls das Item

der Population der n Items angehdrt.

Ebenso wie beim Condorcet-Effekt betrachten wir ein besonders

relevantes Beispiel

K1 K2 K3 K4
JL 1 2 3 4
1 1 1
A IPp1= 7 7 1 0
7 5
B Wl O (0] 13
1 1 1
C 3 3 3 0
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Wir konnen uns beispielsweise vorstellen, ein Parteiprogramm
bestehe aus n Items, die verschiedene Feststellungen sind

(z.B. lber Wirtschafts- und Gesellschaftspolitik). Person A
stimmt keiner Feststellung sehr zu, am hidufigsten ist die
Kategorie "lehne ab". Person B mdge ein individuelles Ant-
wortverhalten aufweisen, das nur extreme Antwortkategorien

K, und K, zuldBt. Bei C ist wieder eine sehr starke Zustimmung:
ausgeschlossen, ansonsten herrscht Gleichverteilung. Dies

sind psychologisch durchaus denkbare F&lle, obwohl man im
allgemeinen eher unimodale Verteilungen wie bei A erwarten
wird, besonders, wenn die Items sehr &hnlich sind. Das braucht
aber bei dem Beispiel des Parteiprogramms etwa durchaus nicht
der Fall zu sein. Allerdings k&nnte eine besondere Priferenz
flir die Partei unabhdngig von der Art der Items stets K4 stimmen
lassen (insbesondere auch dann, wenn ein sogenannter "Halo-

Effekt" vorliegt).

Um die Daten zu aggregieren, bestiinde zunidchst die Méglich—
keit, die Ordinalskala mit den Platznummern (1 bis 4) als
Intervallskala aufzufassen und Mittelwerte zu bilden:

Xy = X < Xp. Oder Mediane: m, = mC> My - Verwendet man nur
einen Lageparameter konsistent oder den Lageparameter von
transformierten Daten konsistent, so k®&nnen keine Widerspriiche
auftreten, bei vermischter Anwendung verschiedener Transfor-
mationen oder verschiedener Lageparameter hingegen schon

(vgl. Th. HARDER). Die Berechnung der "durchschnittlichen

Zufriedenheit" ordnet also jeder Person nur einen (Lage-)Parameter
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zu. Man kann aber auch mittels eines probabilistischen Modells
eine Datenreduktion durchfithren: Man aggregiert die vier-
kategoriale Auffdcherung der Zustimmungsgrade auf einer "Zu-
friedenheitsskala”, welche stetig ist und nimmt an, daB die
Zufriedenheit Sp Vvon A umso grdBer ist, desto grbRer die Wahr-
scheinlichkeit Pa ist, daB A einem Item zustimmt (Kategorie K+)
anstatt abzulehnen (Kategorie K_ mit der Gegenwahrscheinlich-
keit 1 - pA). Dies entspricht dem latent-trait-Modell von

P.F. Lazarsfeld (wobei allerdings die monotone Funktion

p, = f(SX) zu spezifizieren wire) .

/h?ustimmungswahrscheinlichkeit zZu K+

/‘-s

trace-line

Pe |Pa

0 $ . 2 Zufriedenheitsgrad
¢ S Sa

Die Dichotomisierung der Kategorie K1 bis K4 kann durch Zu-

sammenfassung von K1 und K2 in die Kategorie K_ und K, und

3
. . . . _ 3 _ 5
K4 in die Kategorie K+ erfolgen (dann wire PA = 75 pB =337 ¢
pC = %5 ), es kdnnte aber beispielsweise auch K2, K3 und
K4 zZu K+ zusammengefafBft werden.

Die obige Berechnung von Pa = %7 etwa beinhaltet einen wesent-

lichen Informationsverlust: ob % der Kategorie K3-oder K4 zu-
geordnet ist, spielt keine Rolle. Wir entwickeln ein Verfahren,

bei dem die Rangordnung der Kategorien eingeht und bei dem

gezeigt wird, daB nicht in allen F&dllen (z.B. in unserem obigen
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Beispiel) bei Berilicksichtigung der Information der vier-
stufigen Ordinalskala eine widerspruchsfreie Aggregation

2U Pps Py und Pc mbglich ist. Das Beispiel hat insofern
praktische Bedeutung, als man oft einen allgemeinen "Zu-
friedenheitsskore" unterstellt: Personen sind z.B. mit

ihrer Wohnung unzufrieden, weil sie {iberhaupt zu Unzufrieden-
heit neigen. Dann kommt die GrdBe dieses eindimensionalen

Zufriedenheitsskores dadurch zum Ausdruck, wie groB die

- Wahrscheinlichkeit ist, auf eine Frage aus einem Fragen-

komplex "Ja" bzw. "Nein" zu sagen.

Ist diese Vereinfachung widerspfuchsfrei gerechtfertigt (die
Widerspruchsfreiheit wdre nun eine notwendige, nicht aber
hinreichende Bedingung fiir eine eindimensionale Skalierung)?
Um die Rangordnung der Kategorie eingehen zu lassen, berechnen
wir die Wahrscheinlichkeit p:B, daB A eine hOhere Zahl i als B
angibt; pgA entsprechend.

_ 'sz
AB ®

=+
Pap"Ppa
unter der Voraussetzung der Wahl ungleicher Kategorien A eine

p ist dann die bedingte Wahrscheinlichkeit, daB

hShere Kategorie wdhlt als B. Kennzeichnend fiir unsere Be-
rechnungen ist, daB nur die Rangordnung der Kategorien und
nicht die ihnen zugeordneten Zahlen (die ja monoton trans-
formierbar wdren) eingehen und ansonsten nur von den Grund-
gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Additions-, Multi-
plikationssatz; bedingte Wahrscheinlichkeit) Gebrauch Qemacht

wird. Es gilt
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Pap = Pay Py * Pp3(PpitPpy) +

O A A
727273727 16
2 o= + (p, . +p..) +
Ppa = Pp2 Ppaq 7 Pp3'Pp17Ppo

.-Man rechnet leicht nach:

4

Pag (PgitPpy*Pp3) -

N
Ppg (Pa1+Ppo*Pa3) = 13

- = %

i=1

ein von vornherein ableitbares Resultat.
Ahnlich ergeben sich:
x U5 w7 w1 w1
Ppe = 132 Peg 78 Pac ™3 Pea T3 ¢
Wir errechnen 7
__ T2 _ 2151 _ 1591
pAB”7 5‘1>2' Pac = 252 3
76 Y 12
Jedoch gilt:
_ 1 . 1
Ppc = 5 und nicht pAC:> >

(wirde man flir C beispielsweise die Werte

117 1
3' 3’ 24' 24

nehmen, so ergidbe sich pAC<: %).

an-

Wir zeigen nun, daB dieses Ergebnis mit dem oben erwdhnten

zweikategorialen Modell unvereinbar ist. Natiirlich gibt es

immer mehrere Wege, um nachzuweisen, daB ein Merkmal (welches

etwa durch Aggregation bzw. Datenreduktion entsteht) nicht

1o
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eindimensional ist. (Mit anderen Worten: die Art des Wider-
spruchs bei indirekten Beweisen ist nicht eindeutig). Der

nun gezeigte Weg diirfte jedoch ein spezifischer sein.

Angenommen, es g&be die oben definierten Wahrscheinlichkeiten
9% vaund P im zweikategorialen Modell. Dann wdre die Wahr-
scheinlichkeit PAB dafiir, daB A Kategorie K+ wahlt, B Kategorie
K_ unter der Voraussetzung, daB8 A und B verschiedene Kategorien
wdhlen: (DaB A zufriedener ist als B (bzw. B zufriedener als A)
reduziert sich im Gegensatz zum obigen Rangplatzmodell nur mehr

auf die Wahl verschiedener Kategorien. An Stelle von Pag tritt

PAB.)

, :] pp (1-pg)
= + + - = - - =

1 1 1

Pg A 1+E (f0 E (f3)
1-p E(¢g=)
1 + B g‘A
Pa
1—pA

Definieren wir eine geometrisch verteilte Zufallsvariable fA

wie folgt: P (fA = n) = (1—pA)npA , n=0,1,2 ...(= Wartezeit)
so ist E(fA) = léié der Erwartungswert‘der Zufallsvariablen

fA (Wartezeit bis zum erstmaligen Eintreffen von A}, ent-
sprechend E(vﬁ) = TE%X die durchschnittliche Wartezeit bis

zum Eintreffen des Komplement&rereignisses A. Es ist im Zu-

sammenhang mit bekannten Skalierungstechniken interessant,

11
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dag PAB eine logistische Funktion PAB‘=

nenten z = 1n E(fA)-— 1n E(fﬁ)

mit dem Expo-
1+e

In E( 5) - 1n E( X)
= 1n E(f,) + 1n E(f7) ist.
(Zum "Erwartungswertmodell vgl. U. WERNER) .

Der Exponent z kann also als Differenz von sogenannte "Logits"
geschrieben werden.

Man erkennt:
Pap =

PAB:>

ist identisch mit Py = Pg

gilt dann und nur dann, wenn pB< pA.v

D= D=

Wenn also in unserem obigen Beispiel mit 4 Antwortkategorien
eine Aggregierbarkeit auf irgendwie bestimmte 2 Kategorien

im eindimensionalen Modell bestiinde, so miifte gelten
aB - Pap” 32
_ 1
Pc = Ppc? 3

Pac T Pac

also P Py Pc<Pp- Mithin: pc< Pa im Widerspruch zur
dritten Gleichung Pp = Pc-
Ware die notwendige Bedingung Py Py Py erflillt, so kdnnte

man gemdB der Gleichung

P = e
1+ e PA
P, den Skalenwert Sy = 1n T-p, = 1n E(fﬁ) zuordnen.
Dann gllt S_-S
z B "A
P_=1--2_=1_8 = —1
AB 1+e” 5p~Sa 5p~5a

12
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Weiters gilt

PAB bzw. PBA ist dann also eine Funktion des Abstandes SB*SA.
Die Werte SA’ SB' SC ergeben sich als 3 Unbekannte aus drei

Gleichungen fiir P P und P, ..

AB’ "BC AC

Es sei angemerkt, daB allein schon das "BTL-Modell" (vgl.

G. FISCHER, S.186), welches die Strukturgleichungen

X X X
P — A B A

AB X, +X BC XB+XC AC XA+XC

annimmt, im Falle der "stochastischen Intransivitit"
1 1 1 . \
(PAB> 3¢ Ppe? 3/ PpL 5) ebenso die widerspruchsvollen Un-

gleichungen XB< Xnr XC< Xp und XC> X, ergdbe.

Ich m&chte abschlieBfend darauf hinweisen, daf im Falle der

stochastischen Transitivitit bei einem nichtrekursivem Kau-

salmodell f‘

C
v

L

die Wahrscheinlichkeiten PXY)-% eine Deutung durch ein ver-

teilungsunabhidngiges statistisches Verfahren finden k&nnten.

Angenommen, wir untersuchen das Problem des Statuszuweisungs-
prozesses und sei A = Beruf des Vaters, B = Schulbildung des

Sohnes und C = Beruf des Sohnes (in der "klassischen"
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Intergenerationenmobilitdtsforschung werden nur stochastische
Matrizen untersucht, welche den Zusammenhang zwischen A und C
untersuchen) . Wenn n Vater-Sohn-Paare untersucht werden, so
kbnnen wir (2) Paare (i,j) von Vidtern bilden und féststellen,
ob der Beruf (das Berufsprestige) Ai7 Aj oder Ai( Aj. Wenn nun
ebenfalls C{) Cj bzw. Ci<'cj’ so haben wir in Bezug auf die
Richtung des Ungleichheitszeichens "konkordante Paare" und

dabei nur ordinales Mefniveau vorausgesetzt. Sei KA

konkordgnter Paare. Wenn ein "EinfluB8" im Sinne des obigen

KAC 1 KAC
Kausalpfeils besteht, wird — = PAé?i-gelten. Aus — k&nnen

n n
(3) (3)
wir gemdB dem BTL-Modell einen Quotienten auf Rationalskalen-

X .
X—A—> 1 bilden, der umso gr&Ber ist, desto grdBer der

C XA XB
EinfluB von A auf C ist. Ebenso berechnen wir X und %
B C

Wenn es sich um eine "geschlossene Kausalkette" handelt,

c die Anzahl

niveau

miiBte in
i Y D
XB XC XC ABC
€rpc = 1 sein. Die Abweichung 1 - eapc kann verschieden inter-

pretiert werden: indirekte Effekte, exogene Variable, Nicht-
Voraussetzbarkeit des eindimensionalen MeBniveaus fiir A, B, C.
Um diese Fragen ndher zu spezifizieren, miiBte das Modell in
einer gewissen Analogie zur Pfadenanalyse weiter ausgebaut

werden.
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Zusammenfassung

Beim Condorcet-Effekt wird gezeigt, daf sich Dominanzwahr-

Coqs . 1 1 1 e as .
scheinlichkeiten pAB> 50 pBC> 5 PAC<7 aus eindimensionalen
Modellannahmen aggregieren lassen. Weiters wird ein Beispiel

1 1 C .
gegeben, wo pAB>'§ und pBC”f bedeuten, daB bei einer Likert
Skalierung mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als % Person A
eine hdhere Punktezahl angibt als Person B, ebenso fiir B und C.

Es wird dann gezeigt, inwiefern Pac = % im Widerspruch zu einem

eindimensionalen Modell steht.
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