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Abstract

Transition rate models are very appropriate for the analysis
of social processes as demonstrated by the work of Coleman,
Hannan, Tuma and other authors. In recent years these models
became increasingly popular in empirical social research
concerned with time related data. In particular, there is

a great need for techniques which are able to deal with the
problem of observed and unobseryed heterogeneity. In this
baper some characteristics of a model with unobserved hetero--
geneity are analyzed. It is assumed that the hazard rate
depends on a gamma distributed error term. The model is
applied to recidivism and unemployment data and compared
with alternative hazard rate models. Estimation of parame-
ters is performed with Tuma's program RATE. Important impli-
cations of the model are derived which allow clear and un-
ambigious interprétations of estimated parameters.
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Zusammenfassung

Wie die Arbeiten von Coleman, Hannan, Tuma und anderen Auto-
ren demonstrieren, erweisen sich Ubergangsraten-Modelle zur

Analyse zeitlicher Abl&ufe als besonders zweckmiBig. Diese

Modelle wurden in jlingster Zeit in wachsendem MaBe zur Unter-

suchung von Lebensverldufen und sozialen Prozessen herange-
zogen. Dabei bendtigt man insbesondere Verfahren, die der
Heterogenitdt der untersuchten Population in geeigneter
Weise Rechnung trégen. In dem vorliegenden Aufsatz werden
die Eigenschaften eines Modells mit sogenannter unbeobach-
teter Heterogenitdt untersucht, wobei angenommen wird, da8
die Ubergangsrate u.a. von einem gamma-verteilten Fehler-
term abhdngig ist. Anhand von Strafvollzugsdaten und Ar-
beitslosigkeitsdaten werden Anwendungen des Modells sowie
alternativer Modelle demonstriert. Die Schitzung der Para-
meter erfolgt mit Tumas Programm RATE. Weiterhin werden
verschiedene Modellkonsequenzen aufgezeigt, die eine ein-
deutige und anschauliche Interpretation der geschitzten

Parameter erlauben.
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1. Beobachtete und unbeobachtete Heterogenitdt

Zur Analyse von Zeitintervallen mit stochastischen Modellen
in heterogenen Populationen wird hdufig die folgende Stra-
tegie eingeschlagen: Man spezifizierf eihe Gleichung fiur die
Hazardrate in Abhéngigkeit von besﬁimmten Kovariaten und
eventuell auch von der Verweildauer. Sodann wird mit einer
geeigneten Methode (z.B. Maximum-Likelihood) anhand der be-
obachteten Zeitintervalle die Stdrke der Effekte der Kova-
riate auf die Hazardrate geschdtzt. Das Resultat ist ein
"gemischter" Markov- oder Semi-Markov-ProzeB. Jeder Kova-
riaten-Konstellation entspricht eine Hazardrate, die den
ProzeBl (d.h. die erwartete Verteilung der Ankunftszeiten)

eindeutig bestimmt. Bei diesem Modell wird der beobachteten

Heterogenitdt durch die Einfiihrung von Kovariaten Rechnung

zu tragen versucht. Beispiele hierfilir sind die Arbeiten von
Tuma (1976), Tuma, Hannan und Groeneveld (1979), Hannan und
Carroll (1981) oder Sdrensen (1984).

Durch die Berilicksichtigung von Kovariaten wird jedoch in der
Regel die Heterogenitdt der untersuchten Population nicht
vollstdndig erfaBt. Neben der beobachteten kann auch unbe-

obachtete Heterogenitdt auftreten. Dies ist immer dann der

Fall, wenn die Rate nicht eindeutig durch die Kovariate
determiniert wird. Als unangenehme Folge vernachlidssigter
Heterogenitdt ergeben sich aber scheinbare Verweildauer-
abhingigkeiten. Unter den Okonomen haben insbesondere Flinn
und Heckman (1982) sowie Heckman und Singer (1982) auf die-
sen Umstand aufmerksam gemacht und realistischere Modelle

unter EinfluB unbeobachteter Heterogenitdt vorgeschlagen.
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In der Soziologie ist die Anwendung derartiger Modelle
noch sehr selten, obwohl Tumas (1980) Programm RATE
Schitzverfahren zur Berilicksichtigung eines bestimmten Typs
unbeobachteter Heterogenitdt zur Verfligung stellt. Eine
Anwendung stellt Tumas (1982) Arbeit lber Berufsmobilitidt
dar.

Die Annahme unbeobachteter Heterogenitdt impliziert, daB die
Rate nicht mehr als Konstante, sondern selbst als Zufalls-
variable aufgefaBft wird. Diese Annahme finden wir auch schon
in einem der Zltesten stochastischen Prozesse, dem Yule-
Greenwood-Prozel, realisiert (siehe z.B.Chiang 1968).
Greenwood und Yule sind davon ausgegangen, da8 die Hazard-
rate in der Population gamma-verteilt ist, wobei jede'
Ausprdgung der Hazardrate einen Poisson-Proze8 unterschied-
licher Intensitdt definiert. Das mit RATE schdtzbare Modell
ist im Prinzip eine Generalisierung des Yule-Greenwood-Pro-
zesses, wobei sich die Generalisierung auf die Einbeziehung

von Kovariaten bezieht.

Unbeobachtete Heterogenitdt kann - in Analogie zur Regressions-
analyse - durch Einfiihrung eines Fehlerterms € in der Raten-
gleichung berilicksichtigt werden. Das allgemeine Modell mit
beobachteter und unbeobachteter Heterogenitidt sowie Ver-
weildauerabhdngigkeit hat dann die folgende Form:

(1) r = £ (Rovariate, Verweildauer, ¢)

Dabei steht "r" fiir die Hazardrate oder kurz "Rate". )
In diesem Aufsatz diskutieren wir zwel wichtige Spezialfille.
In Teil 2 wird ein Modell mit ausschlie8lich unbeobachteter
Heterogenitdt analysiert. Aus dem Yule-Greenwood-Prozef

wird die Ankunftszeitenverteilung abgeleitet und gezeigt,

wie die Parameter mit RATE geschdtzt werden kdnnen. Mit dem
Modell werden Riickfalldaten untersucht, die nur in
tabellarischer Form und ohne Kovariateninformation vorliegen.
Sofern von der Annahme der Heterogenitdt ausgegangen wird -
und daflir sprechen theoretische Griinde - zwingt die

spezielle Datenlage dazﬁ, Heterogenitdt nur in unbeobachteter
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Form (d.h. als Fehlerterm) zuzulassen. Nach einem Vergleich
von vier verschiedenen Hazardraten-Modellen in Teil 3 wird
in Teil 4 der Arbeit die Erweiterung des Ansatzes unter
EinschluB8 von Kovariaten anhand der Analyse von Daten der
Arbeitslosigkeitsdauer diskutiert.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist darin zu sehen,
Konsequenzen des Modells mit gamma-verteiltem Fehlerterm
einer genauen Analyse zu unterziehen. Insbesondere fragt es
sich, wie die geschdtzen Parameter und Koeffizienten zu
interpretieren sind und welche Schliisse aus dem Modell ge-
zogen werden kdnnen. Darllber hinaus ist es auch Zweck der
Arbeit, darauf aufmerksam zu machen, daB ein Modell mit
gamma-verteilter Hazardrate einen geeigneten Kandidaten zZur
Analyse von Zeitintervallen bis zum Eintreffen des Ereignisses
"abweichendes Verhalten™ darstellt (siehe auch Diekmann, 1981).
Rickfalldaten werden im deutschsprachigen Raum selten
methodisch addgquat ausgewertet. Obwohl die Probleme der
Datenanalyse formal &hnlich der Problemlage von Biometrikern
und Medizinstatistikern sind, haben die in diesen Gebieten
hoch entwickelten Methoden der Survival-Analyse m.W. noch nie
in einer deutschsprachigen Rickfallstudie Verwendung gefunden.
Auch wird die Debatte {iber die Anwendung geeigneter Survival-
Modelle in der amerikanischen Kriminologie (z.B. Barton und
Turnbull 1979, Harris und Moitra 1978, Lloyd und Joe 1979)

~von empirisch arbeitenden Kriminologen im deutschsprachigen

Raum vollstdndig ignoriert. Dies ist um so unverstindlicher,
als die Survival-Analyse bei geeigneter Datenlage fir zahl-
reiche Probleme bei der Auswertung von Riickfalldaten eine
L&sung anbieten kann. Es sei hier nur an das Problem
zensierter Daten, an die Schwierigkeit der Konstruktion ge?
eigneter RickfallmaBe, an das Problem der BeWertung des
Kausaleinflusses unabhidngiger Variablen und an das Problem
der Aufstellung von Prognosen iiber den Beobachtungszeit-
raum hinaus erinnert.
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2. Die Analyse von Riickfalldaten unter der Annahme gamma-—

verteilter Hazardraten

2.17. Das Modell

Wir gehen von einem Modell des Typs r = £ (€) = Ae aus ,
d.h. wir untersuchen ausschlieBlich unbeobachtete
Heterogenitdt, wobei der Fehler ¢ und damit auch die Rate
gamma-verteilt ist und A eine Konstante darstellt. Bezeichnen
wir mit £(t) die Dichteverteilung der Ankunftszeit, d.h. des
Zeitintervalls bis zu einem eventuellen Riickfall nach Haft-
entlassung, und mit G(t) die Uberlebensfunktion, so gilt

fiir das momentane Risiko eines Rickfalls: |’

_ f(v)
(2) T = g

Grob gesprochen driickt die Rate den Anteil derjenigen Perso-
nen, die im "ndchsten Moment" den Zustand wechseln (f£(t)),
an den "Uberlebenden" G(t) bis zum Zeitpunkt t und damit das
momentane Risiko eines Zustandswechsels (= Auftreten eines

Ereignisses wie Riickfall) aus.

Wir nehmen ferner an, daB die Rate im Zeitablauf konstant
ist, jedoch bei verschiedenen Personen unterschiedliche
Werte aufweisen kann. Wie oben erwdhnt, folgt die Rate
einer Gamma-Verteilung:

(3) £(x) =

mit den Parametern A und c. Die Gamma-Verteilung erfiillt die

Bedingung, daB sie filir positive Zufallsvariablen definiert
ist. Zweitens handelt es sich um eine relativ allgemeine
Verteilung, 2) die sowohl eine J-f&rmige (c< 1) als auch eine
unimodale Form annehmen kann. Drittens ist die Gamma-Ver-
teilung mathematisch relativ gut handhabbar.

Bei normiertem Verhalten erscheint die Gamma-Verteilung aus
inhaltlichen Grilinden besonders angemessen zu sein. So wird

bei kriminellen Delikten eine J-Verteilung vermutet, d.h.



m

o

i

extreme abweichende Reaktionen werden seltener erwartet
(Allport 1934, KRaiser 1971, S. 11£.). Nach dieser Theorie
sollte sich ein Paramterwert von ¢ < 1 ergeben. Entsprechend
Allports (1934) Bild einer Sanddiine, die je nach Stdrke des
sozialen Drucks mehr oder minder verformt wird, sinkt die
Intensitit einer Norm, wenn sich die Masse der Verteilung

nach rechts verschiebt, d.h. wenn der Wert von ¢ anwdchst.

Im Kontext normierten Verhaltens kann ¢ als ein MaB der

Normierung angesehen werden (dazu auch Hofstitter 1972,
S. 41ff. und Diekmann 1981).

Bei festem Wert von r ist die Ankunftszeit exponential ver-
teilt mit der Dichteverteilung:

(4) g(tlr) = r.e”TF

Zur Ermittlung der unbedingten Dichteverteilung der An-
kunftszeiten ist es erforderlich, g(tlr) mit £(r) zu
multiplizieren und Uber alle Werte von r 2zu integrieren:
}\C
?rce'r(k ) gr
T'(c) °

(5) £(t) = :fg(tm.f(r)dr -

Die Losung des Integrals liefert uns die gesuchte Dichte
des "zusammengesetzten . Prozesses" f(t). Durch Integration

von f£(t) erhdlt man die kumulierte Verteilung der Ankunfts-

zeit F(t) und hieraus aufgrund der Beziehung G(t) = 1-F({t)
die Uberlebensfunktion sowie durch Division von (6) und
(8) die Hazardfunktion des zusammengesetzten Prozesses (9): 3)
ckc
(6) £(t) = —————
(A+t) €1

. A C
(7) F(t) =1 —<%1¥T>
A (o
(=)

_f(x) _ ¢
T G(t) T A+t

(8) G(t)

(9) r(t)
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Gleichung (9) macht auf einen wichtigen Punkt aufmerksam. Ob-
wohl die in der Population verteilten Hazardraten zeiltunab-
hé&ngig sind, ergibt sich fiir den beobachtbaren Zusammenge-
setzten Proze8 eine im Zeitablauf fallende Hazardfunktion
(Abbildung 1). '

r(t) = ¢/  \+t)
A

>0}

\_

> t
0

Abbildung 1: Hazardfunktion des zusammengesetzten Prozesses

Nur flr t = O entspricht r(0) genau dem Erwartungswert c/A
der gamma-verteilten individuellen Raten. Intuitiv 138t sich
das Ergebnis leicht deuten. Bei Personen mit hohen r-Werten
tritt in einem Zeitintervall ein Ereignis mit gr8Berer Wahr-
scheinlichkeit auf als bei Personen mit geringer Hazardrate.
Die ersteren F&lle scheiden frilther aus dem Prozef aus, so daB
die zusammengesetzte Hazardrate r(t) flir die Grupve der ver-
bleibenden Personen absinkt.

Verfigt man nur Uber "Makro-Daten" auf der Ebene des zusammen-
gesetzten Prozesses, d.h. kennt man nur die Ankunftszeitenver-
teilung flir die untersuchte Population, so k&énnte man filsch-
licherweise auf eine Verweildauerabhingigkeit der Hazardrate
bei den einzelnen Mitgliedern der Population schlieBen. Anders
formuliert sind auf der Ebene der globalen Verteilung Verweil-
dauereffekte (Zeitabhdngigkeit der Rate) nicht von dem Effekt
der Heterogenitdt zu trennen.
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2.2. Die Anwendung des Modells auf Riickfalldaten

In einer Untersuchung von Berckhauer und Hasenpusch (1982)
werden die Rilickfallintervalle fiir eine 1974exr Kohorte von
520 Strafentlassenen {iber einen Beobachtungszeitraum von 60
Monaten berichtet, wobei als Rickfallkriterium eine erneute

Verurteilung herangezogen wurde.

Sterbetafel-Analyse der Riickfalldaten

Die nach den prozentualen Angaben von Berckhauer und Hasen-
pusch (1982, S. 301) umgerechneten Hdufigkeiten gehen aus
der zweiten Spalte von Tabelle 1 hervor.4) (Siehe Tabelle 1,
Seite 8.)

Die nicht-parametrische "Sterbetafel"—Analyse der gruppierten
Zeitintervalle ist vor allem auch fiir explorative Zwecke
sinnvoll. Man erkennt daB entsprechend der Modell- Implika-
tion (9) die nicht-parametrisch geschdtzte Hazardrate r
(Spalte 6 der Tabelle) im Zeitablauf abnimmt.

Die einfache Analyse in Form einer "Sterbetafel" liefert auch
dem Kriminologen wertvolle Informationen, zumal zensierte Da-
ten in statistisch angemessener Weise verarbeitet werden.s)
Ferner kann der Median (= 18,82 Monate) als robustes und ver-
gleichbares Riickfallmag dienen, und schlieBlich stellt die
Survival-Analyse inferenzstatistische Tests zum Vergleich

von Rickfallverteilungen - z.B. Sozialtherapie versus beding-
te Entlassung versus Entlassung nach voller Strafhaft - Zur
Verfiligung.

Parameterschitzung mit RATE

Zur Schitzung der Parameter A und c des Modells mit unbeobacht-

barer Heterogenitit benutzen wir das Programm RATE von Tuma
(1980). bazu ist eg zundchst erforderlich, eine Verbindung
zwischen den mit der Maximum~Lixelihood-Methode geschidtzten

GréBen des Programms und den Parametern A und ¢ herzuleiten.
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~ d. ~ ~ ~ 2
. d. ~
Zeitintervall n' d. q.= — pP.=1-g r,= 1 G
-1 i i n. i i i ————— i
Monate ( ] i 6 (1+qi)
- 6 1 504 145 0,29 0,71 0,057 0,71
6 - 12 359 67 0,19 0, 81 0,035 0,58
12 - 18 292 37 0,13 0,87 0,023 0,51
18 - 24 255 22 0,09 0,91 0,016 0,46
24 - 30 233 30 0,13 0,87 0,023 0,40
30 - 36 203 " 0,05 0,95 0,009 0,38
36 - 42 192 11 0,06 0,94 0,010 0,36
42 - 48 181 15 0,08 0,92 0,014 0,33
48 - 54 166 11 0,07 0,93 0,012 0,31
54 - 60 155 7 0,05 0,95 0,009 0,29
> 60 148
Median = 18,82 Monate
n; = Risikomenge (Personen, die zu Beginn des Intervalls
i keinen Riickfall aufweisen)
di = Riickf&dlle im Intervall i
@i = Bedingte Wahrscheinlichkeit eines Rickfalls im Intervall i
@i = Bedingte "Uberlebenswahrscheinlichkeit" im Intervall i
éi = Hazardrate im Intervall i
&i = {Uberlebenswahrscheinlichkeit bis zum Ende des Intervalls i

Tabelle 1: "Sterbetafel" der Hiufigkeiten von Riickfillen
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Mit Modell Typ 2 des RATE-Programms kann die folgende Raten-
gleichung formuliert werden:

(10) r = Aceg .

Hierbei ist € ein gamma-verteilter Fehlerterm mit dem
Erwartungswert 1 und der Verianz:

(11) vVar (&) = B .

A und B spezifieren wahlweise lineare oder log-lineare
Effekte der Kovariate. In unserem Zusammenhang interessieren
nur die Konstanten der Kovariatenvektoren, so daB bei
log-linearer Modellwahl:

(12) A e ,

(13) B = &8

mit den 2zu schdtzenden Paramtern o und 8 gilt. Fiir den
Mittelwert und die Varianz der gamma-verteilten Variablen r
folgt:

(14) Ef{r) =A E(c) = &%
(15) Vvar (r) = A2var(e) = a20+8

Unter Berlicksichtigung des Erwartungswertes:

(16) E(r)

>l

und der Varianz:

(17) Var(r) = Lz
A

der Gamma-Verteilung (3) k&nnen die Paramter )\ und <C

in Abhidngigkeit von o und 8 ausgedriickt werden:
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(18) A= e'(Cﬂ"’B)
(19) c

Var (€)

Die Daten in Tabelle 1 sind gruppiert nach Sechs-Monats-
Intervallen. Zur Maximum-Likelihood-Schitzung von «o

und 8 mit RATE sind jedoch die "exakten" Ankunftszeiten
erforderlich. Da die Rohdaten nicht vorliegen, wird jeweils
die "exakte" Ankunftszeit durch die Intervallmitte geschitzt
(3, 9, 12, ..., 57 Monate). 9
enthdlt Tabelle 2.

Die Ergebnisse der Berechnung

[ Schétzwerte der Parameter

-~ 2,771 (o,1046)%
0,433 (0,1157)*
10,358
0,648
0,063
1,543
504

>
H>HE>Q>>>m> >

Z ~~ e~
M N

* Standardfehler

Tabelle 2: Geschitzte Parameter

Es 2zeigt sich, daB8 der Wert von & kleiner als eins ist; die
Gamma-Verteilung der individuellen Hazardraten hat demnach -

die Angemessenheit des Modells unterstellt - die Form einer
J-Verteilung.

Mit Hilfe der Gleichungen (6) - (8) und den geschdtzten
Werten flir )} und ¢ kann ferner die erwartete Verﬁeilung der
Ankunftszeit sowie die Uberlebensfunktion é(t) berechnet
werden. Die erwarteten Hiufigkeiten (N . &(t)) sind Tabelle 4
in Abschnitt 3 zu entnehmen.
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Die erwartete Hazardfunktion kann mittels Gleichung (9)
prognostiziert werden:

(20) 2(£) = —S . = 0,648
A+t 10,358+t

Abbildung 2 stellt den Verlauf der Funktion im Vergleich
mit den "beobachteten" nicht-parametrisch geschitzten
Hazardraten dar.

i

4 1 r & A

10 20 30 40 50 60

X Dbeobachtet

- erwartet

Abbildung 2: "Beobachtete" und erwartete Hazardraten des
zusammengesetzten Prozesses.

Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung ziemlich gut. Frei-
lich ist zu beachten, daB - wie oben erwdhnt - ein &hnlicher
vVerlauf der Ratenfunktion auch aus Modellen mit negativer
Verweildauerabhingigkeit der Hazardrate abgeleitet werden

kann.

t
(Monate)
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2.3. Einige Folgerungen aus dem Modell

Ein Vorteil parametrischer Modellbildung ist darin zu
sehen, daB das Modell die Ableitung verschiedener

Charakteristika des untersuchten Prozesses gestattet. In

- diesem Abschnitt wollen wir kurz einige Folgerungen be-

zliglich des Erwartungswerts der Ankunftszeiten,der Varianz
von T und des Medians erdrtern. Diese Beziehungen sind auch
von Bedeutung flr die Interpretation der Koeffizienten des

Modells mit Kovariaten in Abschnitt 4.

Flir den Erwartungswert T erhilt man nach Einsetzen von (6)

fiir £(t) als L&sung des Integrals:

2 T= [t . f(t)dt = ;¢ > 1.

c-1
T existiert nur fiir ¢ > 1, ist also bei den Riickfalldaten
nicht berechenbar. #hnliches gilt fiir die Varianz:

S T;z, c > 2.
c=-2

(22) var(T) =
Durch Umformung von (21) und (22) unter Benutzung von (16)
und (19) erkennt man den EinfluB der Fehlervarianz Var(e):

(23) T = ! 0 < var(e) < 1

E(r) [1 - var(e)]'

(24) Var(T) = L T2 0 S var(e) <

1 - 2 Var(sg) ’

1
2 L]

Vorausgesetzt, Mittelwert und Varianz der Verteilung
existieren, so beeinfluBft wachsende Fehlervarianz beide
GréB8en in positiver Weise. Fiir den Extremfall einer Fehler-
varianz von null liefern die Formeln (23) und (24) den
Mittelwert und die Varianz der Exponentialverteilung. Liegt
keine Heterogenitdt vor (Var(e) = 0), so erhalten wir als

Spezialfall den einfachen Poisson-ProzeS.

Zur Berechnung des Medians T* greifen wir auf Gleichung (8)
zuriick:
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* A c
(25) G(T ) = ———— = 1
. A+ T* 2

Hieraus folgt:

1
(26) T = 2% - 1| = 2varte)
A E(r)Var(e) °

Auch der Median verschiebt sich nach "rechts" bei
wachsender Fehlervarianz. Zunehmende Heterogenitdt erhdht

also den Mittelwert, die Varianz und den Median der er-

warteten Verteilung.

Bei den Riickfalldaten stimmt der erwartete Median, be-
rechnet nach Formel (26), mit einem Wert von 19,81 Monaten
recht gut mit den Beobachtungen {berein.

Betrachten wir noch unter Berilicksichtigung von (21) und (26)
das Verhdltnis des Medians zum Mittelwert:
1

(27) = = <2C-1>(c-1> < 1.
T
*
Aus (27) folgt T < T. Wie bei rechtsschiefen Verteilungen
nicht anders zu erwarten, liegt der Median vor dem Mittel-
wert. Im Extremfall der Fehlervarianz von null (Var(e) - O

bzw. ¢ - «©) erhalten wir aus (27):

(28) lim

C - ®

= 1n2 =20,693,

eqﬂ*

was genau dem Quotienten aus Median und Mittelwert im Fall
des einfachen Poisson-Prozesses (Exponentialverteilung)
entspricht.
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3. Ein Vergleich von vier Hazardraten-Modellen

Neben dem Poisson-Modell (Exponentialverteilung der An-
kunftszeiten) als Basis-Zufallshypothese berilicksichtigen
wir bei dem Vergleich drei weitere Modelle, die folgende
Gemeinsamkeiten aufweisen: Es handelt sich jeweils um
zwei-parametrige Modelle, mit denen ein monoton fallender
Verlauf der Hazardfunktion nachgebildet werden kann.
Wéhrend jedoch der Weibull- und Gampertz—ProzeB von der
Hypothese "echter" negativer Verweildauerabhidngigkeit aus-
geht, ist beim Heterogenitdtsmodell die im Zeitablauf
abnehmende Hazardrate Resultat einer heterogenen
Population.

Tabelle 3 informiert Uber die alternativen Ratenfunktionen,
die Uberlebenskurven der Modelle und die geschdtzten

Parameterwerte.

Der graphische Log-minus-log-Test liefert auch im Falle des

Weibull-Modells eine gute Ubereinstimmung mit den Daten 7)

(Abbildung 3).



Exponential Weibull | Gompertz Heterogenit&t
{(Poisson) (Gamma)
c
G(t) exp (~rt) exp{~ (\t)°} exp{-%(eCt-ﬂ} ( A )
A+E
c ct
r(t) r Ac(At) ae c
A+t
Parameterﬁ r= 0,0251 } = 00,0265 } = 0,052 ' i=10,36
c = 0,55 c =—0,0377 c=0,648
erwarteter _
Median 27,6 19,4 18,6 19,8
"Beobachteter” -
Median v 18,82
*

Die Parameter wurden wie folgt geschdtzt: Im Poisson-Fall
ist der ML-Schitzer f = n/ It,, d.h. die Anzahl der Rick-
fille wird durch die Summe der beocbachteten und der zen-
sierten Rickfallzeiten dividiert. Die Weibull-Parameter

- wurden grob mit einem graphischen Verfahren abgesch&tzt

(siehe Diekmann und Mitter 1984, sS. 154£ff.). Zur
Schidtzung der Parameter des Gompertz- und des Gamma-Modells
wurde das Programm RATE (Tuma 1980) benutzt. Als "exakte"

Ankunftszeit wurde jeweils die Intervallmitte genommen,

Tabelle 3: Geschidtzte Parameter von vier Hazardraten—-Modellen




~

-ln G(t)]

ln ¢t

y=cln t + c lnX

Abbildung 3: Log-minus-log-Test des Weibull-Modells

Die prognostizierten Uberlebenshiufigkeiten N.é(t) fir die
vier Modelle sind Tabelle 4 zu entnehmen.
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Intervall- |beocb- exponential | Weibull | Gompertz | Hetero-
ende achtet {Poisson) genitdt
' (Gamma)
6 145 70 154 123 129
12 67 61 54 76 69
18 37 52 37 49 44
24 22 45 28 34 30
30 30 39 22 24 23
36 11 33 19 17 18
42 11 28 15 12 15
48 15 25 14 10 12
54 11 21 12 7 10
60 7 18 10 5 8
> 60 148 112 139 147 146
N 504 504 504 504 504
beob.~
erwart. 234 62 80 58
chi? = ',
Z(baix—enﬁat.)
it et 151 13,92 21,47 12,21

Tabelle 4:

Beobachtete und erwartete Héufigkeiteh auf der

Basis von vier alternativen Survival-Modellen.
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Im Vergleich mit der beobachteten Uberlebenshdufigkeit zeigt
sich eine extrem schlechte Anpassung flir das Poisson-Modell.
Die beobachteten H&ufigkeiten werden zu Beginn des Prozesses
kraB unter- und spiter iiberschitzt. Auch der Median (Tab. 3)
ist wesentlich gr&Ber als der beobachtete Median. Natlirlich
ist dieses Ergebnis nicht verwunderlich in Anbetracht der
sinkenden nicht-parametrisch geschitzten Hazardrate in Ab-
bildung 2, setzt doch die Nullhypothese des Poisson-Modells
eine konstante Hazardrate voraus.

Flir die drei librigen Modelle ergibt sich eine wesentlich bes-
sere Ubereinstimmung. Nimmt man als Kriterium fiir die Uber-
einstimmung die Summe der absoluten Abweichungen oder die
Summe der durch die erwarteten Hiufigkeiten dividierten gua-
dratischen Abweichungen (Chi2 mit df = 10), so schneidet das
Heterogenitdtsmodell am besten ab, wobei der Unterschied zum

Weibull-Modell jedoch sehr gering ist. In beiden Fillen ist

_der Unterschied exrwartete versus beobachtete Verteilung filir

P = 0,05 nicht signifikant. Zu beriicksichtigen ist auBerdem,
daB die Weibull-Parameter graphisch geschdtzt wurden und da-

her einen Bias aufweisen k&nnen. Aufgrund der vorliegenden

Daten kann keine Entscheidung iiber die Gliltigkeit der Hetero-

genitdts-Hypothese versus der Verweilldauer-Hypothese des

Weibull-Typs getroffen werden. Beide Hypothesen stimmen glei-

chermaBen mit den Daten i{iberein. Dies bedeutet aber nicht,

daB eine Diskriminierﬁng zwischen den Hypothesen prinzipiell
unmdglich widre. Bleibt bei Berilicksichtigung relevanter Kova-
riate, d.h. bei "Kontrolle" der Heterogenitidt, eine deutliche
Zeitabhdngigkeit def Hazardrate erhalten, so wiirde dieser
Befund fiir "echte" Verweildauereffekte sprechen. Eine Sekun-
défanalyse der Rohdaten der Berckhauer-Hasenpusch-Studie k&nn-

te hieriliber AufschluB geben.
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4. Rovariate und unbeobachtete Heterogenitit am Beispiel

von Arbeitslosendaten

Die bisherigen Uberlegqungen behalten auch bei der Generali-
sierung des Modells durch die Einfidhrung von Kovariaten

{r = £ (Kovariate, ¢)) ihre Giltigkeit, wenn e’ und eB -
bei log=-linearer Kovariatenabhdngigkeit - durch die folgen-

den Ausdriicke ersetzt werden:

+ o

(29) E(r) = A = eao 1X + c.. QO

X
1 m ' m

eBO By xy + ... B X

(30) var(eg) = B = m “‘m.

Dabei bezeichnen x1, ey xm die Kovariate und ai bzw. Bi
die Koeffizienten. Als wichtiger Spezialfall ist ein Modell
anzusehen, bei dem die Kovariate zwar den Erwartungswert der

Rate beeinflussen, nicht jedoch die Fehlervarianz. Es gilt

dann B1 = BZ = ,,, = Bm = 0 und somit B ='eBO. Wie lassen
»

sich in diesem Fall die Koeffizienten interpretieren?
In "Multiplikatoren-Schreibweise” lautet (29):

(31) E(r) = a_ a

o 31 1 a 2 ... 2 m

2 m .
(ai =1)- 100 ist somit der %-Effekt einer Verdnderung der

unabhé&ngigen Variable um eine Einheit auf den Erwartungswert
der Rate.

Ein anschauliches MaB ist der Effekt auf die erwartete Ver-
weildauer T und den Median T*. Rufen wir uns hierzu die For-
meln (23) und (26) ins Gedichtnis:

1 1 7
(32) T = . F
E(r) 1- Var( e) |
i var(e)
(33) T * _ 1 . 2 : 1
E(r) ] Var( )
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Die Ausdriicke in eckigen Klammern sind konstante Faktoren,
falls vVar(e) von den Kovariaten unabhdngig ist. Wie beim Mo-
dell mit konstanter Rate (einfacher Poisson-ProzeB)s) infor-

miert somit:

(34) (T - 1) . 100
aj

Uber den %-Effekt bei Ver&nderung der unabhdngigen Variable

um eine Einheit auf die mittlere Ankunftszeit (sofern T exi-
stiert) und auf den Median.

Unter Berflicksichtigung von (29) und (30) sowie (16) und (17)
ist es ferner méglich, mittels der Gleichungen (6) - (9) und
(21) - (26) fir beliebige Kombinationen von Kovariaten Vor-
aussagen bezliglich der Verteilung der Ankunftszeiten, der
Uberlebensfunktion, der mittleren Ankunftszeit, dem Median
und der Varianz zu formulieren.

Als Anwendungsbeispiel analysieren wir Daten iiber die Dauer
der Arbeitslosigkeit einer Osterreichischen 1979er-Kohorte
von 1055 Arbeitslosen, wobei der Zensierungszeitpunkt 140
Tage betrdgt. Kovariate sind das Lebensalter (x1), der So-
zialstatus (xz), das Geschlecht (x3) und die HOhe der Arbeits-
losenunterstiitzung (x4). Es wird das folgende Modell mit

becbachteter und unbeobachteter Heterogenitit formuliert:

X, + 04 X, *+ O, X, + 0, X

Go * O Xy 2 %2 3 %3 4

(35) E(r) = e 1 4

Bo
(36) var(e) = e

Die mit RATE geschdtzten Parameterwerte gehen aus Tabelle 5
hervor:
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Wie man der Tabelle entnehmen kann, ist die erwartéte Dauer

der Arbeitslosigkeit um so h&her, je &lter ein Arbeitsloser .

ist, wenn er Angestéllter ist, weiblich und wenig Arbeits-
losengeld erh&lt, wobei der Geschlechtseffekt allerdings
einen knapp nicht-signifikanten Wert hat.

Vergleicht man die Ergebnisse mit den Schétzwerten’fﬁr das
Modell mit konstanter Rate (ohne unbeobachtete Heterogeni-
tdt), so zeigen sich nur &duferst geringe Unterschiede. Glei-
ches gilt fir die Sch&tzung mit dem semi-parametrischen Cox-
Modell (siehe Diekmann und Mitter 1984, S. 116 und 137 ff.).
Beim einfachen Poisson-Modell ergeben sich die folgenden Mul-

= 0,968, a, = 0,478, a, = 1,117 und

tlpllkator-Werte a; : a 5 3

a, = 1,00015.,

1

Bei unterschiedlicher Modellspezifikation (Cox-Regression,
Poisson-ProzeB, unbeobachtete Heterogenit&t) sind die Schdtz-

werte ausgesprochen robust.

Es ist jedoch davor zu warnen, diesen Befund vorschnell zu
generalisieren. Die nur geringen Unterschiede beim Hetero-
genitdtsmodell gegeniiber den Modellen ohne unbeohachtete He-
terogenitdt rihren daher, daB die Fehlervarianz mit 0,0691
{c = 14,47) einen sehr kleinen Wert aufweist. Betrachten wir
den Ausdruck in eckigen Klammern bei Formel (32) als Korrek-
turfaktor fiir die mittlere Ankunftszeit gegenliber dem Modell
mit konstanter Rate (Poisson-ProzeB mit Kovariaten), so er-
halten wir einen nur wenig von eins verschiedenen Wert von
1/(1-0,0691) = 1,07. Im Gegensatz zu dem Modell mit aus-
schlieBlich unbeobachteter Heterogenit&dt wird die vorhandene
Heterogenitdt bel den Arbeitslosendaten offenbar weitgehend

durch die Kovariate ausgeschépft.g)
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Anmerkungen

1)

2)

3)

4)

Zu den grundlegenden Definitionen und Ableitungen sei auf
die Literatur der Survival-Analyse verwiesen. Siehe hierzu

z.B. Diekmann und Mitter 1984, Kap. 2.

Z.B. enthdlt sie die Exponential- und die Chi2- Verteilung
als Spezialfidlle.

Bei dem Yule-Greenwood-ProzeB ergibt sich bei gamma-ver-
teiltem Parameter der Poisson-Verteilung fiir den zusammen-
gesetzten ProzeB eine negative Binomialverteilung fiir die

Zahl der Ereignisse k (Chiang 1968):

\k c
a k + c -1 t A
Pk(t) = ( k <x+t ) <_7;ET>

\

Fiir k = 0 erh&lt man auf einfache Weise die zugehdrige
Uberlebensverteilung beziiglich des ersten Freignisses:
B (t) = G(t). Wie man erkennt, stimmt po(t) = (A/A+t) €

mit (8) {iberein.

Fir 15 der 520 Personen ist nur bekannt, daB eine erneute
Verurteilung vorliegt, nicht jedoch der Zeitpunkt des Riick-
falls. Diese F&dlle bleiben bei der nachfolgenden Analyse
unberlicksichtigt. Der Bias durch Weglassung von 15 F&llen,
fir die einzig die Information vorliegt, daB ein Riickfall
innerhalb von 60 Monaten aufgetreten ist, diirfte sehr ge-
ring sein. Bei der Schdtzung des Parameters der Exponen-
tialverteilung (dazu Abschnitt 3) wurde zur Kontrolle je-
weils die Annahme gemacht, daB alle 15 F&dlle a) zum Zeit-
punkt t = 0 und b) zum Zeitpunkt t = 60 ein Ereignis auf-
welisen. Der unverzerrte Schitzwert sollte dann zwischen
den beiden extremen Schdtzungen liegen. Tatsdchlich ist
der Unterschied zwischen der Behandlung der 15 Fdlle nach
Methode a) und b) relativ gering. Theoretisch bestlinde
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5)

6)
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auch die Md&glichkeit, die 15 F&dlle-gem&@B einer bestimmten
Verteilungsannahme auf die Zeitraum-Kategorien der Tabelle
1 aufzuteilen; praktisch diirfte jedoch der Mehraufwand
kaum lohnenswert sein. Bleiben diese Fdlle unbericksich-
tigt, so erhdlt man - bel zusidtzlicher Einkalkulierung
von Rundungsfehlern bei der Umrechnung der von Berckhauer .
und Hasenpusch angegebenen Prozentwerte - die 504 Fille
der Tabelle 1.

In der Tabelle 1 treten alle Zensierungen am Ende der
Beobachtungszeit, also nach 60 Monaten auf. In diesem un-
problematischeren Fall stimmt die jeweilige Risikomenge
ni mit den Rohwerten n, (Spalte 2) direkt {iberein. Beil
zwischenzeitlichen Zensierungen ermdglicht die Survival-
Analyse entsprechende Korrekturen. Siehe auch das Anwen-
dungsbeispiel in AndreB 1982 sowie Diekmann und Mitter
1984, Kap. 3.

Dabei wird implizit die (dem Modell widersprechende) An-
nahme der Gleichverteilung innerhalb eines Sechs-Monats-
Intervalls unterstellt. Der Fehler ist bei gruppierten

Daten um so geringer, je weniger grob die Intervallein-

teilung vorgenommen wurde.

Zur Eingabe gruppierter Daten kann bei RATE eine WEIGHT-
Karte geschrieben werden, wobei die Ankunftszeit mit der

jeweiligen Hiufigkeit gewichtet wird.

Einem Hinweis von Peter Mitter folgend ist auch eine ein-
fache graphische Test- und ndherungsweise Schétzmethode
auf der Basis der Hazardfunktion (9) konstruierbar. Dem-
nach gilt: 1/r(t)=x/c+(1/c).t, d.h. als Graph der rezi-
proken Hazardrate ist eine Gerade mit dem Anstieg 1/c zu
erwarten. Nimmt man als Schitzung fiir r(t) den "Life-Table-

Schitzer" in Tabelle 1, wobei sich t jeweils auf die Mitte
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7)

8)

9)
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‘des Intervalls i bezieht, so k&nnen die Parameter A und ¢
graphisch oder mit der Methode der kleinsten Quadrate grob
geschdtzt werden. Es zeigte sich, daB8 im vorliegenden Fall
die Abweichung von der Maximum-Likelihood-Schd&tzung mit
RATE nur geringfliigig ist.

Die Uberlebensfunktion des Weibull-Modells ist G(t) =

exp {-(At)c}. Doppeltes Logarithmieren liefert:

1n E-lnG(t)] = ¢ ln t + ¢ 1lnA. Die beobachteten a(t)-Werte
in Tabelle 1 sollten also nach der ln[—ln&(t)}- Transfor-
mation gegen ln t aufgetragen eine Gerade ergeben mit der

Steigung c.

Zur Interpretation der Koceffizienten beim Modell mit kon-

stanter Rate siehe Diekmann und Mitter 1984, S. 122.

Schédtzt man das Modell in Abschnitt 2 mit ausschlieBlich
&hbeobachteter’Heterogenitét'an den Arbeitslosendaten,
d.h. werden die Kovariate nicht miteinbezogen, so erhdlt
man als Fehlervarianz Vir(e) = exp(é) = 0,357. Fir den
Erwartungswert der Rate ergibt sich ferner:

E(r) = exp(&) = 0,0179. Ohne Kovariate ist die Fehler-
varianz also mehr als fiinfmal so hoch. Aus den angege-
benen Werten folgt mittels der Formeln in Abschnitt 2:

c = 2,80; A = 156,49, Die erwartete Verweildauer T betrigt
87 Tage und der prognostizierte Median T* liegt bei 44
Tagen. Durch die Einfiihrung von Kovariaten wird eine
proportionale Fehlerreduktion von [ Var(eo) - Var(gq) 1/
Var(eo) = (0,357 - 0,0691)/0,357 = 0,81, also von 81%
erzielt.
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