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ABSTRACT

Spectral theory of weakly stationary random processes
has become an important part of econometric theory and thus
is of central interest for applications in social sciences.
This work tries to give a simple but precise presentation
of the mathematical methods employed by spectral theorists :
while the first part deals with Hilbert space theoretical
tools, the second part is devoted to important applications
of them like the speétral representation of the process,

the Wold-decomposition, linear filtering and ARMA-processes.

ZUSAMMENPFASSUNG

Die Spektraltheorie schwach stationdrer stochastischer
Prozesse ist als wichtiger Bestandteil der Okonometrischen
Theorie von zentralem Interesse flir Anwendungen in sozial-
und wirtschaftswissenschaftlicher Forschung. Diese Arbeit
versucht eine einfache, doch prédzise Darstellung der in der
Spektraltheorie verwendeten mathematischen Methoden :
nach Bereitstellung der Hilbertraum-theoretischen Hilfs-
mittel im ersten Teil bringt der zweite Teil wichtige An-
wendungen wie die Spektraldarstellung des Prozesses, die

Wold-Zerlegung, lineare Filterung und ARMA-Prozesse.
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O. EINLEITUNG

Die Spektraltheorie schwach stattiondrer stochastischer
Prozesse ist als wichtiger Bestandteil der Skonometrischen
Theortie nicht nur fir die Grundlagenforschung, sondern auch
fir die Anwendungen auf sozial- und wirtschaftswissenschaft-
liche Problemstellungen von zentraler Bedeutung. Deshalb
scheint eine prdzise, knappe, jedoche einfache, weil elemen-
tar und konsequent aufbauende Darstellung der mathematischen
Methoden, die in die Spektraltheorie Eingang gefunden habeﬁ,
von einiger Bedeutung zu sein. Diese soll an mathematischen
Vorkenntnissen nur so viel voraussetzen, wie es etwa dem
Stoff eines zwei- bis viersemestrigen Mathematik-Grundkurses
sozial- und wirtschaftswissenschaftlicher Studienrichtungen

entspricht.

Eine solche Darstellung ist das Ziel dieser Arbeit.
Hiebet wird besonders auf Ubersichtlichkeit Wert gelegt, da
in der un;eheuren Menge an Literatur zu diesem Thema meist
entweder hauptsdchlich Theorie betrieben wird,. also auch
Resultate ohne Konnex mit hier interessierenden Anwendungen
aus filhrlich behandelt werden ( etwa in [1] ), oder aber im
Sinne einer méglichst breiten Anwendungspalette, wie in [10],
die bendtigten Resultate duBerst Rnapp, manchmal mit nur an-—
gedeuteten Beweisen dargestellt werden. SchlieBlich gibt es
auch anwendungsorientierte Werke ( etwa [2] ), wo zwar auf
arithmetische Ausfilhrlichkeit Wert gelegt wird, aber der Zu-
sammenhang mit dem an sich einfachen theoretischen Uberbau

nicht immer ganz evident zu sein scheint.



Hier soll nun ein KompromiB versucht werden

- Nur solche Resultate werden in aufbauender Vor-
gangsweise angefihrt, die im weiteren Zusammenhang
nétig sind, wodurch das unter Umstdnden verwtrrende

"Lernen auf Vorrat" entfdllt;

- diese Resultate aber werden ausfiihrlichst bewiesen,
wobéi teilweise neuen, elementaren Methoden der Vor-

aug gegeben wurde.

Als typisches Beispiel fir diese Vorgangsweise mag Pro-

position 1.1.19 gelten, die in dieser kompromtierten Form
selten in der gdngigen Literatur zu finden ist. Im Sinne
dieser Uberlegungen erscheint es angemessen, stich auf die

Untersuchung eindimenstonaler Prozesse zu beschrdnken.

Der erste Teil befaBt sich mit der Theorie des Hilbert-
rqums, insbesondere mit der Spektraldarstellung selbst-
adjungierter und unitdrer Operatoren sowie stochastischen
Integralen. Zu dieser Theorie gibt es vielerlet Zugdnge,
von demen sich die meisten mehr oder weniger subtiler Me-
thoden aus Topologie und Algebra bedienen. Fiir den an
tieferen theoretischen Zusammenhidngen interessierten Leser
mag bemerkenswert sein, daB anstatt des vielleicht etwas
abstrakten modernen Zugangs iber Isomorphie-Sdtze wie den
von Gelfand & Neumark, welche wiederum den Satz von Tychonow
verwenden und die die Begriffsbildung der stetigen OUperator-
funktion ermdglichen (stehe [(7]1) oder anstatt des friiher
5fters verwendeten Zugangs iber die Integraldarstellung der
Resolvente auf funktionmentheoretischer Basis (siehe [1])
ein elementarer Beweis der Spektraldarstellung selbst-
adjungierter Operatoren gegeben wird, der geometrisch in
dem Sinn ist, daB er sich sozusagen komstruktiv auf die

Eigenschaften des Hilbertraums und der darauf wirkenden
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Operatoren stitzt, was sich vor allem in der Reduktion
der Anzahl der bendtigten Begriffe und Definitionen zu-
gunsten des Uberblicks auswirkt. Wo solche anderswo
hédufig gebraucht werden, sind sie fallweise - ohne sie
wetter zu verwenden - in Bemerkungen angefilhrt, um Quer-

verbindungen mit der gédngigen Literatur zu erleichtern.

Ein weiterer Beweis des Spektralsatzes stammt von
Lengyel & Stone [8] ; obwohl dieser ebenfalls als elementar
bezeichnet wurde, unterscheidet sich jedoch von dem hier
verwendeten unter anderem dadurch, daB er die Schwach-
Kompaktheit der Einheitskugel bendtigt, welche sich wie-
derum auf den Satz von Tychonow stitzt, ein tiefliegendes

Resultat, das nicht als konstruktiv anzusehen ist.

Der Aufbau erfolgte derart, daB das einzige bendtigte'
"topologische" Resultat, das iber die elementare Analysis
auf dem Niveau der Potenzreihenentwicklungen der trigono-
metrischen Funktionen hinausgeht, der Satz von Stone &
WeterstraB ist. In diesem Zusammenhang mag interessant sein,
daB - analog zu den Uberlegungen in Kapitel 1.1 und den
sich daraus ergebenen Resultaten in Kapitel 1.3 - fir den
Bewetis dieses Satzes im wesentlichen nur eine Konstruktion
fiir die Quadratwurzel durchzufiihren ist ( siehe [4] sowie
auch [3], pp. 391 - 394). Auch iber den Satz von Fubini,
bzw. den Satz von der monotonen Konvergenz oder von der
partiellen Integration hinausgehende maBtheoretische Tat-
sachen werden nicht bendtigt, wie etwa der Satz von Bochner
oder sein diskretes Analogon, das trigonometrische Momenten-—

problem in [1] oder [10].

Derjenige Leser, der bereits iber Kenntnisse im Umfange
einer Einfihrungsvorlesung in dieﬂFunktionaZanaZysis ver-
fugt, muB frihestens bei Proposition 1.1.14 "einsteigen”,
falls er den ersten Teil nicht iberhaupt iberblittern kann.
Die Kapitel-Uberschriften und -Einleitungen kénnen dariber

ndheren AufschluB geben.



Im zweiten Teil werden der Zeitbereich sowie der
Lag—~Operator eingefiihrt. Mit den im ersten Teil ent-
wickelten Hilfsmitteln sind ebenso fundamentale wie
nichttriviale Resultate wie die Konstruktion des
Spektralbereichs sowie dessen Isomorphie zum Zeitbe-
reich und die Wold-Zerlegung ganz einfach zu beweisen.
Im letzten Kapitel wird auf die wichtige Methode der
linearen Filterung sowte auf AR-,MA- und ARMA-Prozesse

ndher eingegangen.

An dieser Stelle méehte Zch E. RESCHENHOFER, Institut
fiir héhere Studien, Wien und G. SEEBER, Untiversitdt Inns-—
bruck fir ihre Anregungen herzlich danken, welche zum
Entstehen des zweiten Tetls maBgeblich beigetragen haben.
Mein Dank gilt insbesondere auch B. M. POTSCHER, Tech-

nische Universitdt Wien fiir viele wertvolle Hinweise,

Nun einige Bemerkungen zur Zeichensetzung
die Menge der natirlichen, ganzen, reellen bzw. komplexen
Zahlen wird mit TN , Z ,R baw. € bezeichnet. Filr IE C
z6t ®e X , 3Im X ,|A|l bzw. X der Realteil, Imagindr-
teil, Betrag vom X bzw. die zu A konjugiert komplecxe
Zahl. Fir a,b €IR mit a < b bedeutet

la,b] = {re€R | a< A s b}, [a,b] := {a} u Ja,b]
Wie Ublich bezeichnet fir k € IN k! :=1-2+...-(k-1)-k ;
weilters deuten die Pfeile =~ bzw. = Abbildung bzw.

Folgerung an. O kennzeichnet das Ende eines Bewetises.
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1.7 LINEARE OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN

Neben grundlegenden Definitionen ( Hilbertraum,
Operator, Orthoprojektor usw. ) und vorbereitenden Uber-
legungen ist hier die Definition der Quadratwurzel eines
nichtnegativ definiten selbstadjungierten Operators von
zentraler Bedeutung. Nachdem Existenz und Eindeutigkeit
der Quadratwurzel gezeigt worden sind, wird der Absolut-
betrag eines selbstadjungierten Operators nahelitegender-
weise als Quadratwurzel seines Quadrats definiert und mit
dessen Hilfe der im dritten Kapitel wichtige positive

Anteil eines selbstadjungierten Operators.
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1.1.1 Definition : Sei ¥ Vektorraum iiber € mit Nullelement o ;

die Abbildung R*¥ > ¢ : (x,y) w»<{x,y> heiBt

inneres Produkt auf ¥ , wenn gilt :

(i) <PAx +x', vV = DX,y 4 x'L,yD Nae@ , \dx,x',yeX . 1)
(i1)  <Ly,x> = L%,y 2 VY x,vye®,

(1i1) Cr,x>>0 Y x € ® {sk,

1.1.2 Provosition : Sei fir xe€?® lxi :={<{x,x> 2> 0 3
2

dann gilt : (1) U xeyl? = UxD® + 2Gelx,y> + 0yl
(11)  1<x,y> i Cix iyl
(1i1)  uAxU=pixd , N xeyd Ll + 0yl

fir alle x , v € ® sowie fiir alle A€ € .

Beweis : (1) (x+y,x+y > = (X,x+7 >+ (¥, Xty 7 = (X+Y,%XY + (X+Y,¥) =

= CX,XD + (F,X) + CLHY>+ LVHV> = \\x\‘2 + X,y +(X,y> + 'Y i\2 H

\2

as.¥st AN+ A = 2&) ( sowie A 9] ) fir ’A'em.

2 .
(ii) Wegen (i) ist WAxM + 2RAx,v) +hy\\2 =\\2\x+y\\2 S 0 NYXeC ;

ces gilt \\\x‘.\z = QXN = XY = Z(X,XD = INCTESIE \Nz\\x\lz 3

fir x=o ist {x,y> = <(o,y> = 0ghxyl trivial; ist aber
x # 0 = \xV>0 , dann ist wegen obigem fir N = -(x,y>/ux\\2 c €
) ,
0 ¢ HEIZL 1 4 2@ - ST (x,y5) 4 1pt?
I xl il
K x, 3012 Ky 12y 2 1edt? 2
= @ —m=ulo 4 2Re( - Y 40T o= - + vl .
2 2 2
Wxll el Uxl
\ , 2 2, .2
also 1&,yd1¢ < wxtfiyl® , also [{x,Wlslixiiyl .

1
)?\= 1, x" =0 = X,y = {1T+0,7> = (X,¥> + <0,¥> = (0,y>=0 VyeX
= : {(AX,yY = Q.x+o,y>= MNX,¥> + £o,¥> = WX, ¥> YAaer ,¥ x,7ye .
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(iii) \\kxﬂz = aA\z)lx\\z wurde bereits in (ii) gezeigt.

Aus (i) und (ii) folgt i!x-&-y!lz = 1xl® 4 2Re(x,v> +ny\\2 <

uxnz + 2{Re<x,y>l + '\ty\\g < t\x(\2 + 21<x,v>1 +1 yll2 <

< \\x\\2 + 2uxiyn + Hy02 = ((xt + \iyu)z . O

1.1.3 Bemerkung : (i) 1.1.2(iii) sind zusammen mit

fi >0 V x € Mot ( folgt aus 1.1.1(iii) )

die definierenden Eigenschaften einer Norm {l.I| auf ® .

Diese erzeugt die sog. Normtopologie auf R , welche mittels

Xonvergenz von Folgen beschrieben werden kann :

Seien }:né‘X, n<¢N ; man schreidbt x = x ( xeR)

n -» co

wenn \an‘-Xﬂ = 0 fir n - o ( oder auch 1lim X, =X ).
" N5

Abbildungen f:R-C bzw. A R =2 heiBen stetig,

wenn aus X = X f(xn) - £(x) bazw. A(xn) - A(x) folgt.

n - oo N » oo N =80

Eine Teilmenge MER neigt abgeschlossen, wenn aus Xn - X

n .o

und  x_ € M VYnew xe M folgt; ein Teilraum M von R
i

( das ist ein M<® mit: x , vedl,pe € => Ax+yedl, M #8),

o

der als Teilmenge abgeschlossen ist, heiBft abgeschlossener Teilraum.

SchlieBlich nennt man eine Folge (Xn)ne{N in R mit
{\xn - X i >0 Cauchzfqlge.

n,m =»og
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1.1.3 Bemerkung : (1ii) Aus 1.1.2(iii) folgt (txi —uyil €ix - yi @

X

= X=y

analog

+7 > bxlgiz=yu +iyl =p dxil -0yl sux - y¥ ,

tyl = gxd €Wy = x§ =1x -yl . Daraus ergibt sich

die Stetigkeit der Abbildung K =T : x = lxy , woraus mit

1.1.2(ii) gefolgert werden kann : X, >%X 5, ¥, >y >

N = o o -0

| Cx v > =<yl €1,y > = <y o+ [y > = dxy>) =

|<xn—x,yn>'\ + \<x,yn-y>} Sz -xuy I+ ixity -yl > Olyi + [xi0 =0

n < x

= (xn,yn> = <{x,7> ( Stetigkeit des inneren Frodukts ) .

n = >

1,1.4 Definition : Sei R Vektorraum tber ¢ mit innerem Frodukt

Cayo> (®, <,..> ) heiBt Hilbertraum , wenn

R beziiglich der Norm W .\ vollstindig ist, zlso jede Cauchyfolge
} rgisrt B e N - { > 0
konvergd X € ¥, nel , N X, =X i > C =

>

x&e¥X mit x, = X

n - 0

Sei abnun { R ,<.,..> ) fiir die Abschnitte 1.1, 1.2 , 1.3,

1.4,

1.6

ein ( fester ) Hilbertraum mit der Norm H.i wie in 1.1.2 .,

1.1.5 Definition und Proposition : Eine Abbildung AR >

neiBt ( beschrinkter linearer ) Operator auf ¥ , wenn gilt :

A(%x +7 ) = PA(x) + Aly) Vx, ye® ,¥hiC ud
VAL := sup QIACx)H| Nxd = 1} < + o0 .
Wir schreiben dann A e ®(x) und der Kirze wegen Ax := A(x)

o]

s gilt

faxt <itanixy VYxed.
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Beweis : fiir x = o wegen Ax = A(Ox) = OAx = o trivial ;

x£0 =3 Ixi>0 = il-“—;—u-~x‘4=1 =p J—HAxU=\l—l—Axu=

1 1 N
= dA(u—xu- Ol <Al = Jaxi<aatixy . O]

1.1.6 Satz : (i) Ae®(3@) == A : R =% ist stetig .

(ii) Seien fiir A , Be®(®) ,NeC

M+ B: R-® , x= A(4x) + Bx sowie

AB : X=>® , xw A(Bx) ; denn gilt :
AA+ B , ABe®(R) ; & (M) vildet beziiglich
dieser WOperationen.eine Algebra lber ¢ mit Null-

glement O : X = o und Sinselement Idﬁ: X = X .

( Das heiBt , ¥\(%) ist beziiglich (4,B) » A + B := 1.4 + B
und  (N,A) = A = A+ O ein Vektorraum iber € |,
beziiglich (4,B) » A + 3 und (4,B) =» AB ein Ring mit

Einselement 14, mit der Zigenschalt (a)B = W(aB) = A(d3B) .)
(iii) A =AY ist eine Norm auf ® (R) , beziiglich der

R (R) vollstidndig ist ; es gilt VABWSIAUWBY und Taa= 1.

(iv) A >4 , B - 3B = AB > 4B

N =W n - n = co

Beweis : (i) Nach 1.1.5 gilt MAx - Ax\ = nA(xn - x)i g balx - xlU .

(ii) Xlarerweise sind O und Idxeﬁ(%ﬁ) mit 40y = 0 und WIdy =1 .
Sei nun x<¢¥ mit $xU = 1 ; dann ist V(PA+B)xl = UNAx+Bxl €

) + IBxY SONAR + 0Bl < + oo , also P2A+BUE [NrAY + {BU sowie
nach 1.1.5 W(A3)x|) = HA(Bx)! € Q ANUBxN €UANIBY , also WABU SUANIBE <+ oo,
klarerweise gilt (Ma+B)(px+y) = p(3A+B)x+(Aa+B)y , (48)(ux+y) =

= u(a3)x+(43)y . also sind (MA+B) und (4B) Overatoren auf K.
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Man iberprift leicht, daB simtliche HZigenschaften einer

Algebra bei B (?R) erfillt sind.

(iii) wegen  NMOAA)xW = WxAx)d = INAxy  gilt DAY = (NHA

wegen 1.A = 4A gilt nach (ii) WA+BU = M.A+BI < 11AQ + 131

Ist Jal =0, so gilt nach 1.1.5 O siaAxt €Aty = O

also Ax = o VxeX , also A =0, somit ist 4 =AU

( wegen 14150 ) eine Norm auf @ () .

Ist nun CauchyZolze in ®(R) , also \\An - A >0,

(An)néﬁ

n,m =eoo

so ist fiir jedes ( feste ) x&® auch <Anx)neN wegen

ha x - A xi = n(A,n - Am)x'{\<\\An - A bixt s Ol (1.1.5 1)

n,m = oo

Cauchy folge in k, also 3 x! &B‘Q mit Ax =» x! -
= $ n
0 - o9

Sei A+ R->R , xm»x' ;3 da wegen \(‘A\) - Ua '\jstA -A U
n m ! m

n
( vgl. 1.1.3(ii) 1) auch ({‘Anu)néN Cauchyfolge in € ist,

gilt 14t - ael , woraus nach 1.1.3(1) fir  Vxpn =1

n =w
wezen (A x|l S14 | Nneill folgt : Na(x)ll =\ lim Ax il =
=y >
= lim ll.&nxis lim \‘An‘é = a , also NAllga < + o0 .
n-= oo ot )

=~ lim 2 - i - im
A(Ax+y) = lim i.n(kx+u) lim (Mnx+Any) Alim 4 x +

Nn—=> o0Q = 0 Tie=> og

lim & y = A(x) + A(y) , also  Ae®(%®) .
n=> oo

Sei mun €> 0 beliebig und N sodaB WA - A L< €/2 ¥na,m>¥ ;

wihle fir x<® mitdxw =1 ein m >N mit UAx—Amxﬂ<€/2;
X

dann zilt N n>N : u(A-_A.n)xu < WAx-A x+ (A x-A x|< €/2 +
X X

- \ -4 ! = A
\)(Amx An)x\\ < £/2 + A Am};\ < €/2 + €/2 = ¢, also lA-A (< g,

also A > 4 in R(R) fir n » v .
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(iv) AB - 4B = (An - A)B + A(Bn -B) Yae® , (iii) =

YA B - ABR€UA_ - AIUB I + DAWB. - BN > CiIBy + MU0 =0 .03
n'n n n n

n -+

1.1.7 Definition und Froposition : Sei JA &€ Teilmenge ;

sei (}'CL 1= {xed®x,y> =0 V yeMT . Dann ist M*&

ein abgeschlossener Teilraum von ¥ und MaMt = Moy

O"Ll = &)VLZ:L g\)"L4J'.

A

Bs gilt : o4,

Beweis : N&€ , x , x' e M- = QAx+x' 7 D= XX, y) + x',yD = O

fir alle yedh ; x € neN x, = x = ( 1.1.3(i1) 1)
N = ga
{x,y> = <1lim xyy>= lin<x ,y>= 1lim 0 =0 YyeM = x e M-,
N o0 NS> oo N 20

Also ist WM™ ein abgeschlossener Teilraum ( wvgl. 1.1.3(i) 1) , da

o0& ME ( Klar 1) ; xeModis 1 2 =<{&,x>=0 = x=o0 , Rest trivial.

1.1.86 Proposition : Sei M €% abgeschlossener Teilrzum ; dann gilt :

(i) VYxer i X, €M mit Nx -}gM\\<Hx -y Ny ec)"k\{xn} .

(ii) x-xMeg}-{‘L Yxe¥® , und wenn x = x' + x" mit

x'e M, x"eM*, so ist x! =x\Hund x" =X =X, .

(iii) (A1c~)-y)l){=>\}c‘)\+y\It Vx,yex, ¥ het .
(iv) M= (MO

Beweis(i) Sei 4 := inf{lix - 7 f yeM} 2o ; dann -} yneu’vk , DEN ,

mit d<lix - v,0€d + 1/n VnelN ; wegen 1.1.2(i) gilt Vx,yeX:

2 B

uqu + Rulx, -y + liyl\z + l\xl\2 + 2&&&,y0 + uyu2

2008 + 1y02) . (%)

flx - yn2 + {ilx + ¥yl
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Deswegen gilt o= v\ = \\(x—ym)-(x—yn)\l = 2(\\:c—ymn +hx=F N ) -
= M(z=y )+(x=y )12 < 2(1a+1/p1° + (a+1/01% ) = 02(x - 0y +y 0% ;
m’ 7 Yn 2™ ;

. . 1 1 2 2
¥un ist 3 (ym + yn) e M, weshalb [2(x - b+ yn])U > 44",

2 N Z .
also Ny, =y} € 2(Kd+1/m]2 + kd+1/n}2 ) - 4d° - 0 .
‘ n,a = o

Daher existiert ein yeX mit vy, = v fir n=oe; weil M

abgeschlossen ist, gilt yed .,

Wegen dsxlx—yr\\$d+1/n gilt WVx -yW = 4.

Sei nun y'eM mit Vx - y' =d ; dann ist %(y'+y)€M,
, 2

wegen (%) gilt \ly' - y\\z = \I(x-—y)-(x—»y')(\z = 2l x=y (1" + \\:c—y'nz) -

- \\(x-y)+(x—y')|12 = 4d2 - (2x - ;—(y+y')ll)2 < 4d2 - 4d2 =0 ,

also ' = =t .
s y ¥ XO&

(ii) Sei fy(t) := Ilx - X+ ty!ig , yeM, teR ; dann ist wegen (i)

re . 2.__ }1_
und weil x - t¥y € M {teR fy(t) >d= X - X = fy(o)

. . i 4 ! 2 o
fiir alle teR , also 0 =3 fy(O) = o (l\x-x\nn + 2t Rex-x, , 7>
2 2 .
+ Uy = 26{2<x-xw,y> = Glz(x—x\h,;o = 0 3

t=0

nun igst fir Ae® Re(-id) = TImA, also

Tenlx=%,,, 7> = Re (-ix~x,,7>) = Riy,x=-x,>)

Reliy,x~x RE

fy,(o) =0 , wobei y!' =iyveM YyeM,

&le.

- 1
= &(X—Xw,ly> =3

Also gilt 0 = 0 + i0 = <x=x,,y> W¥yeM o= x - xNed-LJ'.

Ist x = x' + x" , x'eM, x"eM, so gilt x' - xM'z X - x" - Ky =

= (x-x\k) - x" €M, da ja auch M nach 1.1.7 Teilraum ist;

aber u := x! - Xy, & M, da M Teilraum ist, also ue Mokt = {o%

nach 1.1.7). =% x! =X¢\’ x" =x-xM .
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(iii) Sei 2z = M + v ; dann ist z' = X, + 7, €M sowie
- z" = k(x—xx) + (y-—ym) e M und es gilt z' + z" = 2 ;
Wegen (ii) muB daher 2, =2' = Axﬂ +y, sein.
- (iv) xeM ,ve M = (y,x>=<x,» =0 =0 = xe (M),
also JUL € (MY xe(Mbh, (i) = Jxre M,
e mit x = x' + x" ;
e itx"‘lg = &M,x"™> + 0= x>+ <xL,x"D = {x,x"S = 0,
da ja x"edM und xe (MUY, also ist x" = o = x = x'eM
also (MH*cd ; insgesamt gilt also Q\{:_(M‘L)J' . O
e

1.1.9 Satz : Sei f :R>C€ stetig mit F(dx+y) = Af(x) + £(y)

fir alle x, vyeX,A<eC ., Dann existiert genau ein z_e ¥

- - ’ f
sodaB f{x) = <x,zf> Vxe® ist und es gilt
sup{(f(x)(iﬂxu = 1} = Nz
B Beweis : Wenn f(x) =0 VxeX, ist 2, =0 wihlbar ; andern-

falls ist Ji= £7 ({0)) = {xe®|f(x) =0} g® ;
M ist ein abgeschlossener Teilraum, da f(x) = £(y) = 0 ,

AeEL = f(Ax+y) =20 + 0 =0 und f(_xn)=0 , n&mN

b
x, >x fir n 2w =0= lin f(xn) = f(x) gilt.
n=> oo

. Wire mun WM™ = {0} , so gilte nach 1.1.8(iv) oL = (MS)*F = (o},

aber klarerweise ist {oY'= % , ein Widersovruch ! Also 3 v et

1
,H"yuyn=1 ) 3 1.7 =

mit Wybt =1 ( v #£o =Du—-‘];—u—ye\}~l.“'

- v€ MNlot €W\ M = f(y) 0 = %y&&(}\lee}{.

fix) . £(x)
Hf\y y) = £(x) - ‘é"?f 2y £(¥) = 0, also
fix f(x (x
*- f%y? vy eWM , sodaB (x,y> = {(x - ?é;% ¥),y> +<§%§% Y7

f(x) . 2 f{x — A
= - " =
© +4m YU = Uy s also Knf(y)y> = f(x) Wxew

Weiters ist  f(x

also  z, = f(y)y wZhlbar ist.
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Nach 1.1.2(1i) ist fir nxh=1  E0{=Kxz €Tzl = 124
siso smnAlZCON| I = Y siea s st g Ao, s st fis
z:ﬁlf\ zfé?fe_ ( =3z =1 )lf(z)(:}u;f“(zf,zﬁ)‘:

=Tz ‘{\Zf\\z =4z, , also ist sup (E(x) hxt = 1] > hz it .

Nun zur Zindeutiskeit : Ist <x,z.> = f(x) = (x,2'"> ¥xeXR,

so gilt ﬂzf - 2"y =4z -z',z?-.-z'>=<zf—z',zf> -(zf-z',z'> =0,

also zfzz' D.

£

1.1.10 Satz : Pir Ae®R(2) gibt es ein eindeutig bestimmtes

AXe®(2R) mit Lx,y> = <x,A*y> V¥x,ve®R .

4

s #ilt (b + 3% =Sa¥ + 3%, (a7 =F%, (W = s
sowie WAy = Val fir alle A,Be®(®) , Wel und :

. * *
C\ v
Al - A fir n »o0 = An - A

fir n < o .

Beweis :  Seil fy(x) := {ax,y> , y<€ 2 ; dann ist fy :W>T und
fy(,XK-}-X') = A(Ox+xt),y> = CAx+AX', ¥ =XAX,y> + AxX',y > =

. = = ’ >
',\«fy(x) + fy(x') und X x = fy(xn) = <Axn,y> > {AxX,¥

n - w0 n < oe
( nach 1.1.3(ii) und 1.1.6(1) ) = fy(x) s nach 1.1.9 gibt es

genau ein z, mit Qax,yY = <x,2, > YxeX,
Y y

Sei nun A* tRSR, Y = 2 =3 N s dann ist wegen

£
¥y

JAXAY+Y > = AAx, 7> + (AX,y'> = X(X,A":p + <, 87> = (e A y+ay >

fiir alle x¢ ¥ A*(%y-{-y') = ’AA*y + A%y sowie wegen iyl =1 =pn

O | fy(x)\=KAx,y>{<hAX!\“yl\S-!\A\\uy\l = Al Vxe® mit Hxu=1,
1.1.9 = Wa*yd =0z 0 (A1, also [A¥lchAl € +o0 , also ATeR(?Q) .
y
Die Eindeutigkeit von a* folgt aus der Eindeutigkeit vonr z. = A%y

L

¥



m

™M

e

™
N

Aus C(XA+B)x,y> = OAx+Bx,y> = MAX,y> + {Bx,y” =

= Nx,A*yS + (x, B¥yD = <x A% y+B¥y > = (x, S5+ )y> VWxe®X
folgt  (a+BYy = (W*8¥)y Vye¥ | also
('\A+B)* = 2a%3% ;  obenso folgt aus <(AB)x,y> = (A(Bx),y) =

= (Bx, 0%y> = G, B (A ) = &, (BFA®)y> Wx ,y € R

(AB)* = 3% sowie aus {A%,y> = {v,A%x) = Ay,x> =

= <x, Ay > (A%* = 4 .

Bereits gezeigt wurde UAW< DAY ; nun gilt WAl = H(AX)*H<

< na*y , also AN = ga*y .

Daraus folgt nun |l Afl - A= Na - AV = A - Ay

* *

also An->A = An = A fir n < oo .

1.1.11 Definition : Ac®(™R) heiBt selbstadjungiert , falls

A = A®  ist (<> <hx,y>= (KA7> Y¥x ,7eXR)

1.1.12 Proposition : Fir Ae®(®R) gilt

(i) Ux,x>=0 Yxe®X &> A

It
@

.

1]

b
X

(ii) <ax,x> e B VxeX <=p

Beweis : (i) "@= " ist trivial ; " =" :
0 = <A(x+Y), x4y > = CAXHAY,x+y > = Ax,x> + <AY,x> + CAX,y> + CAY,¥> =

0 + <Ay,x> + <AX,y> + 0 = {Ax,y> + CAy,x> VW X,y ¢ ¥ ;

Da mit x¢¥ auch ixe¥ ist , gilt nach obigem

0 = Ca(ix),y> + (Ay,ix> = (iAx,y> + <m> = i(<Ax,y> - {3;,—./&.;7)) ,
also {(Ax,¥y> -CAy,x>=0 Nx,ye R Daraus ergibt sich
(Ax,y>= 0 Wx,ye¥, setze y = Ax = “Ax12= (Ax,y>=0 =

= Ax =0 Vxed = A=0 .
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(ii, =) <Ax,x> = (X, x> = (A%%, x> = (Fx, x> VR =

(a-aM)x,x> = 0 VxeR , (i) = A-2" =6 = 4 =2aX

(ii,<= ) CAX,xD> = (X,A%%XD> = (X,AxD = <AX,X)

1.1.13 Definition und Proposition : Seien

=g

, Be®R (™) mit

Ax,x> € {Bx,x>

Es gilt fir A , B, C ¢ &(9€) mit A

(i) A LA

N

(ii) A £B

(iii) A< B
"« " ist also

Beweis : (i) , (iii)

?

e

S

s+ man schreibt ALB , falls

Vxed gilt .

il
e
vs]
i}
to
X
«Q
1}

B A = A =238 s

ine ( teilweise ) Ordnung auf {Ae®(®) |

ind aus der Definition ersichtlich.

(ii) = A<B , B<£A ‘=x> (Ax,x> = (Bx,¥® YxeX =D

((A=B)x,x> = 0

1.1.14 Proposition :

(1) <A =

s . . CAx, X
(ii) Se'l X = lnf{'-z—x-:-;-

sowie :

Beweis : (i) Wegen

0 & <A(x+Y),x+Hy>

Nxed , 1.1.12(i) £ A -B=0 =D

Sei A = Ae®(R) ; dann gilt

}<Ax,y>\2< CAx, x4y, y> NV x,yed% .

S
>\xe9€\{o}}; dann gilt == -
I s
’

T<4 und A = &% gilt Vx,yeX Y2AeC

]

(A%,x5> + DAY,xD + NAX,YD + A CAY,¥>
X, + XAY,X> + XX,Ay> + ANAy,y)

CAx,x> + NAY,x + XAy, x> + W) Ay,

AN

Yy

o

= ax,x>¢R Nxe®x . L]

(<)
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Ist nun <Ay, y># 0 , so setzt man A= - SAr.x> e C

Ay, y>

und erhi#lt analog zum Beweis von 1.1.2(ii) aus (%) das
Resultat.

Ist

(Ax,xD# 0 , so vertauscht man x mit y und

erhilt wie oben wegen ((Ax,y ! =I[{x,A7>1 = <Ay, = Iy, 2!

die Behauptung.

Ist

(Ax,x> = (Ay,y> =0 , sosel N = - (Ay,x) s

aus (%) folgt dann 0< 0 - KAy,x))z - \(Ay,x)\z +0 =

2

= —2\<Ax,y>\2 , also [{Ax,yO17 £ 0 = ¢AX,x){AY,v> .

(ii) Wegen {Ax,x>» -[<Ax,©1% - lAxhixt> —HA\!HXHZ VxeX

>
gilt fiir x £ o % > -1Al , weswegen & » —JAl ist.
v, H
"= " ist trivial; " D" : Wegen Lhx,x2 > X =
(X,x> _
= {4 —o(IdX)x,x >0 ( wnd (A—o(Id,ae)* = A-oId, ) gilt

o<

A - uI%{ =: B , also nach (i) S(Bx,y>\2 < (Bx,x>3y,v> ;

Ist nun x # o und {AX,x) = «{(X,X> =D (Bx,x>=0 , s0

gilt fir y := Bx nach obigenm \\Bxl\4 =\(Bx,y>\25 0By,y> =0,

also

Bx = 0 oder AXx =X , was zu zeigen war. |
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IN

1.1.15 Satz : Seien A; = 4¢c ®(®) ¥new , &

und 1A U <C Ynel . Dann gilt :

n A‘n+1

J Ace@®(2©) mit A= 4  wnd AX > Ax  fir alle xeX

n =5
sowie Ané A Ynelw.
Beweis : Da Q<Anx,x>) eine monoton wachsende und durch G lxi°
nemd

beschrinkte Folge ist (wegen 1.,1,2(ii)ist ja \(Anx,x>\snAnxl\uxtl ')

gilt (Apx,x) - a(x) €R VYxe¥ . Also gilt A x,y> =

n - va

7 (S8 (xry) x> = (o (xmy) x> ) + 3 (i (xviy) xoiy > -
<

8,(e19) %=1y >) > 7 (aley)-a(ey) ) + & (a(xriy)-a(x-iy))

1 = S0

I

: a(x,y)e € fiir alle =x,ye). Klarerweise ist f:y m a(x,y)

1) | R=> 0
linesr und wegen | £ (y') - £ (y)| = linka x,7'-y>l< Cixily =y
‘ 0= o0q

auch stetig. 1.1.9 = fX(y) =Cy,4x>, AxeX ; also a(x,y) = CAx,y>.

Da x+>a(x,y) linear ist, muB auch x # Ax linear sein; wegen

2

Uax\® = (Ax,Ax> = a(x,Ax) = UnCA x,AxD< ClxlijlAx) ist Ae®(3R).

N=> 00

{Ax,y >= lim (A %,y> = lim{x,A y> lim A y,x> = (Ay,x> = {x,4y>

n= o . N o Tty 5y
%> =4 ; kKlarerweise gilt a(x) = a{x,x) = {(Ax,x> ,also A<A.
Seien A! := 'é% (An—A1)é@('}}Q) , nelN ; dann (Aﬁx,y) >(A'x, 7>

I o

weaen
13 L . _1. 1 i T
fir A" := 37 (A-—A1) \;lx,yé’é'?).\:}{AI'l -Alll< 2—5(«Ann + uAmu) < 1 VYn,meN
sowie wegen O< A! - AL fir n>n und 1.1.140 ( y = _(AI;-A&I)}; ) ist
2 2
\ Ar'lx-Al;lxll4 = \((Aé—Aé)x,(Aé-Aé)x)l < <(AI’1—AD'1)x,x><(Aljl-Aé) x,(Ar'l-A;n)x> <

< (<AI'1x,x>—(AI;1x,x>)UAI'I-AI;N3l|xtl2é (<Ar'1x,x>-<AILx,x>)uxn2 > 0 YxeX,

n,on = oo

1) das heiBt fx(?\y-b-y') = )fx(y) + fx(y') Vet , Vy,y'e® .
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Also ist (Ar'lx)neN eine Cauchyfolge in R, sodal man A'x - A"x ,
n = >

A"x € ® , folgern kann , Wegen <A"x-A'x,y”> = lim ((Aﬁx,y) -

N=» o

- lx,y>) =0 VyeXist A" = A'x Vxe®, also Alx = A'x

II > oo

fir alle x€¢X, also A x - Ax fiir n = o . ]

n+1

lar : i * '
1.1.16 Korollar : Seien AT = Ane@g(’}?) , A <4 04 1sC

fir alle ne€N ; dann 3 A% = a€®(%) mit Ax - Ax Nxe®

n = oo
und es gilt A<Al Y nen .
Beweis : Bn 1= IdK— An erfiillen die Voraussetzungen in 1.1.15 . _

1.1.17 Definition und Froposition : Fir Ae®(?€) sei

oY = 14, , fir ned A" = AALL.A . Darn gilt :

Mal

: n
A"e @ () sowie 147N < AW N ne®WoloY .

Beweis : mittels Induktion iiber n aus 1.1.6(ii),(iii) ( B = Pl y .0

1.1.18 Definition und Provosition : Sei M abgeschlossener Teilraum

von R ; die Abbildung P :R=>R, X = X ( vgl. 1.1.8 1)

heift Orthoprojektor (OP) auf M . Es 'gilt :

p¥ = P = Pef (W) &> 3! abgeschlossenen Teilraum M von R ,
gsodaB P OP auf JA ist
( schreiben dafiir kurz : P ist OF ) .

Dann gilt Py =y VyeM , P(X®) =)L sowie ¢

IdK- P ist OP auf M+



Beweis: ( £>) Sei W= {xeXR | Px = x T 2 4o} ; dann gilt :

x ,yeHd,Nel => P(Ax+y) = APx+Py = AxX+y =o Ax+y € M,

Xne\}&, nelN , x> x = Px = P( lim xn) = lim Px_ =

Jol RV} N v
Il = e

= lim X, =x = xe¢w™ , also ist M ein abgeschlossener
Y= 0O

Teilraum in 2R ., Wegen P(Px) = P°x = Px  ist PxeM VxeR

?

also P(M) € U4, andererseits ist xeM = x = Px = xeP(R) ,
also M < P(%) , also insgesamt P(20) = M .

Weiters ist wegen P¥ = P2 =7 N ye M, ¥xeXR

gy

(x=Fx,y7> = {x=Fx,Py> = (FX(x-Px),y> = (PX~I~2x,y> = (o, y>=0 ,

also x - Px ¢ Jve: sodaB nach 1.1.8(ii) wegen x = Px + (x-Fx)
und Pxe L Px = X0 sein mu8 VY xeX , also ist- P OP auf M

Die Eindeutigkeit von M\ ergidt sich aus P(R) = M .

(4= ) DaB P 1linear ist, steht in 1.1.8(iii); weiters ist fir x e N
+
wegen x =x + 0 , oé&M und 1.1.8(ii) x, = X , sodad

" 2 -
fiir x &R wegen Px_xMeM PX:(X\})&—X‘)&:;’X ,

also P2 =P ; fir bWxW=1 gilt HPX\\Q = l\x‘.OL‘\\2 <

=

\\x‘)\\\2 + 0 + \\xmﬂz = l\xg\ll2 + &Q()S\,X\H:L> + nxﬁj\z = ( 1.1.2(i) 1)

2 2 .
= RXJ\ +xa = hxi® =1 , also ist PN € 1<+ s ,

somit Pe®(2€). Wegen (Px,y> = (X 3T, V0 = (x %> + (XoVu> =

= <X\M’:‘{}d\> +0 = <xﬁ’y‘},\> + (X\)&’YQ‘P = <X\}(+XJ‘\'L’Y\M> = CX,P:Y> \JX’T\’ EgQ

gilt schlieBlich PX¥=P
Py =y Nyeok sowie P(») =) wurde bereits unter ( =5) gezeigt.
2 2 *
- = Id -2p+P° = I4 - =1d _p = (Id -
Wegen (Id% P =1 | ~2P+P = Id_-2P+P P (14, Py , (=)

ist I4,-P OP auf (I4P)(®) ; wegen x-Px = x-xhex'\éxe »®

gilt (’IQR-P)(%Q) € M> und wegen xedMT = x = xdw,_( vgl., (= ) 1)

= x = x-Xx = x-Px gilt \}-{,‘\‘Q(Iq&—P)(R) , algo ist Id'.h&-? op auf M. 1

AL
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1.1.19 Proposition ¢+ Sei P OP auf M, @ OP auf X, wobei
M und (" abgeschlossene Teilriume sind.
Dann gilt : (i) M#£ {0y = 2l =1

(ii) o< P

(iii) P-1({O}) o= {xg}Q “ Px = o} = \M’L-

(iv)  Xquivalent sind : a) P<QqQ
b) Xt e
e) M g0,

d) PQ =@ =P ,
e) Q -~ P ist OP auf den abgeschlossenen Teilraum
HaMt .
(v) . Aquivalent sind : a) Q=9 ,
' b) W & M*
)M & XY,
d) gp = ©

(vi) Fiir Ae&(>2) gilt : '
AP = PA & A(M) 0 AT(W) ¢ M,

Beweis : (i) Nach ‘dem Beweis von 1.1,18, (4= ) gilt P <1 ;
M A0y =p JyeM mitiyl =1  =n0PIPyl=tyl=1, also {Pl=1.

(ii) <Px,x> = PPx,x> = <Px,Px> = i2xI® 3 0 nach 1.1.18 .

¢iii) Px = o , yeM = 0 =<o,y>=<Px,y) = <x,Py> =<x,5> = xeM>

xeMt =5 x = o ®PX=x-x,=0 , also P-1({o}) = M.

(iv) zeigen 2a) = b) =oc) = d) => e) =»> a) :
-1
P<£Q = 0<iPxl® = (Fx,x><d0x,x> = paxt® , (iii) = ot = Q' Go) <

QP_1(§0§) = MUy 1.7, 1.1.8(iv) = UM = (T (U =X 5 =

QPx = Q(Px) = Px , da PxeMSH; also QP =P =» PQ=PqQ" =

(@) =P =P; = (@p)2 =% -Pa-GF+P =Q-P,

(@-P)" = Q=P , 1.1.18 £> Q-P ist OP ; wegen P = QP ist P(R)S
cQ(¥) =o¢ = (@P)(R) (X)) = o ; wegen <(Q-P)x,Py> =
(Qx,Py> = < Px,Py> = <PQx, D> - (P2x,¥) = {PX,y> - (PX,y>= 0 ist
auch (Q-P)(3¢ )< P(2)]s wd, also (@-P)(:R ) €Xadi; umgekehrt
gilt fiir xeXnaM* Qx = x und Px = o , also (Q-P)x = x , weshalb
(Q=P)(R) = Xar* oder : (Q-P) ist OP auf J'aMM* folgt; dann gilt
0 5\1(Q—P)x\\2 = (Q=P)x,x> = Qx,x> = (Px,x> VxR 4= P £ Q



(v) zeigen a) =>b) =>¢) > 4) => a)

xeW , yeM = X,¥> = QP> =(PX, > =<0, y> =0 => X € M,

also JCEMY; =b L =(MHT ¢ WF; = QR(3%) = QM) = dot @

4=d> QP = & ; => PQ = PXg%= ()* =6¥=06 .

(vi, = ) xeM => P(Ax) = APx = Ax => Ax e M ; PA% = P =
(AR)" = (FAYS = A¥P* = a%P = P(4%x) = A*Px = A%x Y x €W,
also Ax e M |

(vi, o= ) xe¥® = PxeM = APxeM=p> PAPx = APx =D: FAP = AP ;

cbenso DAYP = AXP ; = PA = PRW¥= (WP)%= (pa¥P)T = PP
= PAP = AT? . D

1.1.20 Proposition : Seien P, OP , &, ,fp e Vie{0,...,n}

sowie P, . <P, Vi<{l,...,n} ; dann gilt :

1i-17
- n n
(1) leﬁ “i(Pi‘Pi-1)] ( 3.%1 (BJ(PJ_Pj—‘I)} = ?5 (By- Pi1)
[ ol ]N 3y
(ii) %(Xi(Pi-Pi_1) = gdi(Pi—Pi_1) .
n
(lll) Z ui(Pl— 1_1) “ { max ﬂP - .
=1 ieft, ,m}
n
Beweis : (i) [z x, (P P, _, ][Z_ (5 3_1” =
= Z a]@(P-vl1)(P ) ; distnun i< j , dann gilt
i,j=1
wegen 1.1.19(iv) PPy =P; = PP 4 Py 4Py = P 4 =Py 1P5q
= (Pl—Pl 1)( 1) =P, - Pi-‘l’ - P+ P, 4 = & ; ebenso ist

fir i>j (Pi..P )(;,-p ;) = €. Wegen 1.1.19(iv) ,1.1.18

, 2 _ o .
.lst (Pi—Pi'—‘!) = P;-P;_, , woraus schllegllch

n n
iZ;H o5 (PP, )(Pj—Pj_1) = 1?1——1 o o (PP, ) folgt.
3=1 =

(ii) folgt aus (i) mittels Induktion iber N ( setze rﬁj =
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(iii) Sei ®:= max ) ; dann gilt fir xed® mit Ix) = 1
iéU,f..,n}

o} n n
N2 = (=P 2 = <;5=;1 % (P2, _)x, j% *(P,Py_ )% =

n ¥ n [a) ~
< [%1 o 5(P,=P,_, )] 12;:1 (PP, _)x,x)= Z(J% &J.(}'>J.-Pj_1 )][%« i(Pi--'Pi_1 ¥, x>

Il

n

= <j§o<i°<i(Pi-Pi-1)x’x>= 21 lot | (5P _4)x,x > <
n 2 2 n

< E] oS <(Pi—Pi-1 IX,ED> = <;(Pi-Pi—1 Jx,x > =

2 2
S = u2<(Pn-Po)x,x> = o<21|(1>n-1>o)x\\ € >

1.1.21 Proposition : Seien Pn 0P auf J&n , 'Pn

sei P OP auf den abgeschlossenen Teilraum (") M,

Dann gilt Px - Px Vxedk.
n - oo

Beweis : 1.1.16 = J Ac®() mit 4 =24 und PX > Ax Vxe

N Yoo
( es gilt ja P It <1 ! ) sowie ASP Y nel .

‘<A2x,y> = <Ax,Ay> = 1lim (an,Pny> = -lim <Pr21x,y >= lim (an,y> = {Ax,y>
=09 N> oo N=->co

= A2 = A , also ist A OP auf einen abgeschlossenen Teilraum M. .
Wegen A<P und 1.1.19(iv) ist MeM  VnelN , also J{Em\_}{n ,

also A< P ; daaber ((YM_cM_, glt PSP, nel
neyy . B n n

also <Ax,x> = lim <P x,x>» <Px,x>, also P < A ,.was nach 1,1.13
n- og

A =P bedeutet. L1
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1.1.22 Proposition : Sei A = A<®(%0) ; dann gilt :

(1) A (©) (:= {xe®R|Ax = o] ) ist ein abgeschlossener Teilraum.
(ii) Sei P OP auf A-j({o}) , Be®(2e) mit AB = BA ; dann ist

*

AF® = B4 sowie BP = PB .

Beweis : (i) 1.1.6(i) => A ist stetig =& A-w({o) ist abgeschlossen.

Ax = Ay =0 D A(Rx +y) = pAx + Ay = po + 0 = 0 =

A-1 (o) ist ein abgeschlossener Teilraum.

(i1) 3% = B = (a3)" = (BA)" = A%B* = aB* .

il
I

Wegen Ax = o => A(Bx) = BAx = Bo =0 = Bx € A_1({o‘;)

sowie Ax = o = A(Fx) = B*Ax = 3% = 0o = 3% cn” )

ist B(A-1({OD)UB*(A-1 (o)) g4 (o) , also nach 1.1.19(vi)

BF = PB . U]

1.1.23 Proposition : Seien A , B , 4, Be®(WR) , nell ,

mit \\An\\<c el sowie A;x - AX an »Bx Vxe¥X .

n =-> oo n = oo
Dann gilt ABx = ABX MxeX .
' n -0
Beweis : Wegen
A (B -3B)+(a -4)B = A3B -4AB gilt VYV xe?:

Napx-a8x | < uAn\t Bx - Bxll + Jla(3x) - a(3) | =

< e llpx-mll+ () -2l »o0 . L

n <



Y
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1.1.24 Provosition : Sei A" = Ac®(%®) mit o< A < Idy ;

dann gilt (i) Yaxi <uixn Vxe (& TaNg 1)

s

(ii) <A <A .

Beweis : Wegen O <€ A< Id,, gilt Vx,yeiR

. .2
A%, xO(Ay,y> <ixl Uyn2 sowie wegen © € A und 1.1.14 (i) :

o
|<ax,y>1" < (Ax,x><Ay,y>Sbcl?2lry(:2 ; nun sei y = Ax =D

. 2
haxt® = \eax,y>1% € 1x1%iyid = axiBixn? = faxP < e

14

was (i) zeigt.

.

(ii) Wegen O0g | axt? < (Ax,Ax) = (Agx,x> Vxe® ist o< a’

3
. . 2 2 2
nach (i) gilt (A%x,x0° = Ax,y> € Ux,x XAy, < CAX, O MYy €

g(Ax,x)l!yuz = (Ax,z)\leUz = (Ax,x)<AX,AXD = (Ax,x)<A2x,x>

]

also (Azx,x)s (ax,xY Vxe¥® , also Azé A+, 0O

1.1.25 Satz : Seien Og A¥ =4, 0< B¥ =3 c®(®) mit AB = BA ;

b

dann gilt ( (4B =AB wnd ) <Az .

Beweis : (i) (::.B)* = B4 = BA = AB .

(ii) Sei oBdA A # & ( sonst ist die Aussage trivial.) =» | A{ >0

1

. 2
sei 4, := mAc—@(w) s A :=An-An<-_6’>(‘)Q) , neEN ,

..

n+1
Dann gilt zunichst O< A <Id ¥V nefi ( Induktion :)

wegen (Ax,x)> sWMilxe® , & g4 ist O <¢ Ay <€ Tdy;
- . 2
ist nun O°€ A € I4,, so nach 1.1.24(;1) <A <A

also o< An+1 sAn-Osldbe‘ .

Nach 1.1.24(1i) ist daher ha b1 Nnew .

Wegen A , <A VneN , 1.1,16 existiert daher ein Cc®(2)

mit c¥=¢ wnd Ax > Cx fir n>o0 , ¥ xek,

-
b4
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(iii) Wegen 1.1.23 gilt auch Aix - %k Nxed

I - e
weshaldb Cx = limA_ .x = lim (4 x - A2x) = Cx - C%x =
n+1 n n
=% >0 N oo
2 2 2
= Cx=0 = Cx}l =< x%,x)=0 = Cx=o0 VYx¢ g
<> C=0 gilt, also A x = o Vxex ,
n -y <o
(iv) Bs gilt A, = ZAi +4 N nct ( Induktion : )

4= A1 + A2 nach Definiticn von A2 H

istnun A, = 2 A%+ A, so gilt Zz =
1 k n ksn

A, + & = A, .

2
=ZAk+A-A+A+A1=1 ]

k<n
(v) Also gilt 73 lim > £%% = 1lim (=A X+ A.X) =0 + A.x
k n+1 1 1
n-=»oe k¢n N=% >0
nach (iii). Weiters ist wegen AB = BA auch AB = BA,

fir alle ke® ( Induktion ) , also

{BAx,x> = NAUCBA,x,x> = NAVG( lim 3_ Aix ),x>=
n-vos kgn

QAy llm<B(Z A x),x> = lAl lim Z(BA X,XD 2 ,

N=%ag . n-»co kgn

da wegen A*

r = Ay YkeN ( Induktion ) gilt :

(B.Aix,x>k= <AkBAkx x> = <BAkx,Akx > 20 Vxe®

wegen O <£B ; also ist O < BA = AB ..G

1.1.26 Satz und Definition : Sei O« A% = Ae®(®R) ; damn

existiert ein eindeutig bestimmter Operator VA @(%2)
oz =& , A =24 wd E° = a .

V&' heiBt ( positive ) Quadratwurzel aus A . Bs gilt :

Be@(®®), AB = BA => J{AB = B/A .
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Beweis : (i) Sei oBdA A # & ( sonst {A := & gesetzt ) =

1 : *
o< A :=—“A—uAé«5(<>e) > 0 $A'$Id,, (uwd 47 =4 ),

Sei A" :=1I4 -4' = 0<A"<Id, (wmd A" = ancg(me) ).

1

) } 2
Seien Y, :=60 , Y :=§(A"+Yn_1)e &(®) , neN ; damn ist

wegen AB = BA . => A'B=BA' = A"B = BA" , Bed(®) :

AB=BA => Y3B=3BY Vnen ( Induktion : ) (*)
Y.B=0=3BY 3 sei nun BY =Y _B =DBY2 —YZB =
0 o ? n-1 n-1 n-1 = “n-i
N 2 =4 2 =
Y B=75 (A"B + Yn_1B) = 5(BA" + BYn__1) = BY_ .

Aus (%) folgt fiir B = A speziell YT A=AY VNnel und

deswegen fiir B = Y kel : (%) = Y Y =T Y Vn,keN (5

k? k

Da Yn* =T ¥neW gilt ( Induktion ) sowie wegen O < A"

Y =Y VYnelN , gilt Y «¥Y

Ine®
n-1 n n n+1 Nnel

( Induktion : ) Y, = (‘Ié%A" =Y, ;istnm Y <Y , dam

ist wegen O Y ~-Y

0 - und ( siehe (F) ! )

, Y €Y +Y
n n N~

(Yn - Yn__l)(Yn + Yn_1) = (Yn + Yn_1)(Yn - Yn_1) , 1.1.25

: 2 5 y
o < (Yn -Y ), =Y ) =Y - Y Y +YY -t o = (D))
2 2 1 2 2 X .
=Y - =+ < & - _ _ N -
“n Yn-1 o= 2 (Yn Yn_1> Xn+1 Yn sy W2s 2Zu zeigen wzr

< Idg& YnelN ,

Bs gilt sogar & < Yn < Y.m_1

Wir miissen nur noch die letzte der obigen Ungleichungen zeigen
( Induktion :)
1
" _ 1. Lok .
A" < Idg& =h Y.] = 2A < Id&, ist nun Yn<Idee’ so gilt
2
s ;

wegen U< Y —und 1.1.24(ii) Y €Y, <14, ,also

1
2

1

Y 2Idx=Id’a{'

n+1

2
=75 (A" + Y)) « Id, +

1
2



Nach 1.1.24(3’.) gilt daher \ Yn g 1 ¥Ynell und somit existiert

nach 1.1.15 ein Y<&(®) mit ¥ =Y wnd ¥ x >¥x VYxeX .

Il = ua
Wegen 1.1,23 gilt also Y2 R Y2x Nxe¥ , also ist VW xe¥ :
n= 1 = 0O
- lim & (an 2 clang vl 1im v 4o 1 2
Yx = lim 3 (Ax+‘[n_1x) =z A +3 lin¥ .x=3 (A"x + Yx)
=" 39 I~ DO

o> 27 = A" + Y2 = (T4 -7)% = TIda - A" = A1 g
X %
) *
Sei (A := J\\Au(x%e- ) = (A% =qmar =4 , A =1{T ,

wegen {Yx,xD = liméYnx,x>$ \\x\\z VYxer ist Y« Id

?
N == 2oq R

also O sJA ; auBerdem ist wegen AYx = A( lim Y x ) =

n =90

= lim AY x = lim ¥ Ax = YAx VY xe¥ = AY = YA auch

n =00 n N = on

{?A = A& ( und klarerweise Aeq(x) ).

(ii) Sei Be®(?®) mit BA = AB ; dann gilt wegen (¥) :

YBx = 1lim Yn(Bx) = lim BY x = B( lim Ynx) = BYx VYze¥
Il=> 00O = 50 0= o

also ¥B = BY und damit [A'B B{E .

2

(1ii) Sei 0< C*¥=Ce®®R) mit AC =CA wund C° = 4 ;

wegen &< C , & /A gilt nach (i) : JD, D'ec®(®) mit

D* =D ,D'*=D' sowie D2= A, [D']2=C :

wegen (ii) gilt auch fEC = Cfa , weswegen flr
v o= ((E- C)x , xe¥, gilt : \LDyl\2 + llD'yll2 =
_ 2
= @y,Dy)> + D'y, D'yY = Doy,y> + <%,y Y= (B ({E - C)x,y> +

+ CC({E = O)xyy> = <(JE'2 = @C + ClE - C¥)x,y% = O, y> = 0

=> Dy = D'y = ¢ =>@y=D(Dy)=Do=o, Cy = D'o=o0 >
o ME = 0)x¥® = T = O)%%,xY = <({T = C)y,x> = (0 - 0,x) =0
= (K’X = Cx \!xeée =D E = C . D
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on und Proposition : Sei A® = A€®(%e) ;

. dann seien

Dann gilt :

Al :¥J-F c B(®R) sowie

A, 1= 2 (1414 4) €Q(2)

A= 2 (1A= 8) €® () ,

(1) w¥= al, (A+)*= A, , (A = a

(ii) A+ A = ial AL -A = & .

(ii1) &< \AV und : <A = (Al = A =
A = o .

(iv) Sei P OP auf _A:T({o}) ; dann gilt
AB = BA , Be@(®R) = BP = PB .
(v) o< (Al (Idx- P) = A, = A(Id,ae— )y |,

€< \A\P=A_=-AP .

(ii) folgt trivialerweise aus den Definitionen.

e

»

*
Beweis : (i) (A = \JAZ = \/P = |Al nach 1.1.26 ; der Rest und

(iii) O’s{;§,= VAl nach 1.1.26 ; wegen der Zindeutigkeit in 1.1.26
und 4% = 4% = 4% folgt o<a = A= (A%< (al,

also auch A
+

(iv) AB = BA

= A+B =
wegen A+

(v) Wegen a°

= ({aAl+4)/2 = (A +4)/2=4 und
A= (Al-4a)/2=(a=~-n)2=0 .
= A°B = BA® , 1.1.26 => \AIB = fA_?B - BYA° =
-;— {1AlB + AB) = -;— (Blat + BA) = B % (1A1+ 4) =
= (A+)* und 1.1.22 gilt daher bBP =PB .
= 2% y 1.1.26 gilt LA{A = AlAl ; deshald ist

BlAl

BA+ H

AL = % ({Al2 + AJAl - \AlA - A2 ) =0 , also A_x.eA:1Qoﬁ

fiir alle

xeR =H>PAx=4A3x Vel = FA_ =4 .
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X x * *
Daher ist A P=(A_) P =(PA_) =(A_) =4A_; nach Definition

e

gilt aber AP =© ( da ja PxeAj({oB VYxex) , weshalb nach (ii)
{A1P = A.+P + A_P = &+ A_ sowie

AP = AT -AF=0-14 , also lA(P:A_:-A.P gilt,

Daraus ergibt sich iA\(Idé{- P) = Wl - lalp = A+ A - A =A

sowie A(Id - P) = A -AP =4 —-A +4 =A .
>3 + - - +

Weiters gilt wegen {AlA = AJAl und (iv) {AlP = PiAl , sodaB aus

<Ay, O<P und 1.1.25 & < \AlP und ebenso aus

2 2, .2

(CPx,x> = (1Pxi" <P tx W € H!xuz nach 1.1.19(i) =o) &< Id}e— P,

g stAl, \A!(Mya P) = 4 |A1P = 14l - Pj4| (Idm Pial

o <1al(14,- P) folgt. ]

A = aep(®), P 0P auf Aj({o}) ;

1.1.28 Xorollar : Sei
dann gilt AP £ & < A(Idx- ) sowie :
~ATS A <€\Al, A<aA , -ASA

Beweis : 1.1.27(v) = AF g Q'SA(IdX- P)

(1al+ 4) = OslAl+ s = -1alg A (= -A < Al );

((Al-4) =D O siAl=-A = A €lAl.

.l..
XS] PN VT B

(1Al+ 4) = A sowie

A .4

1
Daher ist A =5 (A+4)< 5

= o=

(-4 - 2) <3 (141- 4)

x

1.1.29 Provosition : Seien A* = A , B = Be@(n) mit AB = BA ;

dann gilt : . (i) &< A, &<B = {AB = YAYE .

(i1) 1ABlL = wuBY .

It
d
N
b
 —

(iii) VA\B = BlAY , AB=3(4) A3

(iv) x<«® , Ax =0 = Ax=AXx=\Ax=o0 .
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Beweis : (i) Wegen AB = BA gilt nach 1.1.26 AJB = {B A , also

.

auch ‘rA—'@ = ﬁﬂm s nun sind 0O¢ A, 6<(F% , also nach
1,1.25 o < {A{B . Ferner ist (ﬂf@)2= fA_'ZrB_‘Z=A3 ,
was nach 1.1.26 [AB = B zeigt (1.1.25 => G <AB !),

(ii) AB = BA = 4252 = 3% , also nach (i)

[AB( = J(AB)Z = (AZBZ = &?B? = [AIIBI .

(iii) AB = BA = 4°B = Ba° , 1.1.26 = {AlB = BIAl =

1 1
AB =3 (lAlB + AB) = 5 (BiAl+ BA) = BA_ , analog A B =BA

(iv) Ax=o0 = 2% = A(Ax) = Ao =0 = Ml 22 = QA x, A1 =

= (Al 2x,x> = <A2x,x> =(0,xY=0 = Alx =0, also auch

_A+x=-12-(1A(x+Ax)=o , A_x:%(\A\x-Ax):o .8
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1.2 SPEKTRALSCHAREN MIT KOMPAKTEM TRAGER

Eine Spektralschar mit kompaktem Triger ist ein
Analogon zur Verteilungsfunktion eines endlichen MaBes:
ste st eine im schwachen Sinn rechtsseitig stetige Ab-
bildung, die reelle Zahlen in Orthoprojektoren monoton
wachsend im Sinn der Ordnung auf selbstadjungierten
Operatoren tiberfiihrt, wobeil bis zu einer unteren Schranke
auf den Nullraum projiziert und ab einer oberen Schranke

alles unverdndert gelassen wird.

Diese Eigenschaften legen die Definition eines

" Operator-Integrals beaziiglich einer Spektralschar nahe,

welche sich in den folgenden Kapiteln als duBerst nitzlich

erwetsen wird.
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1,2.,1 Definition : Eine Abbildung AR P heiB8t Spektralschar
R > &(XR)

mit kompaktem Triger in [a,b] , wenn gilt :

(1) P, ist oOP Y her |,

(ii) Py = & ¥ , P, = Id,, Yasb

(iii) ALp = PR<B

(iv) EnJ« 0 =p P?\+£ X - ka Y xe,
N> 00 n n ~» og

1.2.2 Proposition : Ist A~ P, wie in 1.2.1 , so definiert

R - Q(R)
Fx P A P <P>‘x,x> eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige
R - R
Funktion mit lim FX(A) = 0 und 1lim Fx(fA) = | xu2
AP—w= AP+

( Fx ist also Verteilungsfunktiion eines endlichen MaBes M auf

3
der s -Algebra 4 der Borelmengen in R mit | rxx(]m,(ﬂ) = FX((B) - F («) ) )

®Beweis : Sei e Vo = FX(A+€n) QFX()) ; Fx(’>\+) t= inf F_(p) =

>A x
N=> o n-> oo ®

= lim F_(M+g) ( da F_ monoton wachsend, vgl. 1.2,1(iii) !) ;
E30+ x

also Fx())s F.(+) < FX(’f\+&n)n :wFX(A) = FX(’A) = Fx('A+) ,

also is%t Fx bei A rechtsseitig stetig ; der Rest ist trivial.D

1.2.3 Bezeichnung : Sei xe 0

fir 0<<(3 s T :R »C stetig gei

gif(%)dGAx,JQ 1= Jf'lh’fﬂ drxx
Jxp] R

1) siehe 151, vp. 53-56
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1,2.4 Satz : Sei f : R ++C stetig, =Py wie in 1.2.1 und
R >®(%R)
A,BeR mit A<y ; dann gilt :

(1) 3'a =A§,“’§°)e@(ée) mit <A§u’(;)x,x> = f £(0)d<Pyx, x>
.3
fiir alle xlzg’Q

(1) 1 aln®y \M::ag]lm)\w?(b A

(iii) Sei F : Nw>f(R) 3 dann gilt [Agfx’(})f: A%N’GS)
R>C

" Beweis : (i) Weil f stetig ist, ist das Integral Grenzwert von

Riemann-Summen :‘1) seien =kén)< }gn)< <Al(<z) = (5 ,
t,\l({n)ahifz,?\l({n)] v k&{l,...,k ), wobei fir
]an t= {Agn),X(!n),.... ,}1&2)} mit gn' :—kéénax ‘é(n) Al(qf%{

}n g%n+1 Ynemw sowie gn - 0 flir n > gilt;

k
I
dann ist ff(%)d(?ﬁc,x) = lim Z_ f()algn))[<P WX xD> =P (H)x x>l
] e] n>oe k=1 A o
B

Sei mun A = j f(r\(n)) (e Ao = P}m] e®(®) Vnenw;
k=1 A,

(e [, ]

fir n >m ist %mg’%n ; seien vl({n) 1= Pgm)

=1’
kn
> o -4y - Ng {f(h(cn)) - f(vl((n))]‘[ p}\:) - P%::)‘]” (1.1.20(11i)1)
max (n)y _ 2™y | e, - 2
S keU,..,kr;}f(Pk ) = )| Fo = Bl

1) siehe [51, pp. 71-72
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Da f auf [o&,@] gleichmiBig stetig und | }"\l(gn) - \)](En)lg)gm) - )gf‘)l

ist, gilt also \lAn-Am\\ﬂO fir a0 {( =pD Soo ),

weswegen es ein Ac ®(R) geben mus mit A, >~ A fir n=-oo.

Also gilt <Aax,x> = 1lim <{A %,x> =
>0
2 )
= lim z )[(P X x> - <P x x>] = F{A)ACP X, x> .
N oo k=1 k1 A
1x 3]
Ist A'e®(R) mit {A'x,x> = S f(’A)d(’P x,x> = ¢Ax,x> Yxed,
)

so gilt ( A' - Ac®(R) uwnd ) (A'-A)x,x> = 0 NxeX, also

nach 1.1.712 A' —A=0 oder A' =4 = Ag"’ﬁ) .

(i1) Wegen 1.1.20(iii) gilt :

hall = | Zf(f\k ))(PW Rollg = | o)) ey - 7,1 € )
¢ max lf()11Pg - 2yl ynew = (AP - 1m sl <
}6‘0"‘3] o= w0
Aele,®)

k=1

— *
(ii1) A: = Z £y (n)y [Pm— P}i'?%j , QAEL.”Q)]

= 1lim A: . da aber mit f natiirlich auch T stetig
=% 9o

ist, gilt klarerveise <A ’P)x x) = lim <A x,x> NxeX,
) n-»

woraus leicht A(f-u'(s) = {Agu’o)} folgt. O
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1.2.5 Bezeichnung : Wir schreiben auch

1.2.6 Satz : Sei A= B wie in 1.2.1

A0

ff(},)d_P) und nennen dies Overator-Integral von f

Jo, ) ( beziiglich der Spekiralschar AR B
A

y I8 i R »C stetig ,
R +8(R)

%, ,4€R mit X<f3ey sowie pet ; dann gilt :

U f(x)dP}x x> = ff(%)daax x> VxeR.
X 0] Jet (5]

(ii) (f(?x)d}’}\ + gf(,\)dp> = ff( LN

Bl pIER Y - Joyd
0 )+ s, - Wi, + (e,

. j“vfﬂ ]d\\'b]
(i) ﬂfmgw]da = [fea ) [ Jee,)
1,3) o T B;?‘ Jeg;3]
) ®sr o (|t " - [ 2z,
]“‘(}] ]o“li})

(vi) f®veR)cR , £(3)< &> Vrcho .

jrooe, < (star, .
T ) ]o(,‘\‘b]

Beweis : (i) ist 1.2.4(i) in der Bezeichnung 1.2.5 ;

(ii) und (iii) gelten, da die entsorechenden Gleichungen fiir

-die Integrale beziiglich P, Tichtig sind Yxe®( vgl. 1,2.4(i)1) 1)

(iv) Seien A wvie im Beweis  von 1.2.4 ,

n
Z <n) ( o Aw}e&(@a) Y nem ; daher gilt
k:1 k

n
0 =0 . Il & o9 n ==og

A - Ag.o(’@ und Bn > Af:’gs) , also AB > Agx’{s)Aé_w’P)

siehe [5] s P. 63

_)
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aber nach 1.1.20(i) ist

k

a

- (n)y 50, () _. )

A3 = %f(]‘*k)g(f\k )(P>$,-PA@] = C e @ (%) Vnel;

da mit f , g mnatiirlich auch fg : X\ f(,’\)g(q) stetig ist, gilt
R~ C

CC x,x> = (f(>)g(?\)d<PAx,x> NVxed , woraus C_ - Aga’p’)
n n = w JNP’] . nn - Do g

' folgt, da ja {C)) konvergiert .

n’ neN

Also gilt Uf(})dPJ[ (g(A)dPA] = UMmA3B = linC =
Ix @] ’ 3‘,4‘._:5‘3 n=> o n» oo

- [evsove,
o]

(v) folgt aus 1.2.4(iii) .
(vi) () <sd) VxR =p ff(>)d<PAx,x>4 (g(,x)d@;x,x) VxeX,
Jeaf3) Jou ]
1.1.13 , 1.2.4(1) = Agd\’ ) < A(g“,P) . O

v
1.2.7 Bemerkung : Die Abbildung £ = Ag ’F’) von der

CG(QP"@]) - G (R)

Algebra Cm((d,@) der stetigen Funktionen auf td,@’) nach @

mit der Norm £} := max \f(N\)| in die Algebra & (®) mit Norm \.\
2]

ist also ein stetiger (vgl. 1.2.8 ! ) Algebra-Homomorphismus.

1.2.8 Korollar : Seien f , fN : R »C stetig ¥Nem

£, > f gleichmigig auf (a,(sj (@ max [£,(0) - ) =0 );
N = o0 pNACZEY N 2w
dann gilt Ag"'@’) > Af(d’w fir N > oo
N
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Beweis 3

\A'("‘,@’) - A(%?‘)“ - \tA("‘,(”) b€ s -7 . .
Iy f fyt w T P By Ful > O
N>
Hier folgt die Gleichung aus 1.2.6(iii) und die Ungleichung
aus 1.2.4(ii) (Mfy - 0= max 1f(3) - £(3)] > 0 fir N s ). O
oa i
xefft]

1.2.9 Proposition : Sei =P, wie in 1.2.1 , N2>a ; dann gilt :

R »>8 (%)
Py = ﬁdPP VY €>0Q .

Beweis : Sei . ={>én),>§n),...,>£n>} ,a-f = Agn)< "“>‘z(<n) =7,
n n

h({n)c >£:n2,k(n)] Y ke{t, .0k 3 ; dann gilt

n » ) D
1% 4D L,\,—P):;]‘ B =P, = P -0 = B .

1.2.70 Provosition : Seien £, g : R » € stetig, A= B wie in 1.201

R - & ®
sowie ™ ,P,yeR mit <<y | Dann gilt :

[tovm [som, - [stm [sveg = o
oy (5] . jﬁ"&'} ](5"63 ot :Kﬂ
Beweis : Seien & =7AénA) <A(n) =(= ) <V(n) =X

h({nkh"l({n) \(gn)] Y kell, ..,kn} 't(n)e{v(n) (n)J \'/Je‘U

' k
sowie ; n)){P (m - %«m] Z 8'(1'( ))[ vm \)(-\.]'

3t

. =3 . ..
dann gilt A > Ag B B, - Aéﬁ’“‘) fir n =00 ,

also nach 1.1.6(iv) A B = Agd’%)AéP’@ » Bphy AéB’E)AI("d’m
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k m
n . n :
~ )
Aber A B = 3 _S f()«i{’)g(’cj )(P}(m - Xm)(P . Pm) ¢ VYneN
k=1 527 R S
wegen k< P € F o €8, ( vgl. mit Beweis von 1.1.20(i) t) und
; 4 3

ebenso BnAn =& VnelN , was Agd’ﬁ)Aéﬁ’F) =0 = AéB, ‘6‘)%’*":(&) zeigt. O

1.2.11 Satz : Sei f: R »C stetig, A» P, wie in 1.2.1 ,
' R - ®(R)

JU abgeschlossener Teilraum von R mit

(W) & M VAR ; seien Q= PA\.)-L , Me B
Dann gilt :
(1) W ist Hilbertraum mit innerem Produkt <.,..>| .
XA
(ii1) A = Qs ist Spektralschar mit kompaktem Triger in [a,b] .

R = &{X)

i) ([ s, ) e, we,poms wp
T, Bl " 1, 3]

Beweis : (i) Eine Cauchyfolge in WM ist auch eine in 3R , konvergiert
daher in ¥ , ihr Grenzwert liegt in WM , da M abgeschlossen ist;
also ist (WM, (.,..)‘ ) ein Hilbertraum.

MM,

(ii) ist leicht zu verifizieren.

(iii) Seien )l({n) , }.,Ll((n) wie im Beweis von 1.2.4 , xel ;

dann ist kn n)
({f(q)apA )x = lim S f(h{ )[P x-® x] =

Yot 3 n-»o0 k=1 AR
1

k
- 1w 3 e x-e xT = ([t x

n» o0 k=1 W A IS

was zu zeigen war. G
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1.3 DIE SPEKTRALSCHAR EINES SELBSTADJUNGIERTEN OPERATORS

Im folgenden wird gezeigt, daB jeder selbstadjungierte
Operator in eindeutiger Weise eine Spektralschar mit kom-
paktem Trdger festlegt, deren Orthoprojektoren auf Teil-
rdume projizteren, die der Operator invariant ldaBt; dies
geht so vor sich, daB die Zahl, welche den Orthoprojektor
charakterisiert, eine obere Schranke auf dem zugehdrigen
Teilraum und eine untere Schranke auf dessen orthogonalem
Komplement bildet, wobeil die untere Schranke nicht erreicht

werden kann.
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1.3.1 Satz und Definition : Sei A% = Ae®(X)

°
?

o -1

seien fir MheR \}.Ll; t= (A-%I%)+ ) sowie
A A c1 4
P} der CP auf J‘L) . Dann gilt :

D= P‘)A‘ ist eine Spektralschar mit kompaktem Tridger in {-wat,nat];
R =~ 6 (R)

diese heiBt Spektralschar von A . Es gilt :

PﬁB W MNeR .

]

(1) AB=32 , Be@ () => BPi

(1) N<p > ME -F) S AF-E) € pE - B

Beweis : Wir zeigen zunichst :

(i) 4B =3BA =5 (4-)I4,)B =4AB - 7%B=3BA - 2B = B(A-Azdx) ,

1.1.27(iv) = BP: - P;‘B W AR -

Esgilt:)s},k:u \){[; g‘){f‘ , da : (%)

(1) = (A—pI%)Pﬁ Ph(a-pIdy) , 1.1.29(iii) =» (A-dex)gﬁj -

= PJ,:(A-yl'dx)_’_ ; weiters folgt N xe R :

((A-pIa)Phx,xy = <(A-y2q,) (P5) %%, x> = CPY(AIq )%, x> =
<(a-p1a,)(Pax) ,P§x> < <(aId,)(Fox) JPax < Q(a-ATdy)  (Phx) ,Pyx>

<o,P§x>= 0 wegen A-pId, € A=Mdy < (a-d1a,), ( 1.1.28 s
also 0 < (WIdoA)Fy 5 mach 1.1.27(iii) (uwnd \=B\ = |B)

2

fir alle B = Bei(R) , was aus (~B)2 = B folgt ) gilt :

(A= B = 1pIg - B L= (pIg- 27 N dsp ()
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. A
Nach 1.1.29 gilt aber nun wegen (A-}l.Idx)Pi = PA(A -"‘Idb() :

. A ;i
IA—},\‘I%‘:HP}l = i(A-p;Idaé)_Pi{ , also wegen O < Pﬁ‘ y 1e1.27(4ii)

wnd (X) : JA-}JdklP; = )(A-rldx)PA( = (}.A‘Id_)e— A)Pf ,

~A 1 A A
woTaus (A‘HI%Q)#') =3 [(A-Pldkl E - (}.\.Id%{—A)a ]= 06 folgt.
Wegen xe& J\% =% (A-}&Idﬁ)_’_x = (A-})&Id&)_ﬁP‘ix =x =0 =
=2 xe (A-).Lt,d.&)j (o) = \)1;} erhilt man also (%) , was

wiederum wegen 1.1.19(iv) zu )\S},\ = Pi < pt dquivalent ist.

’.x

-Nun zeigen wir

(ii) Aus 1.1.28 folgt (A—uIdbe)Pf < T g (A-\)Ida‘e)('I%e—Pé) VYyeR ,

A A . . XX
also APT < VE) sowie v(.I%e-Pe) < A(.I%t-%) Nver (9

Wegen 1.1.19(iv) uwnd () gilt : kg}, = P.f < Pﬁ =3

P}AA(Pﬁ— Pﬁ‘) = (Pﬁ - Pi) = (PA)_;- Pﬁ)z , woraus mit (’;*) PV p
folgt : <A(Pt‘i - ’"g)x,x): <A(Pﬁ - PA,A)%,;O: ((Pf; - Pﬁ)A(P;‘; - P)x, x>
= A - ED% (R - B)x>= AR - Pl (B - B> <
< PCR(E - B (BY = B)x = pd(Bh - 2D, a0 = w8 - B>
fiir alle xe %, also A(Pﬁ - Pi) < )J(Plﬁ‘ - Pi‘)
Ebenso gilt wegen 1.1.19(iv) und (%) : >éf'\ = Pé éP;‘: =p

,A)Z , also mit (%¥) ,

- (1a,- F)E - ) = 5 - & = (2 -
vt AR - Bexs= W(Eh - B e, =
= A(Te - 2O - 2)x), (8] - B)x> calzy - 20, (7 - K)o
= (B = BIARS - B)xx) = AR - 30,00 = (AR - B)x,xD

fir alle x<¥, also AP - Pi) < A(F? - Pi) , womit (ii)
ezeigt igt. r 2



Fir A< -wWAl gilt O<A + \\A\lldxé A —'>|Idae , also

nach 1.1.27(iii) (A—RId)()+ = A =XNd, ; wire nun x¢ Jﬂi\{o},

so gilte Ax - )\x = (A-Xd.}()+x =0, also Ax = Xx , also

A Ixl <N\l = §dxu = tax ) < fAWx) , ein Widerspruch, der
. A A .
A< -lAl = Ay = Yo} @ By = O zeigt.

Fir 7)) = MAl gilt A - ?\IdR = A - !lAﬂId,&g & , also
nach 1.1.27(iii) (A-AIdX)_*_ = -;— ( )Idk- A+ A -?Id.i) =

also J\;\ (a-)1d ) ({o}) = Y , was gleichbedeutend mit

A .
AYNAL = P o= T4, ist. (1.3.2)

Nun bleibt uns wegen (%) von den Eigenschaften einer

Spektralschar nur noch

gV O =°P§+X - P‘:‘x Vxe®R , VAR zu zeigen :

noe n=aoc

A
wegen L. sPA ¥nel i1t nach 1.1.21 :
8 Fre S Tate, 58

A
PA x Px N¥xec , wobei P OP auf
MHE, ’ IQ\T Hare,

n %o

ist .

Wegen (%) gilt ‘}{ég“)(l;é Nne® , also J{‘;de-f;le,
" ney 077

i
also ist nach 1.1.19(iv) P -P‘; 0P auf ('\\)4 n(,}«*;‘\) :

nelN
also (2 - (%) € (. %)
Nun ist aber wegen (ii) ¢ I =X+ E,n )
A
MBS, x - Bxxd> < (R, x - B, x> s (e, x - e

fir alle nelN , wofern men mit n < o hat :
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ALPx - P‘ix,x> <A(Px - Pﬁ‘x),x>é APx - P‘gx,x> Vxed oder
M- F) <A -F) <AP-H) = (-Ng)r-h) -0,
1.1.27(v) = (4-Xay), (P - B) = (14, P‘;)(A-?Idaz(}’ - ;f:) - =

(2 - B(R) € (a-Na, )7 (6) = Wb, also wegen (1)

(P—Pﬁ)(k);dﬂ;n(d&‘;)i\o} S P-F=6 = p=p . O

1.3.3 Provosition : Sei A = A%®(w®), M5, B wie in 1.3.1
Ne R ; dann gilt (i) <ax,x>< Mg P Vxe M;‘ ,

(ii) <Ax,x> > 1% 42 Vxe (Jv\ﬁ)“'\-(o} .

“Beweis : (i) " Aus (%¥) in Teil (ii) des Beweises von 1.3.1 (v = )

folgt : xéd&% = L’Ax,x>=<AP§x,x>ékCP§“x,x>= 7\ﬂxu2 .

(ii) Wieder aus (*¥) im Beweis von 1.3.1 erhilt man fiir xe (c}{i‘)i' :

WX, x> = )((Id}-(—Pi‘)x,x>< <A(Idx-Pi)x,x> = {Ax,x> , also fiir

' AL Ax, x> . )
x é(d‘(>) \{o} : A < —_—L—(x,x> ;: sei nun B := A ;

A+
(M)
A A . :
Wegen A(Id-F.) = (Ida(—PA)A und 1.1.18 , 1.1.19(vi) gilt

CA G A . A AV L
B((MYY) € (WA | atso 15t B+ (1) > (AN ein
L
selbstadjungierter linearer Operstor auf dem Hilbertraum (Jk":)

.

.s >
Wegen obiger Uberlegungen gilt filir «:= inf{%% xXe€ (Mif \{0}5
s

nun A€o ; fiir M<x ist bereits alles gezeigt; ist aber
i v
A =o , 80 wire flir x< (\}-(‘i‘) N{o} mit  (Bx,x) = x{x,x) -
nech 1.1.14(ii) Ax = Bx = wx = Ax , also (4-}IdYx = o ,

L
also nach 1.1.29(iv) (A-A\Id4,) x = o , also xe JJ\AP\(MA) = {o},
)y P A

ein Widerspruch !

A A .
Daher gilt fiir alle xe (M) “{ob (ax,x> = Bx,x) > xX,x) =

xt? . 0O



1.3.4 Provosition : Sei A% = 4<®(®) , PA wie in 1.3.1, %eR ;

sei P OP auf den abgeschlossenen Teilraum M von ® , sodaB
(i) Be®(%), AR=BA = TB=3BP |,
(ii) (Ax,x§s)(bcu2 VYxe M |,

(iii) dAax,x>> Mt 2 W x e MA{o} gilt.

Damn ist P = P; .
. A A . .
Beweis : Wegen AP, = PFA ( 1.3.1(i) ) folgt aus (i)

(Idk—Pi)P = P(I%L—Pi) =: @ und daraus Q¥ = Q2 =Q , wie man

leicht nachrechnet; nach 1,1.18 ist daher Q OP auf Q(*%) .

Mun ist Q(®)

P(I%foﬁ)(BE) cP(®R) = JL sowie
A(R) = (18,F)F(%) & (18,71 (%) = (M5
( siehe 1.1.18 1) , also Q(®) < \}Ln(\}ki‘)‘l' ;

).L

wire ein x & .}-\.n(\}&i)i'\{o} , So erhielte man wegen 1.3.3(ii)

aus (ii) den Widerspruch N lIxi‘< {Ax,x>< Anxhz , sodaB
A .
also (W) < Mm(w\)) = {oYy ist, woraus Q = & folgt,

was F= Pé’P bedeutet.

A
analog oben Q' OP auf Q'(®) ¢ \“‘i AT 3 mitiels 1.3.3(4)

Weiters gilt auch (IdX—P)Ef = PA(qu-P) =: Q' , wieder ist

und (iii) erh#lt man wieder Jv\“; AME = {o} , was wiederum
Q' = & Dbedeutet, woraus P;\‘ = Pi? folgt, sodaB sich insgesamt
P = pr - Pi ergibt. [

1.3.5 Bemerkung : Die OP der Spektralschar von A { und damit die

Spektralschar selbst ) sind also durch die Eigenschaften
1.3.4(4i),(i1),(iii) eindeutig bestimmt !
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1.3.6 Satz : Sei 3~ P) eine Spektralschar mit kompaktem Triger

in (2,01 ( 1.2.1 ) wund

A == g '>\(iP,A , £>0 .
Ja-£,b]
Dann gilt ( A" = ac@(32) und ) B, = Py Naer

die Spektrazlschar ist also die Spektralschar von 4

Beweis ¢ Da A Grenzwert von Linearkombinationen der Gestalt

k
2 o« (B -R ) ist ( vgl. 1.2.4 1) , welche mit P,

klarerweise ( nach 1.1.19(iv) ) kommutieren, gilt AR, =~P7\A
fir alle "€ R , sodaB wegen 1.3.1(i) Pﬁ?A = P%P.‘;‘ NYeR

gilt. Da im Beweis von 1.3.4 nur diese ( schwichere ) Eigen-

schaft von P anstatt 1.3.4(i) verwendet wurde, geniigt es,

1.3.4(ii),(iii) nachzuweisen. Dazu bemerken wir zunichst :

1.2. 3 = p = ( g
9 = 14 =Py §1CL,A 148, + ’ldPP\
Ja-t,b) Ja-¢,)\) >, 0]
( siehe 1.2.6(ii) !) = g -5 = (idPP (x)
' I, bl

fiir alle A€ {a,b(.

Weiters gilt wegen 1.2.6(ii),(iv)-, 1.2.9 und 1.2.10

AL, = [ ("Ldpf* * ﬂ‘dp/* ] ’ (idp?‘ = (PdPP (idpr M
Ja-£,)] 13,07 Ja-¢,)] Ja-€,)] Ja-€,)
+ gpd?), (idPr = f};d.P); + & = fr»dPP und
17,0} Ja-t,)] Ja- €3] Ja~£,N]
ebenso nach (Xx)  A( Idx- P)) = { pdE. , ~<la,pf .

I, b)
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Nun ist wégen W€ RV pelag, 2] bzw. WS PN V\(h’b]

und wegen 1.2.6(vi) , 1.2.9

A% = 5 pdB, < g »dE, = }% bzw. wegen (%)
la~€,2) Ja-e )
q(IdX—Pl) = SAd.P}A < (pdg = A(IdX-PA) , woraus zunichst
13,00 1, b3

XEP}(BE) = {(Ax,x) = (AR X, XX Py X, = leUQ

sowie
. _ _ _ _ 2
Xe (P>( ?&))‘L = {Ax,xY = (A(Idae PA )x,x>>/<%(ld}e Pq)x,x> ="V x4

( vgl. 1.1.18 1) folgt. Ist nun xeR mit

<A(Id&(-P?\)x,x>= A((Ida(—P%)x,:D, so gilt wegen (») , 1.2.6(i)

0 = 4( Pd_’P’,x,x> - ((}d?/“x,x7 = f}\;d@r\x,xv - [}d{P/wx,x) =
IXD) 1>, 0] 1>,0) 13, b) '

= f(v-%)d<P/u\x,x> = f(},\-k)d@/ux,nﬁ + j (}«-})d(PPx.,x> >
]A,b‘) })9\1—} 1V7b]

> 0 + f (v—))d(Pﬂx,:O = (v=2) <§'ldPrx,x> = (v-—,l)<(IdX—Pv)x,x>
v, b] : v, b)

= (V—-k)n(Idx-Pv)x\lz Nveh, bl = (Idx—Pv)x =0 Yveln,ol

= P x =X Nvch,bl , also wegen 1.2.1(iv) PB.x = x

> ?
also xc Pl(ge) , sodaB fir x< (P}(M))L\\OXS}Q\%Q‘Z)

immer dAx,xD > 7\“1{\\2 sein muB , womit auch 1.3.4(iii) gezeigt ist.

. A
Deshalb ist P, = F N »efa,pf .

Sei &> 0 beltebig ; dann ist A - g 7\d.P?\ﬁ = i\ ( )d& I\ <
la=§,b1] Ja=§"',a=¢']
< max{(a_gq,\a_gvplnpa_i,-Pa_&,u = cf&-~-0l=0

( hiebei sei g' := min{€,6Y , §* := maxy€,8F ), also
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ist A 2\4E N §>0 , weswegen nach 1.2.6(vi)

A
Ja-3§,b)

]

(a-3) 159(: § (a—g)d% < S AR = A = gbdzpA = bId,
Ja=§,b) Ya=§,b) 1a-$,b]

ist, soda8 man analog zum Beweis von 1.3.1 ( dort war

a-§= -4l , b= Ial ) Py= =B Nica-d (=B

A

= B e )

A »

und P, = IdbezP VN3 b zeigen kann. O
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1.4 POTENZREIHEN; DIE SPEKTRALDARSTELLUNG SELBST-

ADJUNGIERTER OPERATOREN

Nach der Definition von Potenzreihen von Operatoren
als Grenmzwert von Partialsummen wird gezeigt, dal sich
Potenzreihen selbstadjungierter Operatoren als Operator-—
Integrale beziiglich der im vorigen Kapitel konstruierten
Spektralschar des Operators darstellen lassen:

die Spektraldarstellung.



oc
1.4.1 Proposition und Definition : Ist £(A) 3= Z a-k)k ,
k=0
E WkeNuioy, xeg¢ , fir IX'&r ( absolut und gleichmiBig ) 1),2)
konvergent, so ist fir Ae®(?R) mit NAl<r

N
£(a) = lim D akAk € & (R) wohldefiniert
Ne 2o k=0

o0
( schreiben dann £(a) = Z_ a.kAk )  und es gilt
k=0

O
We(a) W < £ (han) , wobei £ (%) := Z_\a\ A K , Inlsr,
+ + 1e=0 ¥
* = = =
sowie (f(A)] = f£(A®) , wobei f(x) := Z 'é'.k?k , Ial €.
k=0
N M N N
Beweis @ k k k . k
Bewels ¢ 45 4% - 3 a | = | = a4l 2 tagll >0
k=0 “x k=0 " k=M+1ak k=M§-1 K

fir N, M~>00 ( uwnd M<N ), da ja  f(phal) absolut konvergiert.

N
k
Wegen 1.1.6(iii) existiert also 1lim a A e R(XR) ;

Naoco k=0
N k N k ®
W3 aa b < 2 e iat < £ (hay) Vremw = Gr(a)t < £ (haw) .
k=0 k=0
N - N ¥* N -
e =(1n 3 a.kAk_]*= lim [ 2 akAk] = lin D ak(A*)k = T(4%)
N-voo k=0 Nayoe k=0 Noe k=0

wegen 1.1.8 .U

1.4.2 Korollar : Unter den Voraussetzungen von 1.4.7 gelten

der Umordnungssatz sowie der Multiplikationssatz fir Reihen 2)

sinngemiB analog.

Beweis : ,wortlich" aus der Analysis ibertragbar. []

) Im folgenden sei mit ,konvergenter Fotenzreihe" immer ,absolut und gleichmiBig
konvergente Potenzreihe" gemeint.
2)

siehe [9] , PP, 41-46 und ©pp. 98-112
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1.4.3 Provosition : Seien A, , B, ¢®(%) mit A’i* =4, , 35 =3,

fiir alle ieltl,...,nY ; dann gilt

(%A.)=Zn_'_z\.. ,(ZBi)‘=%Bi sowie

i=1 i=1 i=1

n )} ’
A, € B, Nielt,...n) > = A & > B, .

Beweis : trivial aus 1.1.10, 1.1.13 . O

1.4.4 Satz (Spektraldarstellung) : Sei AF =4 e®(®R) , seien

Pi JNeR , wie in 1.3.1 5 sei f(Q) = > ak’kk fir Inler

k=0
konvergent und \AlW<zr , Dann g£ilt
£f(a) = jf(k)dl’ﬁ‘ ( wobei wir g = f setzen ) und :
- ]—r,rj_

die Spektralschar von A ist die einzige Spektralschar mit kompaktem
Triger., die diese Bigenschaft hat.

Beweis : (i) Sei zundchst f£{R) = N = I%(A) : zu zeigen ist
-

IR
Seien . -t =Xgn)<}gn)<...<A£“) N A(n> I

= A ( in der Nomenklatur von 1.2.4/5 5 wegen IdC‘(R = IdEt )

o 1ekek k

- "
und o, 0 fiir n > o0 vorausgesetzi;

n B
. A 5 . ; : .z (n)
gseien Pk,n t= PA({:’ ’ kLZ\O’...,kn} s seien An 1= % >\k (Pk,n—Pk"

dann gilt wegen 1.3.1(ii)sowie 1.4.3 :

k k :

n n
> n) - Z

>‘ ( k n k—1 n) S A(Pk,n-Pk—1,n) < An \d nell
k=1 k=1
*n
_ A
also wegen k2_1 A(Pk,n_Pk-1,n> = A(P‘i - P_r) = A( Id’(— 0) = A

k
0 =<4 x,x>- {Ax,x> < <A X,x> - <£Z %(n) n-Pk-1 n)]x,x} =

[Z RASCRNR G o <u£(>(n> NS0 AN (TP

1,n)

1



also nach 1.71.20(iii)

m[x\\z - 0 Yxed;

-

0 < <Anx,x> - dAx,x) £ Snupi _.Pn

0 =0
also ist d4x,x> = 1lim (Aqx,x) = {I%())d(l’ix,x) ( vgl. 1.2.4 1)
-5 > - ’
1-r,r]
(-rr)
oder A = Al., , Was zu zeigen war; wegen 1.3.6 folgt daraus die Findeutigkeit
dfﬁ der P§ R
’ N
(ii) Nun sei fNO‘) = Zam’,\m ; dann ist wegen (i) und 1.2.6(ii),(iii),(iv)
m=0
N m N m
A, =3 a (A, ) = D aa (= f(a)) VEeN;
N m=0 2 m=0

nun gilt aber fN -»f gleichmidBig fir |N\N<r , alsegilt fir die

N ==

Einschriankungen auf R fN-uf gleichmidfBig auf [—r,r] H

N = o
Nach 1.2.8 gilt daher :
N
Af = 1lim A'f = lim ZamAm = f(A) R D
N>oo "N N> og m=0

-

1.4.5 Korollar ¢ Seien f , g fiir \»!<r konvergente Potenzreihen,

Ae ®() mit lav<r , & e ¢ . Dann gilt :
(1) (of + g)(4) = «f(a) + g(a)

(ii) (fg)(a) = f(a)eg(a)

Beweis : (i) Klarerweise ist auch of + g : A= «f(}d) + g(»)

1)

eine fiir (M€ T konvergente Potenzreihe; ‘wegen 1.4.4, 1.2.6(iii)

(~r,r) (=&7) ()

. _ - i )
gilt daher (xf + g)(4) = A frg £t Ag «f(4) + g(a

(ii) Wegen 1.4.2, 1.4.4 und 1.2.6(iv) gilt :

{~r o (- 2] (- r

(£8)(4) = Ay, = Agh = f(We(r) . O

1) siehe (9] , pp. 98112
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1.4.6 Lemma : Sei f fiirx (A< r konvergente Potenzreihe,
seien A sowie A <B(®R) mit ha b <r Nnell und
A > A fir n 2w ( = VWAl€T ); dann gilt :

n .

f(An) > f(A) fir n = oo .

=)
Beweis : Sei f()) = Z ak}\k ; dann gilt

i f - f =uoo k‘-i‘ £y > ko4 <
| (a,) = £(a)} gaﬁn L ug a (A - 291 <

+ Z@akumnnk + \aﬂ(m%k] . Sei €€]0,1[ beliebig;
k>N

wihle NeWN so groB, daB Zlakri-k< E/3 ; damit A_ A
' k>N o

I1 =» >

auch Aﬁ - A f kel ( wegen 1.1.6(iii) , Induktion ) gilt,

n =0

k
£ \WiR
\\<W _«:é{‘l,...,N}

mit £0 , falls n>M ist; damn gilt also
&

existiert ein MefN mit | Alri - Ak
»

N
I £(a,) - £V < 2¢/3 + 5=y pa X < 25+ ¢5=¢ .00

1.4.7 Satz : Seien f fiir W sr, g fir \H\SR' ,
(g-f)(x) :

[t}

g(f(A)) flir |ai¢r konvergente Potenzreihen, es gelte

e

f+(r)é R sei Ac®(>®) mit fav<r, B :=1(A) ( =>BILR ).

Dann gilt (g2f)(4) = &(B) ( =s&(£(4)) ).

Beweis : (i) Sei VYAl<r ; seien fk(?) 1= K_f(’)\)._\k , k<€l ;

dann sind £ fur |l ¢ T . konvergente Potenzreihen, . 1.4.5(ii) =

( mit Induktion ): Fy = (£))¥ T Vken . (%)



Wegen (%), 1.4.5 (i) gilt daher ( mit Induktion ) fir

£\ v e Bt
(W) = b, W Nel , wobei g(u) = b,
S = 1 ’ ! I e Xt

<f<A>>—‘NLb Cf(a.)]k—%bfkmw(g b £5)(4) = (ggof
W TS R T S e T T s = (e0(®)

fir alle N e !N . Nun ist einerseits wegen (3Bl<R gN(B) - g{B)

N =

nach 1.4.1 und andererseits wegen gNof = geof gleichmilig

N = oo
auf [-r,r} nach 1.2.8 Agé}’?g > A.E;:E.?) . Insgesamt erhilt
N » o

man mit 1.4.4 : g(B) = lim g (B) = lim (gef)(4) = lim Ag;rlg -

N o Nooo ° New 0o N
= A(-r,r) = (gef)(a) , da ja WAl<r war.
(ii) Nun sei VAW = r ; dann sind A i= (1 - %)Aé@)(}e) , neW , mit
1 : .
A I = (1--;—5)\\A!<r ; seien B := f(An) ; dann folgt mit
1.4.6 : A A = B >B = g(Bn) >g(B) fir n = ,

da W Bn\\<f+(ﬁAnl\) < f+(r)$ R ¥nel . Wegen (i) gilt

g(Bn) = (gaf)(An) Y ne N ; wieder wegen 1.4.6 zilt

(g£)(a) =~ (gef)(a) , woraus g(B) = (gof)(4) folgt. 1

n e

1.4.8 Proposition : Selen f fir Wl«r , g fir 'un<R

konvergente Potenzreihen, 4 , Be@(®) mit AR = BA

sowie ffAl<r , [BV<R . Dann gilt :

£(a)g(B) = g(B)f(a) .
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Beweis : . AB = BA , Induktion = AkB = BAk N keWN ; deshaldb

gilt fir f(}) = i ak?\k : B% akAk = ZN_ BAS =
k=0 k=0 k=0 ak

N
= > akAkB \{Nell ; da aber B stetig ist, gilt "’

k=0

N « N N N N
Bf(A)x = B( lim 2_ a A x) = lim BJ aAx = lim > 2 A (Bx)
New oo k=0 New o= k=0 . N oo k=0

= f(a)(Bx) = f(A)Bx ¥xe® == f(A)B = Bf(4) ; jetzt wieder-

holt man obige Argumentation mit B anstelle von A und £(A)
ansteile von B , um schlieBlich f(A)g(B) = g(B)f(4) zu erhalten.]]

1.4.9 Proposition : Sei AY = A<@& (W) , f fiir M < r konver-

gente Potenzreihe, AWl & T sowie *,BPER mit -r<(<{d<r und

Q(“K“Z < {Ax,x> & (5'\\.}{\!2 VW xe ¥®\{o} . Dann gilt :

. A A .
(i) P = o , P(B = Id, sowie

- - A
(ii) £(a) = f f(%)de)‘ .
LAY
Beweis : (i) & 1d, kommutieren trivialerweise mit jedem mit
A kommutierenden Operator. Wegen

wixl? < <ax,x> Yxe ®\ioh = loVor = [0(e) Mot

CAx,xD < wixl® VY xe{oy = 6(R) sowie wegen

<ax,x> € pix¥ W xe R IO

(;‘\xuz< Cax,x> W xe ¢ = {o}\lo}y = 'z,e-’-\s\o\. = [Idaige)]"‘\{o}

wnd 1.3.4 gilt (da & , T4, JaauchOPsind): ©=E

und I4 =PA .
xR

¢
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(1) Vegen 1.2.6(11) wnd  y{ £(R)arf i max \EQOIEL - P2 1= 0
1= 4] Treaex
( wegen Pfr = P;l’ = @ ) sowie g f(A)dP_f = &
]%’ﬂ
( analog oben , wegen P’é = Pi = Id&() gilt
£(r)ary = &+ )(f(a)dpf + 0 = S f(%)d}“‘g‘ +
]0( ’(Bj _)O(QQ_} A —I‘,“]
+ f('h}d?ﬁ + g f(A)dP§ - f f(A)dP;\* = £(A) nach 1.4.4 .1

]9‘9@3 .}‘3,1‘3 ‘ J=-r,r]
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1.5 ISOMETRISCHE UND UNITARE OPERATOREN

Isometrische Operatoren sind lineare Abbildungen
zwischen ( Teilmengen von ) Hilbertriumen, die das
innere Produkt invariant lassen; ein i1sometrischer
Operator, der einen Hilbertraum bijektiv in sich iber-
fiihrt,heiBt unitdr. Gezeigt wird, daB zu jedem unitdren
Operator in eindeutiger Weise ein selbstadjungierter
Operator existiert, sodal sich jener als spezielle Potenz—
rethe von diesm darstellen 1&Bt; daraus wird die Spektral-

darstellung unitdrer Operatoren abgeleitet.



1.5.1 Definition : Seien (X, <.,.0 ), (%,, <oyey )
Hilbertriume sowie M Teilmenge von 3{1 .

Die Abbildung U : M ->'3€2 heit isometrisch , wenn

(U(x),U(y)>2 = (x,yZl Y x, yedl gilt.

1.5.2 Proposition : Mit den Bezeichnungen von 1.5.1 gilt :

(1) )ieC y xiéx}t, iel,...,n} , U isometrisch =

n
“iZ=1 Xixi \\1 o

]

n
= | g %iU(xi) “2
wobei l\xll1 1= \l<x,x>1 , \lyH2 :={<y,y>2 sind.

(ii) Ist M=R, und T isometrisch, dann ist T linear

1

und es gilt (TH := sup WUx ll
Hxit, =1

1

( also ist U stetig beziiglich beider Normtopologien,
vgl. 1.1.3 sowie 1.1.6(i) I)

Beweis : Induktion diber n : n =1 : UXU(X)\\% = <AU(x),}U(x)>2
= \)\2<U(x),U(x>>2 = ‘\>12<x,:<>1 = um:f ;
n-1 n-1
Angenommen, es gilt fiir x := 2D M.x. , u = > X u(x,)
i=¢ 1 = 2t

\\}c\\1 = llu\\z ; dann folgt wegen 1.1.2(i) :
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a 2 2 2 2
i\ 5 >\iﬁ'(xi)\\2 = {lu + AnU(x.n)Nz = iiu\12 + 2&2<u,AnU(xn)>2 + “an<’%)“2
.2 n-1 5
= Mxl§ + 2 Qe<g AiU(xi),an(xn)>2 + Hknxn{\1 =
n-1

2 —
1 —

= =i + 262 ACU(x,), 0 ), + D x|

-1

2 3 2
= Ll + 203 AN x> e I x 12 o

n-1

= 1l + 2@ A x N x>, + I x W

i=1

L] + 2R ) x>, + I3 x)?
jal
= bxt Aghs = 12 hxgl

(ii) Sei 2z :=Ax + yeX= N ; dann ist nach (i)

hu(z) - )\U(x)‘-U(y)l(Z = Nz =dx -yl, = lol, = 0 , also
U(z) = A0(x) + U(y) , also U 1linear; wegen M=, = 1 =
= l0xl, =lx§, = 1 nach (i) gilt (U4 =1. O

1.5.3 Bezeichnung : Sei NGBQ1 ; dann sei

0 . .
(\)-k] 1= {E }imi‘ )iea‘ y moe M, ie{t,...,n} ; nel }g X, .

1.5.4 Proposition : Mit den Bezeichnungen von 1.5.1 gilt :

Ist U isometrisch und [M] dicht in R, ( an. ¥ xeX,
B x € (], nem , mit x, % x fir n> >o), so existiert

genau eine isometrische Abbildung U : _3ﬁ1 %XZ mit



n n
Beweis : Sei =x = Nx, ¢ (M) dann sei T (x) := 2 AU(x,)
—_— hll re i R

= U : o] -9%2 ist wohldefiniert, da :

n n'

Z)\ixi = Z,\J’x‘; T S xé e = (1.5.2(1) )

i=1 =1

n n' n n'
l‘.2>iU(Xi) - ZAJU(X&) \\2 = “,ZALXi - Z)jx.s \\1 = 0 .
i=1 3=1 i=1 3=
n n' n n' _
Wegen (2 AU(x;), 2 MU32, = 2 2 N KO(x),0(x1)>, =
i=1 =1 i=1 j=1
n n' _ n n! ~
= 2 2 R ICIRE SN2 =<Z>ixi,ZA5x3>1 ist U isometrisch.
i=1 j=1 i=1 J=1
Sei x@é&1 =1>3xne[\7‘~], nel mit x >x fir n = o ;
sei T(x) := 1lim U (xn) €« R, ( wegen \U (xn) -U (xm) \(2 =
= o
( 1.5.2(i) ) = \x, - xm\l1 > 0 ist (U <Xn)>n<1N Cauchyfolge,

N, - oo

also konvergent ! ); 7 3Q1 - gez ist wohldefiniert, da :

yne[\)ﬂ, nel Y, > X fir n = $§1imﬁ(yn) =2 ueé€2;
N> o

aber lu - ﬁ(x)\!z = lim T (xn) -7 (yn)ll2 = lim an - ynll1 =
1= o N=» v

= lx - x\\1 =0 = u=0(x). T ist isometrisch, da

(ﬁ(:c),ﬁ(y))é= 1im (O (xn),'ﬁ (yn)>2 = lim (x,¥,> = (x-,y>1

1% o0 0% oo

( wobei xn,yne(\){],nefN, mit x wx,y »Y fir n = s ).

Klarerweise gilt U(x) = 1im U (x) = lim 0(1.x) = U(z) ¥ xe™,
N 50 n=» >o
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Nun sei 7 R >R, isometrisch mit ?I-( = U ; dann ist T
L M
nach 1.5.2(ii) linear und stetig; sei xe X beliebig =
3 )(n)e ¢ , ™l mit Zh(n) (n) - X
+ * i=1 n - oo
~ 5 (
also gilt nach obigem Ux = U( lim Zﬁ(n) n) )
n=w i=1

= lim U( Z)(n) (n) ) = lim Zk(n) (n)) lim 2 A(n) (n)) = Ux .

na oo i= Neo i= N=og i=1

alsoﬁ:ﬁ.D

1.5.5 Proposition : Sei nun in der Bezeichnung von t.5.1

%1=M

]

R, =® , <>y = Kyepo= &y dann gilt

U ist isometrisch <>  Ue@(®) wd TT = TIdy -

Beweis : Nach 1.5.2(ii) bleibt nur noch zu zeigen :

(v’ - Idx)x,y> = TUx,7> - (x,y> =<{Ux,UyY = &x,y?=0 Nx , ye¥® 4=p
X7 = O
>  UTU = Idl& .

1.5.6 Proposition und Definition : Sei U : X = & isometrisch ;

dann sind dquivalent : (i) U™ ist isometrisch ,
(i) UUX = Tdy,
(111) T = TR,
(iv) U 1ist bijektiv ,

(v) U ist surjektiv .

Wenn U eine ( und damit alle ) dieser Bedingungen erfiillt,

hei8t U unitdr(er Operator ) .

Beweis : UT** =T ., 1.5.5 = : (i) = (ii) ; 1.5.5 => (ii) = (iii)

(v) = (i) : (%%, 07y ) = (x,Uﬁ*y) = {0z, U0y = (2, 0%y) = (Uz,y7 = <X,¥7.
Der Rest, (1ii) = (iv) = (v) , ist trivial. O '
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23 1
1.5.7 Bemerkung : Sei exp(A) := Z%{-!AK => exp ist eine
k=0

YA€t konvergente Potenzreihe,

nach 1.4.1 ist daher fir Ae€®(¥) exp(A)e®(?R) wohldefiniert.

1.5.8 Satz : Aquivalent sind :
(i) T :®->%  ist wnitdr ,
(i1) 3 ae®(2@) mit A% = &, whi<m, —mixl% Ax, x> <xi? Ve X (o}
und U = exp(iA) .
Beweis : (ii) == (i) : Sei U = exp(iA) , AF = Ac®(20) ;

wegen (1/k!') = 1/k! NkelN ist exp(n) = exn(n) ,
N - * . .
sodaB wegen 1.4.1 und (iA) = i& = —-iA gilt :
¥ = (’exp(iA)]*z é-;.—p( (1aTH = exp(-iA) ; nun sei
e(D) := exp(M)exp(-)) = exp(-2jexp(n) =1 =2 ,H=C ;

wegen 1.4.5(ii), 1.4.7 gilt nun daher

00" = exp(iA)exp(-iA) = e(A) = 80 = 1a_ = e(4) = exp(-iA)exp(is) = U0 ,

was nach 1.5.5 , 1.5.6 alles zeigt.

Um die Umkehrung zu zeigen, bendtigen wir zun&chst folgendes

1.5.9 Lemma : Seien T , We®(R) mit w*:w,T"=T,w2=T2

sowie TW =WT ; sei ferner P OP auf (W—T)-1Qo}) .
Dann gilt W:(ZP-IG?C)T und ¢+ Wx =0 = Px=x

Beweis : Sei B:=W-Te®(®R) = B =3 ; dann gilt °

W'B=W2-WT=W2—TW

BW und analog TB = BT , also

2 2

nach 1.1.22 PW =WP und PT = TP ; nun ist B(W + T) = W° =7

]!
Q

also (W + T)x e 3‘1({09 VYxeR = P(W+ Tx =W+ T)x VYxeX =
= P(W+ T) =W+ T ; per definitionem ist WP ~ TP = BP = O ,

also WP =TP , also W+ T =PW + PT = WP + TP = 2TP = 2PT >

=>W=2PT—T=<2P~Idae)T-IS't Wx =0, so gilt O=“WX“2

= {Wx,Wx> = <W’2x,x> = (sz,x> = \Tx W = Tx =o = Bx

]
(o]
[}
o]
i
O

=DPX=X.D
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. 1)k
seien f(3) : Z 2k , ) ) g()) 1= Z 2kl1 sowie

h(}) := Z ak“ﬁzk.,-, wobei ay 3= 1—'5];5"'(21(-1) > 0 VkenN
k=0 ) 2 k! (2k+1)

.
y

f,g sind YXeC und h fir <1 konvergente Potenzreihen,

es gilt klarerweise f = ? sy & = é und h = g h+ s weiters sind
2 2 0
r(n) 1= EGOIZ + [ g(22)] = A ,

s(n) := f(‘)\ ) + ia'g('k ) = exp(id) \Jhe ¢ sowie

t(x) := f({g—-h(q)]z) = % VY2X € mit 3i<1 und
(1) = ’5’ .

0
®
[wh
®
s
<
i

Sei nun U*U=U’U=Id& (U+7) e® () ,

a\)l o]
[ 3% Y

L (U - TF) e@(ée}.

Dann folgt v*_ (TH)/2 = (40)/2 = 7,
2 (Uk-UH)/(-Zl)l = (~=U%%0) /21 = W ,

VW = (U+U*)(U-U*j/4i = (U2+U*U-UU*-U*2)/41 = (Uz-U*Z)/4i‘ und ebenso
WY = (UZ—U*‘Z)/A,i , also VW = WV ,
2

V4 WP = (TRHTTN TR 2)/4 + (VP-um*-r*uay 2 )/(-4) = 184

ﬂvus(uun + 4U%)/2 = WUl =1, ebenso W<l .

Sei B

.
]

3 147 h(V) e8(®) = B = Zral- K(vY) = T1a, - n(v) -

sei T

Be(3°)eR(R) = T= [a(sAF - K((52])s - &(5°)3 =

Bg(B2) =T ( wegen :BB2 = 33 = BzB y 1.4.8 ) .

Wegen VW =WV , 1.4,8 gilt BW = WB , 1.4.8 = TW = WT

2+ v =1 2 [b(m)1? = [Be(3))]? + (318, - 2]

; (Be(3%))2 + (f(BZ)]2 =r(8) = 8° = Idx > 72 = I%(- V=W .

.
b

( Bei obigen Gleichungen wurde wiederholt 1.4.7 angewandt. )

1)

siehe [9] , pp. 67-68/103-104 sowie (6], pp. 108-109
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Sei mun P OF auf (w-T)"1(§03) ; mit 1.5.9 erh#lt man daher :

W o= (2P - Id)T (=)
Sei A := ( 2F - I%{)Be&(’é{) ; da nach 1.1.22 aus
B(W-T) = BW - BBg(B2) = WB - Bg(Bz)B = WB - TB = (W-T)B

x
BP = PB folgt, gilt : A¥ =3°( 2P - 1d) =3B( 2P - I4) =
'=2BP—B=2PB—B=(2P-Ic5&)B=A;fernerist

2 2.2 2 w2 2 .2

A=(2P-.Id,x)B—(4P—4P+.LdK)B 143" = B” , woraus
2 .

wegen l\Ax\\2 = {AX,Ax) = (Agx,x> = (B"x,x> = (Bx,Bx) = UBX\\2

LAV = Bl = “%Ida( - (WM& F+ (IS + b (T <

rol

< T+
2

folgt. Indem man wiederum 5fters 1.4.7 verwendet, erhilt man aus

P Ca f(A2) f(BZ) = f([l‘i Id - h(V)]z) = t(V) =V sowie

wegen (%) : aa(a?) -

2 .
( 2P - Idb()Bg(B Y=( 2P - Iaaf()'l‘ =W , also
wegen 1.4.7 exp(iA) = s(4) = f(AZ) + iAg(Az) =V + iV =

= (0+0%)/2 + 1(0-U%)/21 =T .

h+(1) = 7 ( wegen 1.4.1 , 0 VUi<1 und der Monotonie von h_ )

Wegen WANCT gilt klarerweise - it x1\2 < (AX,x> € }c\\2 MxeR .
Wire nun x e X\{or mit d(Ax,x) = --nnxﬂz , so gdlte nach 1.1.14(idi)
Ax = —x , also Ay = (—-,r)kx Vke Noio} =
2 .k I = X
. ! - (-. .
Ux = exp(ir)x = Z —lk-'— A% = Z 11—' (-ﬂ)kx = Z——g-i- x = exp(-im)x ,
| k=0 = k=0 k=0 =

’ - -1
also wegen exp(-im) = =1 Ux = =x =b 1% = U 'x = =0 (=x) = —x

- 1
(da T*=1" wegen 1.5.6(iii) 1) = Vx =3 (Ux + 1%%) = -x =D

oD e
2k+1
V2k+1x = -x VYkeWNuv{o}Y => h(V)x = Z_akV Ty = - Zak X =
k=0 k=0
Tr }I -1 =
=-h+(1)x_—2x = Bx =73 % h(V)x = wx .

Wegen W:-;—(U-V) gilt Wx =0, 1.5.9 = Px=x =b

2 (2P -Iqdx=2x —x=x = Ax=(2P—IdW)Ex=n(2P—IdX)x

= mx , ein Widerspruch zur Annahme Ax = -wX , X £0 !

Also muB —-n\\xu2< CAx,x > Y x €« oy gelten. D
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1.5.10 lemma : Sei Amw E, Spektralschar mit kompzktem Triger,

daf P = ! = Id ilt. isti ]

soda. - und PTT e gilt. Dann existieren
Punktionen P R > C , )\~ Z al((:n)exp(ikk) , nc® ,

\kigk -~
n
mit f!)\- pn('A){2d<P>x,x> -~ 0 flir n >w .
]_7",“]
Beweis : ‘ A , S "1”'%’
Seien fiir nelN’ £t R =>C ,Am

(1=2n7)X + 27 - 2n'n‘2,?\<—7r+ -31- .
danm sind f : R >C stetig und es gilt fn(—“n') = fn('n' ) sowie

I\ - fn(k)] s 2w YAe[-m ,'ﬁ] . Nach dem Satz von Stone &.

1)

WeierstraB fiir stetige Funktionen £ : [~m,n] .= ¢ mit
f=+vw) = f{(w) gibt es Funktionen p, der oben angegebenen Gestalt,

sodal

]

ne, = ple= mx{le () - p N[ Nelmm]) < L Vaen
gilt.

Darum it |- ()17 < (Va- £ (D + 5, (3) - 2] )2 <

SO- 5,00 + 1) ==, + 2= 0,00 + 5 €
n .

L1 - fn(?\)]2 + -E- 2+ —;7 Y 2e{-n w] , weshald
n

f “)_ pn(})\2d<PAX,X> \< fD’A— fn(A)‘ 2 + '1411 + 'n—;]d<PAX7X> =
]"‘“'9“3 3""97‘7 .

SIE 1 2 4 ]
= S - Pn(%” d<?‘}x,x> + %W- + =5 € 4w (L gidPAX’x> + 4 ;2-
n .

1 i 3
Jom,-ne 1 T, one 11

1) siehe [41 , pp. 137-140
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Nun ist

gidPﬂ = P_a, —P_ (129 1) 1.2.00v) =
1=q,~T4+ —]
n
f dPyx = o , woraus sich die Behaurtung ergidt. [}

J=T, =1+ =1 N -0
n

1.5.11 Satz : Seien A" = A, B¥=3Be@(®R) mit

-m\xn2< {Ax, x> < n}\x\\z , —T\\xt12< GBx, x> < mlxllz VY xe 2\{c}

und exp(iA) =: U = exp(iB) . Dann gilt A = 3B .
Beweis : Seien p = wie in 1.5.10; dann sind pn(>) N et

konvergente FPotenzreihen und es gilt pn(A)x = Ax  bazw.

N - >3

pn(B)x - Bx fiir alle xexX, da :

n » o0

nax - o (x 0¥ = (faamx - (p ey, (A - RO

J=n,mJ J=T,n] 1-7,7] DJ=n 7
i . -rn)  (=m,m) _ N
( siehe 1.4.9(ii) 1) = ( ( T, AMT T T x> ( siehe 1.2.6(i1) 1) =
A_[diﬁ—pn Tdg-?,
= (A('"'“)A(‘“”')x,x> ( siene 1.2.4 1) = Al x>

Idg-p, I \Id.ﬁ—pnl 2

. 2 . PR
( siene 1.2.6(iv) !) = (\’A- pn(%)l a<p\x,x> ( siene 1.2.4 1, ,
J=-1,7]
02 .
also nach 1.5.10 W Ax - pn(A)x, I > 0 fir n = oo ,
ebenso zeigt man, daB Bx = lim pn(B)x V xe 3 ist.
N5 o0

Wegen exp(n)k = exp(ik>) ¥ NeC , 1.4.7 gilt nun exp(ikA) = 7=
und wegen = T* = exp(-ia) ( vgl. mit Beweis von 1.5.8 ,

(11) = (1) 1) exp(-ika) = 0% 1= (0T)* V ke mwufo} ,
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- woraus sich wieder nach 1.4.7 p_(a) = >_ al({n)U'k and
n tkig kn

ganz analog pn(B) = 2 al({n)Uk , also p_(4) = p_(B)
tkek o n

fir alle nelN ergibt. Also ist Ax = 1lim pn(A)x =

N= oo

= limp (B)x =Bx WV xe¥® , woraus A = 3B folgt.

1.5.12 Bemerkung : Nach 1.5.8 , 1.5.711 gibt es also zu jedem

T
unitiren OperatorYeinen eindeutig bestimmten selbstadjungierten

Operator A mit -% \lxl\2< {Ax,x> <€ ﬂ\\x“2 Yxe N\t ,
sodaB exp(ii) = U gilt.
1.5.13 Satz : Sei U wunitér; dann existiert eine eindeutig bestimmte

Spektralschar mit kompaktem Triger A B , sodaf

P_“ =&, B = Idx sowie 5exp(i2)dl37~ = U gilt.

1- Ty}

Beweis : Existenz : Sei A% = Ae®(R) mit exp(ia) =U { 1.5.8 1)

und -mlxll2< (Ax,x §<ﬂllx!'2 N xeée\\o’ﬁ- ; dann gilt fir die

A A A
Spektralschar von A y A z-sF} nach 1.4.9 ‘P_ﬂ =0, B = Id‘bl

sowie U = exp(ia) = ge::cp(ik)dl";A .

]"“,’7?
Bindeutigkeit : Sei fiir eine solche Spektralschar \e—aP) sy £2>0

x

s AP, ¢« @ (2€) 5 1.2.6(v) = A& =4 ; damn gilt

wegen 1.3.6 P, = P;\' ¢ aeR und daher wegen Pi\‘_‘(}}() = P_T‘(‘a{) = {o}
sowie wegen Pﬁ(’a{) =P (R) = ® nath 1.3.3 : '

-Mxh2< (Ax,x)gmrqu ¥ x ¢ 5@\{o} , sodaB auch A durch
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U = g exp(i’A)dEA = g exp(i%)d.Pi‘ = exp(ia) ( 1.4.4 1)
1-1,nd 1=n,
nach 1.5.12 eindeutig bestimmt ist, sodaB auch die P) = Pf:‘

fiir 2alle V& R eindeutig festgelegt sind. 0

1.5.14 Satz : Sei U unitar , A = P} die nach 1.5.13
R >@ 6o

eindeutig bestimmte Spektralschar mit kompaktem Triger, die

P_“ = O , P.o= Idvz und ( exp(iﬁ)d?x = U erfiilllt.

]—-‘ﬂ,ﬁ]
Dann gilt fir Ce®(R) wmit C*=C

uc = CU =£> PAC = CR Y AeR .

Beweis : Sei‘ A wie im Beweis von 1.5.13 , B, = P; N A€R ;

seien B3 , T, V , W wie im Beweis von 1.5.8.(1) = (ii) ;
damn folgt wegen UYC = CU® ( 1.1.22 !) zundchst  CV = VC ,

CW = WC , somit (1.4.8!) Ch(V) = n(v)c , also CB = BC , also

i

(wieder 1.4.8!) CT = TC , also c{w-T) = (¥-T)C , woraus nach

1.1.22 CP = PC folgt, also auch CA = 2CPB - CB = 2PBC - BC = AC .

A A
- i = CP° = = €R .
Nun folst nach 1.3.1(1) CP?\ C.?‘ P, C B, C N A A
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1.6 STOCHASTISCHE INTEGRALE BEZUGLICH EINER SPEKTRALSCHAR

Zundcehst erfolgt der Ubergang von der ( Operator- )
Integration tiber links halboffene Intervalle zur Integration
tiber abgeschlossene Intervalle. Sodann werden stochastische
Integrale bezilglich einer Spektralschar und eines Elements
des Hilbertraums mittels Approximation durch Operator-

Integral=-Werte dieses Elements eingefihrt.
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Seien ab nun &,(> € B mit x<d fest.

1.6.1 Bemerkung und Bezeichnungen : Seil f: R = R stetig; dann

seien £T(2) := max 30,f(\)¥ ,( nicht mit £ in 1.4.7 2u verwechseln !)
£7(3) := max $0,-f(N)¥ , WeR .

+ -

Klarerweise sind dann tF, 87 : R » [0,+=0 stetig und
s gilt £ o= -1, f(Nz0 & ()=,
£A) < 0 a=> £ = -7 (N -

Fir stetiges f : R = € sind auch
Haof ¢ A =EO)) donf : 2 (X)) stetis,
R =R R »-R
also (@)™, (&£)7, (D)7, (Onf)" + B = (0,+ ool
wohldefiniert ﬁnd stetig,és gilt

£ o= () = (RE)T + 10mE)T = 10mE)T

1.6.2 Provosition und Definition ¢ Sei f : R = € stetig ;

seien P. , N €R wie in 1.2.1 ; dann gilt : 3‘ Efc—@(eﬁ) mit

A
<§fx,x> = g f(A)d(ka,:O ( := {ﬂmm dp )
(e, 87 R
Wir schreiben dann f f('))dP) 1= l_‘:f .
Locs 8]
p
( Menchmal wird auch statt ( geschrieben. )
S x .

1)

Beweis : (i) Wegen des Satzes iiber monotone Konvergenz gilt fur

1) siehe [3], p. 44
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(N > 0 Vaelw-1,p) £.(A) := f(%)ih_%,@]m y nel

= £.0) < f (N s f(%)ib,‘,:] A £,00 =) eepT (V)

n > oo

> {f())d(%;c,x): andf‘x - jfﬁ_’@drx = jf(A)d(PAx,x>
3

3] -%'! 3
I e’ R n oo [o(,ﬁ]

filr alle x&® .,

.. . .. - =4
(ii) Seien fir f : R > LO‘,+oc[ stetig A := Ag.“ » B e 6 (%)

fir alle neN ( vgl. 1.2.4 !) . Nach 1.2.6(ii),(vi) gilt :

A = f £(0)dg + A, D T < f £(Nap, =4 -4
To-b o=t IEEEEEY
sowie nach 1.2.4(ii) 4 1€ max LE(N) | Vnen .
Aefot-a2]

Also gilt nach 1.1.16, da ja nach 1.2.6(v) A'; = A . Ynen

B Zfegs(qz) mit I = L, und 'Anx »>Ex Vxex

N - o0
Nach (1}54 ist CA—fx,x>= lim <A _x,x> = 1lim j (A&, x,x> =
- co n =y § A
: : jD(":‘n’&]
Sf())d(P}x,x) Vxe¥ ( siehe 1.2.6(i) 1)
K,OUG} »

(iii) ¥un sei f : R » € beliebig, stetig ; dann sei ( vgl. 1.6.1 1)

— —— —— ———

R G A C X i Co

- Home)-
Wegen (ii) und der Definition des Integrale  komplexer Funktionen

beziiglich Py gilt

(Xfx,x) = gf(_%)cKP}x,x) "V xede.
(,0(’{3] ‘

(iv) Die Rindeutigkeit von -Zf folgt analog zum Beweis von 1.2.4(i)
aus 1.1,12(1) . O

n+1

()

€ 65 (w)
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1.6.3 Satz : Seien P, s X¢R , wie in 1.2.1 sowie pe C ,

f,g:R->C stetig ; dann gilt :

(i)[ gi’(k)d.PA]x > [ff(k)d.?k]x \JxeX .
Yo 4,31 (o)

n - oo

(1) [ (ue0) + sOar, - NEOT fgmd%

K_“‘v@j {_‘Y,{S] [_0‘ 9()33
*

(111) { Sf(x)d%] = {fma%
[_0’1(')] i"‘yqu

() COVECDIEENE f f(A)dP)][fg(%).d%] :
Los (5] (0‘9(9 los 3)

0 wea = [[me]) - (1

b y) rES

(vi) t®)uve@®)<c B , fO)< &) el =

LA L even,
b’k,(k] \‘7"@]

Beweis : (i) ist fir f(R)S (0,+v0[ die Definition von Ap

und folgt fir beliebige stetige f aus 1.2.6(iii) :

Y i ald=5) RGN 1ip ale=nB)
Afx = n‘];,li A("P&f\)"' X =- n]jinoA(&lf)- X + 1 ni:.l:a‘é_(}“f)_i_ X -
' 3 3 --’;.,Q-) $ ( _(;\’{S) ‘*"7"'9‘2') s (d-'l‘yg> : ( -‘}’n )
- 1 n}.)li Ag?}mf)- X = nil:(:A(O(?{f).{. —Ag&f)- +lA(3\'hf)+ -M(:mf)& ]X
- 1lim | Ag.“"‘;'mx} ¥xere,
= oo

(ii),(iii),(v) uwnd (vi) sind trivial ( vgl. 1.2.4(iii),v1.2.6(iii),(v),(vi) )

(iv) folgt aus (1) , 1.2.6(iv) sowie aus 1.1.23 { vgl. (%) im Beweis von

1.6.2(i1) v) . O
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1.6.4 Korollar : Sei AP EA Spektrals‘char mit kompaktem Triger in

a.,b] . Damnn gilt
(e P, = S':LdPP NY>a .

(a,}]

Beweis : klar aus 1.2.9 , 1.6.3(i) .

1.6.5 Korollar : Seien A*:AG@(%Q) , f fir M\ <r konvergente

Potenzreihe, WAl <r und P,i wie in 1.4.1 , N€R .

Dann gilt (o) = ( f())dpg
: (-nal, nat]

1

Beweis : Flir geniigend groBes nelN erfiillen o 1= ~WA[ - I (’};:: Nal

die Voraussetzungen in 1.4.9 , sodaB mit 1.4.9(ii) , 1.6.3 folgt :

§ f('A)d.P.i‘x: lim . gf(})d.?ix = (f(A)jx xe¥ . t
(-nav, uA“] : R . D(ny‘g]

1.6.6 Proposition : Seien P'K wie in 1.6.4 , DéR , sodaB

P‘X_%x -~ RB.x Vxe ist.

I =m0

( Spezialfall : JE€>0 mit B,o= 2 V- o1 . ) Damn gilt

fir alle stetigen f : R >¢ :

{f(‘k)d.PA (f())d.Pg .
(o (5‘) : 30%,(2.’)
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Beweis : Nach 1.6.3(i) und 1.2.6(ii) ist Wzxe®R

{f(’h)dP)x = lim g f(?\)dP)x = lim ff('})d}‘qx +
(s (5] n_>°°3v<-%,(’ﬂ ndg’?u-%,ot]
+ ( f(?)d.’%x , sodaB wegen l<ff(ﬂ>d3%x,x>l =
1‘19\33 3“"%\"‘)‘3

! ( f(%)d(PAx,x>l < g }f(})ld@ax,x) < max [ £(3)I (1d<P.Ax,x) =

To -4, Ju=1,u] Ael=tmd 3
c <(1dP%x,x> = ¢ (Px - Px_iX,X> > 0 VY xeX
Jx =442 n —=>oo

- Y
siehe 1.2.9 ') (a4, - A<°(’P) Tx,xD= 1lim i\ "’D()x,x>= 0
£ £

= o0
: A (0(,{5)
und daraus nach 1.1.12(1) Af = Af gefolgert werden kann. d
L 3
1.6.7 Korollar : Sei U : QR > unitdr, P, wie in 1.5.13 , A ¢R .
Dann gilt U = g exp(i%)dP.h .
=n,m73

Beweis : klar aus 1.5.13 , P_ =@ =P__ Y M ¢-T und 1.6.6 . d

1.6.8 Bemerkungz und Definition : Sei x&3IR, e B eine Spektral-

2 @p
schar mit kompaktem Triger ; dann ist die Menge LC( [d,(ﬂ,é ,ﬁx\("m)
fed) .
aller beziiglich ( der o-ilgebra 5E® 4er Borelmengen in (o,{3]
mefbaren und ) Fe|oe 01 quadratisch integrierbaren Funktionen I : pl>c

ein Vektorraum iiber € ; fiir soiche f , g seil (f‘g)x 1= J(f@)drx .
(%, 2

1) giehe (3] , pp. 80-85/115
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Identifiziert man nun f mit g , wenn (f—glf—g)x =0 ist,

so erhilt man einen Hilbdertraum ( Li , (.I..)x ) , wobei,

wenn man die Kquivalenzklasse, die f enthdlt, mit /I} bezeichnet,

ALA A A A .. .
( flg )X 1= (f\g)x ,p £+ g = (r\f + g] wohldefiniert sind.
( Li hingt 'nicht nur ven x€¥® , sondern auch von der .Spektralschar ab 1)

.. ' A
Aus Grinden der ibersichtlichkeit schreiben wir £ statt £,

falls ein MiBvers+tindnis aus dem Zusammenhang heraus unmdglich ist.

Bs gilt : fel? =p J £ :R>C stetiz, nelN , mt

(f=f \f=f.)_ = 0 fir n = o . ")
n n’x »

1.6.9 Troposition : Seien f , g : R » € stetig ; dann gilt \xeX :

<Iix,fgx§ = (f!g)x ( anders geschrieben :

<Tta]x [[sh@m]x> = [ calPaca> ) -
(3] (30) e

Beweis : 1.6.3(iii),(iv) , 1.6.2 >
[ -3

- - . —_— — ‘
Chgx, kx> = (LAg]Afx,x> = CEApx,x> = CAgpx,x) = (flg), - O

1.6.10 Proposition und Definition : Sei féLi ; 1.6.8 =

3 £ :R>C stetig, neN , mit (£=f_|£-£ ) = O

n = o0
Dann existiert lim A_;x , und wenn fljl :t R >0 stetig
N=> oo n
sind mit (f-fr'l\f-fljl)x 5> 0, gilt lim A, x = lim A x .
: n= oo n n=y oo N
n -»oo

—

ff(;)d(P}x) = lim Ap x heiBt stochastisches Integral

N=ea n
(@) von f beziiglich P, x__ .

*

1) siehe [3] , p. 88
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N — 2
£ f f “ =(Af -f X’Af _fX>=
n m n m

\ y 12
= (£ - 18 £ ) <E—EE -0 + (e _17-£ ). ]°» 0+ 0=
n,m % co
( hiebei folgen die erste Gleichung aus 1.6.3(ii) , die dritte
aus 1.6.9 sowie die Ungleichung aus der Tatsache, daB f »\J(f\f)’x
. 2 T . .
eine Norm auf Lx ist ) = (Afnx)neiN ist Cauchyfolge in X = ,

= 3 lim .K; x € ¥ ; analog oben ergibt sich

N=> n
—_ S =2
\\Afnx - Af;lx\\ = (£ ~£11f ~f1) & [J(f ~£1f ~f)_ +((f-f' | £ f') _}-»o
n =
= lim A:; x = lim I;x .
N==" o0 n n=-» n
1.6.11 Proposition : Seien f , g e,L}Zc , Pe(ﬁ ; dann gilt :

(15209 + sO0em) - pfratz + [aate, o
oe) (44 (ot o)

(i1) <)(f(2)d(P}\X).{g(h)d(P>X)> = (flg),
K“’@] K_ds(ﬂ

Beweis : Seilen fn y &, ¢ R »>C stetig , neiN , mit

(f--fnu‘-fn)X - 0 und (g-g,le-g), » 0 fir n-=oo

2
(1) (prra-lpf e lpere=(nr g 1) < [ipWe-g 1e=2 ) +Weg ] g ), 0

£ (1.6.10, 1.6.3(ii) )
((peem + s0ae0) = 1m Ao x = dm iy + B -

o)

f;niii Afnx + nf: Agnx = fo())d(? x) + jg())d(l? x) .
0‘!(3‘) L""(ﬂ
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o

(ii) 1.6.9 = <§f(>\)d(P)x),Jg())d(%x)): lim (A, x,.&:;nx> =
(o, 3 (o) Amen

= ln (f lg), = (fig),  (vel. 1.1.3(i1) 1) . d

1.6.12 Proposition : Ist f : R =»C stetig, so gilt :

(harg) = [[s0agJx  Vxe® .
K}iy@) (.0(7(3)]

Beweis : Irivial wegen 1.6.10: wihle £, = £ Ynew . oI

1.6.13 Korollar : Sei xe¥®; dann existiert ein isometrischer

2 -— v
. : = i = ir al
Operator Ux H Lx > QR mit Uxf Afx fir alle

stetigen £ : R =>C .

. y a 2
Beweis : Sei U f := g f(%)d(P}‘x) , fel
(0]

Jetzt 1.6.11(ii) , 1.6.12 anwenden ! [J
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2.1 SCHWACH STATIONARE PROZESSE

Schwach stationdre Prozesse werden als spezielle Folgen
im Hilbertraum ﬁ; der quadratisch integrierbaren Zufalls-

variablen eingefihrt. Ihr wesentliches Merkmal ist die

von der "Zeit" unabhidngige Kovarianzstruktur. Zeit- und
Spektralbereich, beides Hilbertrdume, werden mit den <im
ersten Abschnitt entwickelten funktionalanalytischen Mitteln

konstruiert und deren Isomorphie bewiesen.

2.1.1 Bemerkung und Definition: Sei QL eine o-Algebra auf Q und u

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2,&). Sei

X ={x: Q~>C:3 ( lx(w)!zdu(w)| < 4w},
J ,
Q

<.,.>1 XxX - C

(x,y) w JX(w)y(w)du(w)
Q

Identifiziert man Elemente x,y € X, wenn <x-y,xX-y> = 0, dann
2
erhdlt man aus X den Hilbertraum LQ der gquadratisch integrier- .

baren Zufallsvariablen in € mit innerem Produkt <.,.> (siehe 1.6.81).

Da insbesondere u ein endliches MaB ist, gilt fir c € C

S
\’
Q

2
2.1.2 Definition: Seien X, Y€ Lg:

(1) Ex := <x,1> heiBft Erwartungswert von X.

(ii)  cov (x,y) :=.<x-Bx,y-Ey> heiBt Kovarianz von x und y.

(iii) Var () := Cov (x,x)  heiBft Varianz von X.
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2
2.1.3 Definition: Seien xtELQ, t EZ:

(1) Die (zweiseitige) Folge (Xt)tez heift ein stochastischer

ProzeB {mit endlichen zweiten Momenten) und wird mit

X bezeichnet.

= Xdieqm

(ii) x heiBt (schwach) stationdrer ProzeB, falls:

FX = EX fir alle t€ Z
O t

<xo’xk> = <xt’xt+k> fir alle t,keZ

: . . . _ . _ 2 2
2.1.4 Beispiel: Sei u = (ut)tez mit <ut,us> = 6st u ! P.>O
dann ist u ein stationdrer ProzeB, der "weiBes Rauschen"
genannt wird. Dabeil ist Sgp 7 1 fir s=t , :=0 sonst.
2.1.5 Bemerkung: Sei X stationdrer Prozef:
(i) 3§ir beschridnken uns ab nun auf den Fall Exo = ]:','xt =0 Vvt .
(ii) 0}2{ T Z — ¢ heift die zu x gehbrige Kovarianzfunktion.
k <Xk'Xo>
Es gilt:
020) = ||x.|1® =var (x.) fir alle tez
X t t .
2 . .
: = = Cov 1
0§(k) <xt+k”xk> 0 (Xt+k’xt) flir alle t,ke Z
2 2 .
cx(-k) = cx(k) fir alle ke Z

2.1.6 Definition: Sei X stationdrer ProzeSB:

Der topologische Abschlug') der Menge [{xt!te Z}]l in Lz2 heiBt

Zeitbereich von x und wird mit ZB(x) bezeichnet.

1)Der topologische AbschluB einer Menge M- enthdlt alle Grenzwerte von

konvergenten Folgen mit Gliedern in M und ist eine abgeschlossene Menge.
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2.1.7 Bemerkung: ZB(x) ist mit <., (das wieder

" 128 (x) 2B (x)
mit <.,.> bezeichnet wird) ein Hilbertraum (siehe 1.2.11 (i)1!).

2.1.8 Satz: Sei x stationdrer ProzeS8;

Es existiert genau ein unitdrer Operator L(x):ZB(x) - ZB(X) so, da8

L(§)xt = X fir alle teZ.

t+1
Bewels: Die Abbildung

L:{x, {tezZ} > 2ZB(x)

X

, t ” xtéi
i;t wohldefiniert. Dazu ist zu zeigen: X, = xs:4:>xt+1 = Xgpq ¢
"Aus 1.1.2 (i) folgt
0 = th-st2.= <xt;xt> - 2Gh.<xt,xs> <X X > =
= SKpqeXeep T 2Rex x> = xg -oxg 2

Wegen <x, /X q>'= <X X > Vt,ke€Z ist L isometrisch.
L 1&8t sich nun laut 1.5.4 eindeutig auf ZB(x) isometrisch

fortsetzen; der so erhaltene Operator werde mit L(X) bezeichnet.

Sei nun y €ZB(x) = y = lim 2 (N)

N [k|skN

( ) a(N) X ) ist Cauchy-Folge

k ;
k|sky © N EN

in ZB(x) wegen ||

N (N)(N)
lk%ékN !1LISkN 3 g ¥ppo 2Re

AN N

‘tlskM lslskM S t=17%g-1

0
‘k!%lt%slgfk g

> =
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_ ( (N) P N) (M)
= Z Z a; <Xk’xl> 26212.z z a ag <xk,xt> +
k| sk !l!ékN klsky [tlsky
1T a0 s -
sy [Ty ©
2
- z a‘]iN)Xk _ z (M) t” > O .
|k sky ‘t‘SkM N,M > o
Also 3 z := lim ) a}iN)xk_1 € ZB(X)
N> |k|skyg
ab S v (N) _ . . .
er L(x)z = lim /L a, ¥ =V = L(x) ist surjektiv,
N+m\k]§kN
alsc nach 1.5.6 unitéar. O
2.1.9 BRemerkung: Es gilt (filr {L(g}]_t 1= ([L(§)1_1)t , tEN ):
x, = [Lx)1%%x_ v tezm .
t - o]

2.1.10 Bemerkung und Definition: Sei x stationdrer Prozef und

L(x) der Operator von 2.1.8. L(x) heiBt der Lag Operator

von X .
Laut 1.5.13 existiert genau eine Spektralschar mit kompaktem
Triger in [-m,7m] ,
R L BZB(X)) |
x mit
A w» P=
X _ id,.X
p-_ =0, Pz = I4 und L(x) = f e dPT .

(=m,m]
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2.17.11 Satz und Definition: Sei X stationdrer Prozef

.
s

die Spektralschar mit kompaktem Trédger
R >  ®(ZB(x))

A - P%

ist durch

(1) P:ﬂ_ = &

L. X

(ii) PF = IdZB(g)

(ii1) x, = ( exp(ikt)d(P% %)

N

|

. X _
[ { exp(lkt)dPX]xo =

[-TTITT]

I R
= | ] eXP(lK)dPK] X ) V¥V teZ
[-ﬂlﬂ]
eindeutig bestimmt. Sie heiBt:
die Spektralschar von X .
Beweis: Sei L := [ exp(ik)dP% s (iii) , 2.1.8 =
[-TTITT]
L = L(x) und P% sind durch L(x) wund (i) , (ii)

wegen 1.5.13 eindeutig festgelegt. o
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2.1.12 Bemerkung: 2.7%.11(i1i) ist die Spektraldarstellung des

Prozesses X mit "diskreter Zeit" als Integral des stochastischen

Prozesses mit "stetiger Zeit"

Pfxo : [-7m,71] > 2ZB(x)
A - pEx
ATo

mit orthogonalen Inkrementen, d.h.

<pX ¢ - ¥ x
u, o ALTO

, pX x - p% x> =0 V¥ kX
1 1 L)

o~ FX, 107gr Myl mit

A1 <y < xz <, (vgl. mit 1.1.20 (i) !)

2.1.13 Definition: Sei x stationdrer ProzeB :

X .
Die Verteilungsfunktion F_ : A > <P3x_,X > helft

spektrale Verteilungsfunktion von x (1.1.2 !y. Hat Fyq

eine Dichte fx , so heiBt diese spektrale Dichte von x

Wegen 2.1.5 gilt flir die Rovarianzfunktion von x :

GE(t) = <xt,xo>
™
_ ixt..x
= < fe dPT )XO'XO>
-
m
= { elxtde(A) wegen 1.6.8
—’n‘ -
= f efe_(nar , falls dle
-7 - spektrale Dichte

existiert.
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g : [=m,m] » R beschridnkt, rechtsseitig

stetig mit

Dann

Beweis: Sei G(A)

g(u)eluodu

]
F— 3

e |

K
Jg(k)eixtdx = 0 vV tEZ
-7
gilt g(x) =0 v A€ [-m,m[ .
A
= ,J g(u)du ; dann ist G(-m) = O =
=T

[-m,7] > R

G(mr) und G : ist stetig.

Sei K := %? G(u)du sowie H(A) := G(X) - K
Wegen des Satzes von Fubini iR gilt
T A T T
f [f gap 1 e fan = f[ jelXtdk) g(wdy , also
T T
( G(k)elktdx - f %E [elvt _ elUt] g(p)ay =
- ™
T T
it .
1

= 2 } gwan - ¢ fg(u)el“tdu = 0 v tez\o} ,

T T T
also fH(A)ei“dx = J(G()\)e“tm - K !el“‘dx =0 vtem

—"n’ --"r . - -TT

T
(fir t =0 f G(A)dx = K . 27 )
T
1) o
Siehe [5 . L .
[5] , p. 68f. ; setze elth(u) P
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Daraus folgt nun H(A) =0V AXe[=-m,7] :
T
wire nidmlich C := max |[H(\)| >0 (= I := f |H(A)\2dx >0 ),
| |sm
: -7
so existierten flir ¢ := Z%E > 0 wegen der Stetigkeit von
H : [-7,7] > €@ und wegen H(-m) = -K = H{(w) nach dem Satz von

1)

Stone & WeierstraB NEWN , a €C , lkls N , mit

ik

| BN - ae | <e v Aael[=-m,7] . Also wére
lklsN
T w
1= f 50 | 2an = }( EOOEQ - 1 aePFan s
-7 - |klsN
T T
v T ey fH(k)eledA < f EOOEM - T aetFlan + o =
|k|sN - -7 |k |sN
£ C.ege.2m = 1I/2 , ein Widerspruch !
Wegen H(XA) =0V A€ [-m,7] ist also
G(A\) =K =G(-7) =0 V A€ [~7m,7] , also
B8
f g(u)dy = G(B) = G(A) =0 VA, B mit =-msA<Bs m .
A
Wdre nun g(X) = & > O flr ein X €[-m,m[ , so existierte ein 8

mit XA < B8 £ mund g(u)> §/2 v u€[r,B8] , da ja g rechts-

seitig stetig ist. Also wdre
8
{ g(wdu =2 §/2.(8=Xx) > 0 , Widerspruch !
A | |

Daher gilt g(})

A

OV xe€[-m,7[ ; ebenso zeigt man
g(x) 2z 0V Ae[-m,7[ , woraus sich die Behauptung
ergibt. O

b vgl. 1.5.10
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Satz: Sei x stationdrer ProzeB mit Kovarianzfunktion

Beweis:

/A B >

M N

Dann ist die spektrale Verteilungsfunktion

Fx von x die einzige monoton wachsende, rechts-

seitig stetige Funktion mit lim FX(A) =
At=T - =
. 2
= Fym =0y B o= ixg | und

ilt _ 2
f e TAF, (A) = o () Y tEZ

[—'IT,')T] -

FX hat die oben angegebenen,Eigenséhaften (siehe 2.1.13 1)

—

Sei nun F monoton wachsend, lim F()\) =

5 At=T _
F(-m) =0, F(m) = /=g |l und
f e tar(ny = oi(t) | V teZ .
Fro,m] -

Wegen des Satzes iiber partielle Stieltjes-Integration Y
gilt

iXtdF(X) - eiﬂtF(ﬂ) _ e—lﬂtF(_W)

(
- f F(A) (it)eixtdx = (-1t Il x H2 - D= it f F(K)eiktdx
/7] ° [=7m,m]

und die analoge Gleichung mit ’FX statt F , sodaB
‘rf— .
laut Voraussetzung gilt: it [ F(A)elktdx =
-
Ui
t 2 ~ . it
= (=1) HxOH - o}é(t) = it JF}_{(A)e dx VteEZ,
-7

1)

Siehe [5] , p. 73f.
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i
also [[F(X) - F_(N)] e. dx = 0 Y te ZN{0} . (=)
T

i
Sei C := [[F(A) - FX(A)] dx sowie
T

g(X) == F(A) - FX(X) - C

dann ist g rechtsseitig stetig und es gilt wegen (%) und

T .
{ c etaxn = o v t € Z\{0}
T
T
[ gme*tar = o v tem .
%.
Nach 2.1.14 ist daher g(Xx) = 0 VXE[—W,WL , also ;
F(A) - FX(X) = C YAE[-7, ] ,
speziell O = F(-m) - Fx(4ﬁ) = C
= F(A) = F_(}) YAE[=-7, [ ,
was zusammen mit F(m) = HXOHZ = F_(m) die Behauptung ergibt o

2.1.16 Korollar: Sei x stationdr, f : R -~ [0,+ [

beschrdnkt, integrierbar mit

(1) f(A\) =0 VvAé[-m, 7] und
i
f it 2

(ii) J f(\)e dx = cx(t) v tE & .
—‘n’ -

Dann ist £ eine spektrale Dichte von X



&
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A
Bewels : Sei F(A) := J f(u)dy ; dann ist F
-7
wegen |F(B) - F(a)| s lSuplf(u)‘.lB - al stetig und
s

wegen f(p) 2 O v u€eR monoton wachsend. Analog zum Beweis

in 2.1.14 ( mit f bzw. F statt g bzw. G ) ergibt sich

™
LAt~ Tt 5 1 2
J F(\e ax xS o§(0) - T OE(t) vV £ € Z\10} ;
m

andererseits ist jedoch analog zum Beweis in 2.1.15 wegen

F(wn) = oi(O) und F(-m) =0
f ap(xy = (-1°F Gi(O) - it[ ryeirtar veezm |
[-m,m] - [=m,m]
irg 2 "
sodaf man e dF () = cx(t) v t € & erhdlt,
[—'!T,‘IT] -
‘also nach 2.1.15 F = Fx , was zu zeigen war.

2.1.17 Beispiel: Sei u wie in 2.1.4 weiBes Rauschen.

Sei Oi/Zﬂ , xel-m,m]
fE(X) 1=
o) , A g[-m,m]
_ T
. it _
Dann ist fu wegen [e dx = 2ﬂ60t und wegen
- -

2.1.16 eine spektrale Dichte von 4 .



7.1.18 Bemerkung und Definition:

r = .
A-X H FX ¢ IR —+ R
- o]

X
A B <P >
o’ %o

ist nach 1.2.2 Verteilungsfunktion eines endlichen MafBes

Mo = ux auf (R,5). Wir sind damit in der Situation von

= o)

1.6.8, wo der Hilbertraum Li 1= Li (mit a= -m, B=7) defi-
= o}

niert wufde. Li heiBt der Spektralbereich von x und wird

mit SB(x) bezeichnet.

2.1.19 Satz: Sei x stationdrer ProzefB:

V(x) : SB(X) > ZB (%)
ﬂ
X
f s ff(k)d(Pxxo)
—’n’ i

ist isometrisch und bijektiv.

Beweis: DaB V(Xx) Isometrie ist, wurde bereits in 1.6.13 gezeigt,

damit bleibt noch die Surjektivitdt zu peweisen (die Injektivi-

tat folgt aus ||[V(x)y - V(x)z [|= lly-2 1.
x. = [L(x)] tx wegen 2.1.9
c x o .
™
_ i, %Xt
= [_£ e dPX} Xo wegen 1.6.2
m
= (J e“tdp-;ixo) wegen 1.6.3{(iv)
T-Tﬂ.
= felXtd(ng ) wegen 1.6.11
: ATo
T
ki1 .
X y
= )fet(x) ap¥x)) = Ve,
T
wobei e, s[=m,m] > e
ine (e € SB(x) !).



’ Sei y€ZB(x) = y = lim L aliN)xk ; seien
N+ |k| €k
N
£ s= Z a(N)ek € SB(xX), NEN; da V(X) isometrisch ist
- N k| sx k - ~
- N
und V f = ) a(N)x -~ vy gilt, ist (f.) Cauchy-
- =N N '
e folge in SB(x), also 3 £ := lim fN € SB(X).
i ) - N+
Es gilt V(xX)f = 1lim V(x)f = y , also ist V(X) surjektiv. O
. N
£ 2.1.20 Bemerkung: Wenn eine isometrische, bijektive
Abbildung zwischen zwei Hilbertr&umen
existiert, so heiBen diese isomorph ;
2.1.19 besagt also :
O
Der Zeitbereich ZB(X) und der Spektralbereich SB (x)
eines stationdren Prozesses x sind zueinander
isomorphe Hilbertriume.
2.1.21 Proposition: Sei x stationdrer Prozef:
(1) £ € sB(x) = e, f € SB(x)
(11) (L) 15 V£ = V(x) (e, f) v tez
Beweis: (i) folgt aus |(e £) ()| = let f(k)] [E(N)] vAae [=m,7]),
- (i) v@Eezx ( m>f=un 1 aVe ) =
N+= |kls k
N
V(x)f = lim Z aéN) Xy =
N> k| ky
. = [L(z’{_)]t V(x)f = lim ) (N)Xt+k =
. N+m[k|gkN
= lim z a}iN) V(x) (et+k =
N—»oolk\gkN

' . (N)
= vix) (lim . aMe e ) = v(x)(f.e )
T Nee|k|skg * K F = £
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2.2 LINEARE PRADIKTOREN UND WOLD - ZERLEGUNG

Das Problem der Prognose stationdrer Prozesse mittels
linearer Prddiktoren wird angeschnitten und gezeigt, daB
der Orthprojektor auf einen Teilraum des Zeitberetiches
den besten linearen Prddiktor liefert. SchlieBlich wird
die Zerlegung eines reguldren stationdren Prozesses n
cinen indeterministischen und einen rein deterministischen

Teil dargestellt: die Wold-Zerlegung.

2.2.1 Bemerkung und Definition: Sei X stationérer

Prozef und Jkt der topologische Abschlu8 von

{{xi[i <t}] in ZB (%) (also ein abgeschlossener

Teilraum) Vv te€Z

Eine Abbildung

P {xtl'teﬂ} - ZB (x)

mit

p(x e My v tEeZ

heiBe ein linearer Pradiktor fiir x. Natlirlich soll

Xy durch p(xt) mdglichst gut approximiert werden.

Vom besten linearen Pradiktor verlangen wir, da8 erx

den mittleren quadratischen (Prognose-) Fehler

E(lxt - p(xt)(zi = E([xt'-'p(xt)l [xt - p(xt)})

<X - p(xt),xt - p(xt)>

%, = ple) i

minimiere. Wegen 1.1.8 und 1.,1.18 ist der beste
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lineare Pradiktor p damit eindeutig bestimmt

und es gilt

) vV teZ ,

wobei P _, : ZB(x) > 1ZB(x) der Orthoprojektor

auf J*t-1 ist.

Sei u X, - p(xt) = X, - Pt—1(xt)’ t€Z; dann

£ t t

heigt u = (u.)

der InnovationsprozeB des Prozesses X .

Yltem

2.2.2 Satz: Sei x stationdrer ProzeB8, u sein Innovations-

prozeB;
Dann gilt:
(1) u ist stationdr, genauer: EFu, = O v t€Z und
(ii) es gilt:
Cov (ut,us) = <ut,us> = qi ‘dst vVs,teZ, Gg 2

(Fir o > O 1ist u also weiBes Rauschen !)

o

‘o . 1 (N)
Beweis: (i) p(xt) E‘Mt—1 =2 p(xt) = lim L_ SIS S
No>w k=1
= <p(x.), 1> = lim ) aéN) Xi_pr 1> =0
Noo k=1

wegen Ext =0 vV t€Z

Also ist Eut = <Ky, 1> - <p(xt), 1> =20 vV te Z
y _ , o (N)
(11) Lx)p(x,) = lim 2- ay Xi e € My '

. Now k=1 ,

andererseits gilt fir

™

s en, (z=1im I p®

X - und )
Noow k=1 X t+1-k
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oy
(L)1 'z = éiﬁ E=1béN) X, € Mo
Also ist wegen Xipq = L(}_g)xt » 1.5.2 (1)
lxeer = 2 = llxg - (217 2
>z - pxpll = thg - Lxpx)l v Zéﬂt\{L(gi)p(xt)}

woraus mit 1.1.8 , 1.1.18 wegen L(g)p(xt) E,Mt

L(x)p(xt) = Pt(xt+1) = p(xt+1) folgt .
Also gilt
L(}_{)ut = L(}_g)xt - L(g)p(xt) = X9 p(xt+1)_= Uiq V t€ Z
also | u, = [L(g)jtuo Y t€Z , woraus
<ut,ut> = <uo,uo> =: o; z2 0 Y tEEZ folgt
Ist nun s<t, so gilt ug =»xé - p(xS)E J&t_1 'w§gen

p(xS)EUHS_1g }Lt—1 ' also u, = P u nach 1.1.18 .

t-1"s
Also gilt <us,ut> = <Pt,us,xt - Pt—1(xt)> =
= PeqBgrX? T P qUgi®e> = 0 C

2.2.3 Definition: Sei x stationdr mit InnovationsprozeB8 u .

fonY
{1

, . 2 )
X heiBt requlidr, falls GEI>O ; also falls u weiBes
Rauschen ist (vgl. 2.1.4 , 2.2.2 !), andernfalls heiBt

x rein (linear) deterministisch. Nach 2.2.2 gilt in

diesem Fall ut = O Y t€EZ .
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2.2.4 Lemma: Sei u weilBes Rauschen,

dann gilt
. N <x,u;>
x = lim L .___21 uy YX€ ZB(u)
n>e  [if <n o4
“+co
z <x,ui>
(schreiben x = 5 u, )
. o i
j==c u
Beweis: (i) Sei Y _ := [{u, | i <n}] ; dann ist

Y4 ein abgeschlossener Teilraum in ZB(u), da:

- (N) > .
vy T ‘ilzgnai u; € Tn , vy e v € ZB(u) =
(N) _ 1 . =.
oy = 8:2- <vgr uy> e E;f vyug > o= cxie c
_ 2 (N) _ 02
= HVN lilzgn aiulﬂ = H M én(ai ai)ui”
= < z (a.(N) - o)., Z (OL.(N) - adu.> =
‘(ilg 1 1 1 ‘j!én J ]
) ) (a(N) a,) (@ (N)_ ) <u,,u,> =
lsn Blen T * *
£n = -
=% v = E o, EY~
den BT
.. . _ <X ,ui>
(ii) Selen y_  := 4l en Tui. ETn ,

g = Y = = i1t
L X Yn Yy nelN gi

<y_,z2> = Z pRaTA-> 2 <u,,X -y > =
n n ‘l-l <n Uu 1 n
_ 3 | <x,uj> 2 ) 5 <K,UP XN g
o} i’ 3

052 ou2

|i| sn u il sn |3|¢n
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o =P = lly, + 2 P = P+ 2®esy 2 + Iz )* =

) Jo<x,up  IE O

\2
fsn J3sa %w® %7

<ugeug> 4 nzn[ z

) |l<x,ui>]2

[\

YV nEN =

| ©
<xX,ui> 2
= 3 lim . : s x|
o]
n»e |il $n u
2 2 < xX,uyq> 2
(iii) m<n =y -y [I" = || u f|® =
: m n m<|il<n u? 1
> .
= z l<Xlu]_ ‘ > 0 = 3y := 1im yn = ZB(E‘)
m<[ilgn Og. n,m-—+x o
. N
Sei z €2ZB(u) beliebig = z = lim ) aé )uk
N+ !k}-kN
v
= <x-y,z2> = lim L aéN) <X,Uk> -
N k| sky
<X ,q4>
- 1lim Z aéN) lim z ——Lfi— <ui,uk> =
N> K|k n+e flsn %u
z (N) z (W) §
= l1lim a <x,q,> = 1lim ak <x,uk =
N> s ky k k N-o [ s kg
i
= x-y € ZB(u) n [zB(w)] = {o} =
<X u.>-
=+ x = lim 1 = .,
n+ |ijsn Oy
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2.2.5 Satz und Definition (Wold - Zerlegung)

Sei x stationdr und reguldr mit Innovationsproze8 u

.
7

dann existieren stationdre Prozesse v = (Vv.)i cm und
\Lq:(wt)tEZZ mit EVt = E’wt = 0 YVt€EZ , sodaB gilt:
. - +
(1) X Ve W VtEZ
(i1) v ist rein deterministisch
(iid) <us,vt> = 0 , <ws,vt> = 0 ¥V s,te 7
..
(iv) W, = —= . <X_,u_ > u__ YtEZ
£ 02 " gap ¢ OETRT Ttk

v heiBt deterministischer Anteil von x ,

w heiBt indeterministischer Anteil von x .

. © R Ak >
Die (von t unabhingigen) ¢, (x) := _?L_.;_}L
Oy

heiBen die kanonischen Parameter von x

Beweis: Wegen u_ €ZB(x) Vt€Z ist klarerweise ZB(u) ein

t
abgeschlossener Teilraum von 2B(x); sei P der OP
auf ZB(u) sowie w, = Px_ , t€Z . Dann gilt fir
Ve = X - W, klarerweise (i}. |
+ . .
Wegen v_ € [ZB(u)] (vgl. 1.1.18 !) vt€ Z ist (iii) klar.

t

Nun zur Stationaritédt von v und w

Wir wissen bereits (vgl. Beweis von 2.2.2 !)

]S

{L(x) U, = u... Vt,s€Z , sodaB
(s =1, z€ZB(u) => z = lim ) a}iN)ut_k =
N+mlk|§kN
= L(x)z = lim ) a]iN)ut_}H_1 €ZB (1) )
' N> [k|s kN

L(x) [2B(w)] &€ ZB(u) sowie

( s= -1, analog oben )
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L) B = (L(x]1”' (2B(w] < 2B(w) gilt,
also nach 1.1.19(vi) L(x)P = PL(x) ist
Daraus fblgt Wi = PL()x, = L(X)Px, = L(x)w, V t€Z
und Vigq = Lig)x, - L(yw, = Lx)v, v tEZ .
Klarerweise sind nun v V> = LRIV, Lx)v,> = Ver1Veiq”
YV s,te Z
sowie <wt,ws> = <wt+1,ws+1> vs,te Z sowie
¢ v, rw, €ZB(x) =% ) Ev, = Ew_ =0 V tEZ ,

also sind v und w stationar .

Da w, €zB(u) und u laut Voraussetzung weiBes Rauschen ist,

gilt nach 2.2.4

Wi, U5 2
w, = il L SR V tEZ .
t G..2 -
i=-c u =
Es gilt nun
<wt,ui> = <th,ui> = <Xt’Pui> = <xt,ui> wegen Pui
N LX) » : $ . =
und fir t<i wegen xtEJ\.{i_1 ( P1-1xt X, )

Also gilt (k = t-i gesetzt = <x,,U, _, > = 0O Vv k<0 )

> u v t EZ ,

<X, ,u e-k

w, = Y _
t 022 k=0 £’ Stk

womit (iv) gezeigt ist .

a,

1



Weiters ist wegen [L(X)] tu_k = Uy (Beweis von 2.2.2 1)
<% a >
£t/ ek~ _ KgrU-x> - a s
2 = —5 = ck(>_<) von t unabhéngig
Somit bleibt nur noch ({ii) zu zeigen :

Sei 7Y_ der topologische AbschluB von [{vi | is t£}] in 2ZB(x),

t
Qt der OP auf den abgeschlossenen Teilraum Tt , teZzZ .
. . 2
Dann gilt zunidchst wegen HQthH = <Qw_,w > = O
. Ciiy
(beachte Qtws EYt sowie (iii) ! )
ths=QtVs v se Z .
RKlarerweise ist auch <vt,xs> = <vt,vs+ws> = <V V>, sodasi
fir ss t ( = vse‘(t = Qtvs=vs) gilt :
Vew1 T QVes1r¥s® T VipqeXg? VierqrQe¥g> =
= VgV Vip1:QeVg> = 0
also Vipq T QuVisr & WMy
<X ,u.> ha | 2
. _ or-o - |0 - .
Wegen (iv) und co(>_<) = == %2 1 1ist
Vg T ¥ T Vg T Xg T Ug T ) Cx B Vg =
k=1
= Pgoq¥g T z_ Cp(®lug o € Mg g
k=1
<
also Vsej{t Y s £ t+1 , = Ttﬂg“)‘kt = (Y CT‘tH )

QeVesr € Teaq EMe ™ Vipq 7 QlVeq e B
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Falls
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_ n _
Ve €~Mtrw J&t = {o} , also

E‘Yt sein muB, was zu zeigen war .

i x reguldrer stationdrer ProzeB mit

Viltem
vt €EZ gilt, heift indeterministisch

a
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2.3 LINEARE FILTERUNG; ARMA~-PROZESSE

Eine wichtige Methode, aus einem stdtiondren Prozel
einen anderen zu erhalten, ist die der linearen Filterung.
Die theoretische Beschreibung dieses Vorgangs ist aufgrund
der bisher entwickelten Hilfsmittel sehr einfach:
der linearen Filterung im Zeitbereich entspricht die
Multiplikation mit dem Absolutquadrat der Transferfunktion
im Spektralbereich. Auf dieser Theorie aufbauend werden
Fragen nach Extstenz und Eindeutigkeit der wichtigsten
Spezialfille stationdrer Prozesse, ndmlich autoregressiver
( AR- ) , Moving Average- ( MA- ) und autoregressiver
Moving Average- ( ARMA- ) Prozesse geldst und deren

spektrale Dichten berechnet.
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2.3.1. Definition: Der stochastische ProzeB8 y geht aus dem
stochastischen Proze8 x durch lineare Filterung hervor,
wenn y eine Darstellung der Form

. (N)
y, = 1lim Z a X ’ t€ Z besitzt.
t N0 'klﬁk k t+k
N

2.3.2. Satz: Ist x stationdr und geht y aus x durch lineare
Filterung hervor, dann ist
(1) auch y stationéar
(ii) Z2B(y) ein abgeschlossener Teilraum von ZB(X)
(iii) L(y) = L(x) lZB(y)

. Yy _ X -
(iv) Py = lema( ) YAER
Beweis: (i) Ey, = E(limE a}iN)x )
—_— o 1| t+k
N- lK‘SkN
= 1lim Z a}iN)Ext+k-O
N—>oo1k§sk.N
Ty ge gy =ln L] N o M2 (st
Mabekl<k | Tlck, %
s . (N)
(ii1): LWy, =y = lim Z X =
Ve et T 0T e - % Fe+1+k |
- lim L 2™ Lx,, = L& ln I M
wm{k}gkN - - I\]—mllkigkN
= L(x)yt vte€ Z , woraus nach 2.1.8
Liy) = L) !ZB(y) folgt.

(ii) ist wegen y, €2ZB(x) Vv t€z trivial.
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(iv): Sei PEG(ZB(x)) der OP auf ZB(y)
Wegen (iii) gilt L(§)(ZB(X))u[L(g)]*(ZB(g))S;ZB(Z),
alsoc nach 1.1.19 (vi)
L(§)P = PL(§) , woraus nach 1.5.14

ppX = P;::‘P VAER , also nach 1.1.19 (vi)

A
p¥ (2B (y)) € 2B(y) V¥AER folgt. Wegen 1.2.11 gilt

: . .:’.{f . - -
daher mit Py := BF, 7B (v) E&(ZB(y)), AER: P_ﬁ—Qy Pﬁf;dZB(y),
r .
' = = z = ix
L{y) L(§)|ZB(y) j dgx)lZB(y) Je dP
woraus nach 1.5.13 Bg = B folgt. o

2.3.3. Satz und Definition:
Ist X stationdr und geht y aus X durch lineare Filterung hervor,
dann existiert genau ein féESB(x), ndmlich f—V(x) 1yo, sodaB gilt:
A X
y, = J et £ arf x, . tem (%)
o [emm]
und umgekehrt wird flir jedes f€SB(x) durch {(#*) ein stationdrer
ProzeB8 y definiert, der aus x durch lineare Filterung hervorgeht.
f=V(§)_1 Yo heiBt Transferfunktion von x nach y.
Beweis: Es gilt 1lim ) a(N)xt+k = lim ) 'aﬁN} Vigle , =
E— N-»co[k]ékN N+eo|k|_s_kN
) (N) (N)
= V(x)lim L a, e.e = V(x)(et lim ) a, ek)=
N+ IklskN - N> | k| gk
= f éﬂt lim Z (N) irk dg?xo

(=] Nl s"N

[ellt £(\) dgéxb , wobei alle Limiten existieren.

["TFITT]
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" =" definiert man £ durch 1lim z a(N)ek
N-»| k| sk
N
- X ; = 71
v, = J £(\)d(pfx) folgt unmittelbar £ = V(x]' v,
{—TT/TT]
gilt : f€E€SB(x) = V(x)f€ZB(X) = V(x)f = lim a, Xy
Nre k| sk
f = 1lim Z a]iN)ek , woraus "< " folgt. O
N-+=lk|sk
N
Satz: Ist £ die Transferfunktion von X nach vy , so gilt
» v - X
(1) Bl v, [ fonaisy)
[-TTI)\]
(1) F_(n) = f 1£(w) |2 aF, ()
v » X

(=7, A]

(iii) Ist fX eine spektrale Dichte von x , so gilt

weiters:

£ = |£]%s
X X

ist eine spektrale Dichte von y

Dazu bendtigen wir das fclgende

2.3.5.

Lemma: f’ESB(f) = V(§)(1[—N,A]f) = QF V(§)f

Beweis:

fess(x) = vwe=1ln L aVx = pfv-=
‘ N->=|t]sk
N
. (N) £ X =
= lim 1 a L@l F x)) =
N> | ] sk
= 14 (N) = X =
= lim I a M (L] ae¥ x ) =

N‘*mlt‘ﬁkN ["‘TT,)\]



{

M

= lim

= Llim 2

N+m1t|gkN

= V(x)( lim

N+ | t sky

Beweis von 2.3.4

)
N+wltlskN

- 111 =

(N)[

£ 1 v (1 4y ) = (2.1.1400 1)

L (1)

£ VGO )

4 ()

Y :
PR SV I R

~ Ly = p3y, = pX
(1) P PI¥q P3

Yo 3 V(x)E =

| « ) y
f Top a](WEMARIX) = f £(u)d (PEx,)

[—TrITT]

(ii): Fy(k)

{,_Trl >\]

Yy = X
<PX yo,yo> = < PK yo,yo>

2 v(x)E,E 5=

= <P¥ V(x)E, V(X)E>=<V(x) P}

A

<1[-w,k]f'f > (wegen 2.3.5.)

[ e |? ar )
(=732 ] -

(iii): Polgt unmittelbar aus (ii) . o

2.3.6 Rorollar

Sei x indeterministisch, ck(g) , ke u { o}
seine kanonischen.Parameter, u sein

InnovationsprozeB. Dann ist

LS

"i)\k |2 ,XE[-TT,TT]

‘l'icggne

k=0

[ &)
3

O

sonst

eine spektrale Dichtefunktion von x
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Beweis: X indeterministisch, 2.2.5 =

[oe)

xe =we = [ oop®ugy, Y EEZ , u= (Wiey
k=0

weiBes Rauschen. Flr () c_k(g) ;, ke&e{~-N,...,0},
a i =
K 0 , kKE {(1,...,N)

. . (N)

ist X = 1lim a u vV tEeEZ& '

t N-roo lk%éN k t+k

also geht x aus u durch lineare Filterung hervor.

Nach 2.1.17 , 2.3.5(ii) ist daher
o‘ o]

2
u’ —-i k | 2
= | ) ¢ (x)e |
2T k=0 k=

eine spektrale Dichte von x , da

— - 2
f§(x) = = fg(x>lf<x>l

£(X) := 1 ¢ (x) STAK die entsprechende

Transferfunktion von u nach X ist. 0

2.3.7 Satz: Seien X = ( ) y = stochastische

rem ! Ye) pem

" Prozesse mit zweiten Momenten, X stationdr.

Xy

Dann sind &qguivalent :

(1) y geht aus X durch lineare Filterung hervor.

(ii) x und y sind stationdr korreliert , das heiBt

<Xt+k’ys+k> = <xt,ys> Y k,s,t € Z
urnd es gilt Yt € ZB(x) YV t€ Z
Beweis: (i) =0 (ii) : Sei £ die Transferfunktion von X
nach vy = Yo = Vi) (f.e ) V sez =

= <Xt+k’ys+k> = <V(§)et+k,V(§)(f.es+k)>

lf"es+k)x0 = (et+k—s—klf)xo = (et—sif)xo

(etIf.es)Xo = <X, ,¥.,> VY s,t,k €2Z; klarerweise

(erix

1]

gilt Y. € ZB(X) Y tEezZm .
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1

(1) yOGEZB(ﬁ) = £ := V(§)— Yo € SB(x) ,

2.1.21(1) = e_f € SB(x) = V(x)(ef) € ZB(X) ;

aber

= Yoirp> - (2l

o)

2.3.8 Satz:

Dann gilt:

Beweis:

<yg — VIR (e f),x > = <y_,x > - (esflet>x =
' 0

= <yo,xt_s> - <V(x)f,x >

t"'S)X t-s

0
ViEZ = y_ - V(x)(e ) € 7B (x)N [28 (x)T= (o}

Yg = V(§)(esf) VvV s €Z , was nach 2.3.3 alles zeigt. D

Sei X stationdr, y gehe aus x durch lineare
Filterung hervor; sei £ die Transferfunktion von

X nach y , es gelte

1 1

B A > 0 € SB(x).
(1) X geht aus y durch lineare Filterung hervor
(ii) ZB(x) = ZB(y)

(iii) % ist die Transferfunktion von y nach x .
Nach 2.3.2 (ii) 1ist ZB(y) ein abgeschlossener
Teilraum von ZB(x) , weshalb alle folgenden
Grenziibergdnge (auch in SB(x) oder SB(y)) un-

problematisch sind:

% € SB(X) = (vgl. mit Beweis von 2.3.3 !)

= % = 1lim z a}EN)ek ; nach 2.3.3 gilt
N-= K <k
= - = 1 =
X, = Vix)(e) = V(x)(g.f.e) =
= 1m I 2l v(x) (e .fie) =

Noe o klsky

. (N) |
= lim y a V(x)(f.e,_ )
Nove RISKN k t+k
. (N)
= lim Z a Yy v tezZ |,
Nerco p{lgl k t+k
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womit (i) und wegen 2.3.2(ii) auch (ii) gezeigt ist.

(1ii) folgt aus

V(Z)(%) = 1lim Z aéN) V(z)ek = 1lim Z a}((N)yk =X, -
N>~ k| sky N> [k < ky 5
2.3.9 Satz: Ist f : [-7,7] > @ und auch
% [-m, 7] >~ €& stetig

(gilt genau dann, falls f stetig und £(X\)F O vAe([-7m,m] ist),

so gilt fir stationdre y = (yt)tE 7 :
Es gibt genau einen stationdren Proze8 x = (xt)tE z Wit
V(g)(f.et) =Y. Yyte &,
N 1
n&dmlich X, = V(Z)(f'et) , te Z

$ €SB(y) und 2.3.3 gilt fir
V(y) (gee) . tE€T

Beweis: (1) Wegen

Xt =

X = eht aus vy durch lineare Filterung her-

X liemg 9 4
vor, ist also nach 2.3.2(i) stationdr. Jetzt ver-
tauschen wir die Rollen und y in 2.3.8 und

X
= f € 8B(y) ; dann folgt mit 2.3.3

l...A

beachten

—
Hhi—
~

Yo = V() (f.e,) vteEZ .

(ii) Sei umgekehrt x stationdr mit

V(x) (f.e,)

Ve VtEZ ; wegen 2.3.8 und

% € SB(x) gilt nach 2.3.3

X, =vV(¥)(%.et) . a
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2.3.10 Korollar und Definition: Sei u weiBes Rauschen, seien
p,a€EN U {0} , ao,...,ap,bo,...,bq e €
; 4
mit aoapbobq‘T 0 und
p .
£f(A) := z ake”l>\k % 0 Vv AE[=-7T,7]
k=0
Dann ist durch
g q
a, x = Z b.u,__. vV teZ
k=0 kT t-k =0 jt=3
ein stationdrer Proze8 X = (xt)tEZ eindeutig festgelegt;
dieser heiBt ARMA-ProzeB der Ordnung (p,g) .
Wir schreiben X = ARMA(aO,...,ap;bo,...,bq;g)
- Beweils: f, % ¢ [-m,m] - @ sind stetig;
falls x stationdr ist, gilt

p

E a x,_, = V(x)(f.e)) vt EZ .

k=0

) !
Seien Yy = .Z bjut—j , te®Z , also
3=0
Y, = V{u) (g.gt) T YtEeEB
9 —i)-
wobei g: A ) b.e J € SB(u) ist.

j=o J

y geht daher aus u durch lineare Filterung hervor, ist

also stationdr, alles weitere folgt aus 2.3.9 . )



2.3.11 Definition : Sei

X = ARMA (ao,...,ap;bo,...,bq;t_l) :
(1) wenn p =0, a = 1 ist, heiBt x MA-ProzeB der
Ordnung g , schreiben Xx = MA(bO,...,bq;g) ;
in diesem Fall ist
X, = ? b.u . vV te#& .
£ 320 3 3
(ii) wenn g = O, bO = 1 ist, heift x AR-ProzeR der
Ordnung p , schreiben Xx = AR(aO,...,ap;g); dann
gilt
I
a, x = u Y te & .
k=0 kTt-k t

2.3.12 Satz: Sei x = ARMA(aO,...

12 Ibol --lbq”_-_l) H
q 0
02 l Z b.e—lk]t
& j=o’ Ael-m, 7]
dann ist A " P 2 ! 7
z -iik
2r | a, e |
k=0
f A 4
X
L 0 sonst
eine spektrale Dichte von X
‘ P s
Beweis: Seien f{A) == 2 a e irk
k=0
o % ~i33
£,(A) 1= —= | ) bye |
Y 27 j=0

dann ist nach 2.3.4(iii) und dem Beweis von 2.3.10
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fZ eine spektrale Dichte von y , weshalb wegen der Stetigkeit
~von £ und % sowie wegen 2.3.9 folgt :
T T
it
it e
( e f.(Mdx = f — £ (Mdax =
-7 z -1 | £(N) | Y
it |
_ e 1 _ 1,1 _
= f T T sz(A) = (et.f 1 7 )yo =
[-TTITT]
. wir ey L v Q> = <xx > = 0al8) Y tem
y)lg-eg) » VY £’ %o x
Nach 2.1.16 ergibt sich daraus die Behauptung . o
2.3.13 Korollar:
(1) x = AR(aO,...,ap;:) =
02 ‘
) g |
D e , 2 AE [—’TT,TT]
2m| ) k * l
£ : A X k=0
£
) sonst
-
ist spéktrale Dichte von X
(ii) X = MA(bO,...,bq;g) =
2
Gu 9 )
i .2; | !b e—lxj\ , A€ [-m,m]
3=0
fo: A w2
.S
L 0 sonst
§ .

ist spektrale Dichte von

-
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