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Ziel und Zweck dieser Arbeit ist es, die Ansitze der
sogenannten "evolutionidren Spieltheorie", eines Zweiges
der theoretischen Biologie, mit einigen Aspekten der
( menschlichen ) nichtkooperativen Spielthecrie zu ver-
gleichen und - wenn méglich - einzuordnen. Nach einer
Ubertlicksartigen Zusammenfassung der dazu notwendigen
Resultate {iber nichtkooperative Zweipersonenspiele mit
unvoilsténdiger Information werden zunichst symmetrische
Evolutions- bzw. Lernspiele modelliert uad mit einer
Dynamik versehen. Sodann werden die Eigenschaften der Fix-
punkte dieser Dynamik - die "dynamischen Gleichgewichte" -
mit denen des Nash-schen Gleichgewichtsbegriffs verglichen.
Als Anwendungsbeispiel wird die Dynamik des verallgemeiner-
ten Zermirbungskampfs niher untersucht. ‘

Asymmetrische Konflikte werden nun dhnli~sh wie im
symmetrischen Fall modelliert und dynamisiert, analog
asymmetrische dynamische Gleichgewichte eingefﬁhrt und
schlieBlich als interessanter Spezialfall eine Situatieon
partieller Indifferenz im Rahmen der Spieldynamik unter-
sucht.



The aim of this paper is the comparison of the methods
in the so-called "evolutionary game theory" used receantly
in theoretical biology with some aspects of the ( human )
noncooperative game theory and - if possible - the classi-
fication of some notions in that theory. Some needed results
on noncocperative two-person games with incomplete information
are specified and, in the first instance, symmetrical evolutionary
games are introduced and supplied with a dynamic model.

The properties of the fixed points of this dynémic -
- the "dynamic. equilibria" - are compared with that of the
Nash-equilibrium. As an example of application, the dynamic
of the so-called generalized war of attrition is investigated
further.

The dynamic of asymmetric conflicts and asymmetric
dynamic equilibria are introduced in a similar way to ths
symmetric case. As an interesting special case, a situation
of partial indifference is studied by means of the developped
game dynamic.
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0. Einleitung
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Un die Methoden der Mensch- und Tier-bezogenen.Verhaltensﬁissen-
schaften zu vergleichen und - nicht zuletzt - auch voneinander
abzugrenzen, scheint es von allgemeinerem Interesse zu sein, gewisse
Modelle der theoretischen Biologie, die sich mit Evolution befassen
und sich dabei gpieltheoretischer Begriffe bedienen, mit den Konzepten
der'"klassischen"LSpieltheorie, die ja menschliche Konflikte zu
modellieren versucht, in Zusammenhang zu bringen.

Zu diesem Zwecke sei zundchst etwas nidher auf die in neuerer Zeit
vor- allem in den angelsdchsischen Lindern entwickelten und ver-
breiteten Zugidnge zur Populationsgenetik eingegangeﬁ,( einen
leicht zugidnglichen Uberblick vermittelt C4] ):

Die vielfach in der Natur beobachteten scheinbar altruistischen
Verhaltensweilsen der Individuen gewisser Tierarten wurden manchmal
als Resultat der sogenannten "Gruppenselektion® erklirt, was
bedeutete, daf sich nur diejenigen Gruppen von Individuen im
Daseinskampf durchsetzen kdnnen, die geniigend altruistisch
veranlagte ( manchmal sogar sich aufopfernde ) Individuen umfassen
Diese Theorie erschien jedoch nicht unwiderlegbar, zumal sie die
Existenz der "Gruppe" als Objekt der Evolution postulierte, was
nicht unmittelbar einsichtig ist.



Die Theorie der "Genselektion" hingegen falt das Verhalten
der Individuen in gewissen Konfliktsituationen als durch inre
Erbanlagen bestimmt auf und meint, dai die Gene der Evolution
unterworfen seien. Es konnte fir ein Gen also durchaus vorteil-
naft sein, ein altruistisches Verhalten des Individuums, das es
in seinen Erbanlagen trigt, zu veranlassen, etwa indem sich
dieses fiir seine nidchsten Verwandten ( die mit grofer wahr-
scheinlichkeit dasselbe Gen ebensc in ihren Erbanlagen haben )
aufopfert. Die Gene kidmpfen gewissermalen "auf den Ricken
der Individuen" ums Dasein.

Die aus einer Konfrontation zweier Individuen erwachsenden
Vor- oder Nachteile filir diese werden nun als Auszahlungen
quantifiziert - womit bereits ein Fachausdruck aus der Spieltheorie
gefallen ist. Weiters kann man etwa die ( genetisch bestimmten )
Verhaltenswelsen mit ( reinen ) Strategien, Konfrontationen mit
Partien des "Evolutionsspiels" oder Aufschlisselungen der
Bevdlkerung bzw. des Genpools nach Verhaltensweisen bzw. Genen
mit gemischten Strategien identifizieren. Diese und dhnliche
Ansitze beruhen im wesentlichen auf der grundlegenden Arbeit
[7] von J. Maynard Smith.

Um den Evolutionsprozel zu modellieren, bedient man sich
dynamischer Systeme, die ( im Sinne des Evolutionsprinzips
Darwins ) gewdhrleisten, daB® sich der Anteil eines Gens,
das eine in gewissem Sinne vorteilhafte Auszahlung hervorruft,
im Genpool vergrélert. Aulerdem werden manche unter dieser
Dynamik stationidre Bevdlkerungszustinde "evolutiondr stabile
Strategien" ( ESS ) genannt, man sieht also, dal eine ganze
Reihe von spieltheoretischen Begriffen auftreten.
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Eine grobe Klassifikation dieser "Evolutionsspiele" im Rahmen
der Spieltheorie --scheint leicht

- Da nur Konfrontationen zwischen je zwei Individuen betrachtet

werden, handelt es sich um Zweipersonenspiele.

- Da Tiere ( und Gene ) nicht verhandeln kdnnen, sind die
Spiele nicht kooperativ.

— Da Gene kein Bewuftsein im Ublichen Sinn besitzen, kann
es auch keinerlei Informationsaustausch zwischen den
"Spielern" geben - Spiele mit unvollstidndiger Information.

Hier sind wir auch schon bei einem sehr wichtigen Unterschied
zwigchen "tierischen" und "menschlichen" Spielen angelangt :
Wiahrend die Evolution den status quo in der Natur aur durch
zufillig auftretende Mutationen &ndern kann, also ohnefiiel
und Zweck verliuft, sodal insbesondere die Gene ( oder die

Natur, je nachdem, wen man -als Spieler im Evolutionsspiel auffaft )

keinerlei Vorstellungen iber die Zukunft, alsc keinerlei Erwar-
tungen liber das Verhalten des Gegners haben kénnen und dem-

-gemdH auch nicht "rational" handeln koénnen im Sinne der

Maximierung einer erwarteten Auszahlung, spielen in der "mensch-
lichen“’SpieltheorievsolcheﬂBegriffe'sehr~wohlvoft eine zentrale
Rolle.

Insbesondere im Zusammenhang mit der dynamischen Modellierung
ist es notwendig, diesen Unterschied nicht zu Ubersehen :
Da bei der Evolution immer nur die Erfahrung der "letzten
Partie(n)", alsoc der letzten = Konfrontation(en) maBgeblich ist
bei der Verdnderung im Genpool ( also beim Auswechseln von ( ge-
mischten ) Strategien eines Spielers ( der Natur )) und auBerdem
immer nur die Auszahlungen an sich und nicht die an den Gegner
entscheidend sein sollen, ist die evolutionidre Entwicklung einem
Lernprozed sehr #dhnlich. |



I. BIMATRIXSPIELE
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I.1 Allgemeines, Gleichgewichtabegriffe
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Im folgenden sollen die Auszahlungsmatrizen fir nicht-
kooperativevZweipersonénspiele»und der Begriff der Vorteil-
haftigkeit von Strategien eingefihrt sowie einige Gleich-
gewichtsbegbiffe behandelt und deren fir unsere Zwecke
wichtige Eigenschaften abgeleitet werden.

Betrachten‘wir zwel Spieler, I und II genannt; I habe die
Strategien Ciseesybm ,dargestellt durch die 8+andardbasisvekteren
€4 oee18m im R™ und II die Strategien TisoeesTa ,dargestéllt
durch die standardbesisvektoren £,,...,f, im R" zur Verfiligung.

Bezeichnen wir die Auszahlungen in der Situation, in der I &: und
IT ‘ﬂ»spielt, mit a;; fir I und b fiir IT , 80 bilden

A = (a:') bzw. B = (b;.)

vy ‘)

die Auszahlungsmatrizen fir I bzw. II .



€7

o

Spielt nun I 5. 2% e; gegen eine gemigchte Strategie y = ZZ.Y’f'

von ITI ( dh. II spielt mit Wahrscheinlichkeit ¥ die Strategie

la)

Ty 2 £, ; also ist y; 20 Viel,ooonl und Z Y
‘ : 54

1]

1 3 dies

: Al
ist gleichbedeutend mit = ye ST = {_ge(R“/ x; 20, ij = 1 Y,
4
n

-1

80 erhdlt er e .y = a.:.y. .

Spielt I statt o % e ebenfalls eine gemischte Strategie ge:sm

L

( analog definiert; hier ist x; die Wahrscheinlichkeit, dag I ¢; 2 gi'

spielt ),s0 erhdlt er

N "n
X.Ay = a;; Xy und II ( analog ) x.By = ;i:bfjxiyj .
‘“3:4 ' I‘t"=4
J

Spielt II schlieflich statt y eine reine Strategie tj%-gi ,
80 erhidlt dieser

m
x.Bf, = Z__bux.L ausbezahlt.
124 '
Nun koénnen wir uns bereits der Frage der Vorteilhaftigkeit
von Strategien zuwenden :

Eine reine Strategie ¢e; 1st gegen eine Strategie y von II

(8

vorteilhaft fir I gegeniiber einer Strategie xeS™, wenn
el-Ay > x.Ay (I.1.1)

ist; ebenso ist fir II gegen xeS™ von I gj vorteilhafter
als Yy, wenn gilt



x.Bf, > x.3y (I.1.2)

Doch anun zu einigen allgemein gebriduchlichen Gleichgewichts-
begriffen fir nichtkooperative Zweilpersonenspiele:

Definition I.1.3 : Die ( gemischten ) Strategien (p,q)e ST xS"
bilden ein "Nash-Gleichgewicht®
( in Zeichen (p,q) € & ), falls

p.A

x.A

1O
i
(¥e!

Y xes™ und
Y

p.B p.B z’es“ gilt, also

1.0
v
<

fir I ) und
fir II ) ist.

wenn beste Antwort auf

1
P

—~ o~

beste Antwort auf

19 ‘o

Bezeichnung : Sei ké&{m,n} fest. Sei I ¢ {l,...,k} ; dann sei mit

s

=: {&ésk/ x; =0 Vi&b,...,k}\l)’ und mit

Q<
q =3 {)_ce ri/ x;, >0 VieI} bezeichnet. Es gilt etwa

W

3

)
m; fir k = n ist r{’j}= F{j} = {f} )

‘:‘.}: ‘—1{‘}2 {.gt} ( fir k L

und [, v = 8T (firk=m).
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Proposition I.1.4 : Seien I <{l,...,myund Jc{1,...,n};

2 [}

dann gilt fir (p,q) € ‘}xrﬁ:

(p.q) € E <
<4=> p.Aq 2 e,.Aq VYie{1,...,m} und
p-Bg 2 p.Bf; Yje{l,...,n} , wobei

die Ungleichungen nur flir 14 I bzw. j&J
strikt sein kodnnen.

Beweis: (™ =p>") folgt aus I.1.3 ; '
("a= "): Ist g;.Aq < p.Ag Yie{l,...,m} , so gilt fir

xes™

F3
L]
=S

(e

[}

M3
tad

<

©w

-
e

(e
i~
a3

g

(Ko
.
p =
(o]
]

p.Ag ;

analog gilt p.By < p.Bg V¥ yes”. R
Ist etwa 1€l , also ( wegen p er'l) p; > 0,

'so muf e;.Aq = p.Aq gelten, da sonst

Yy R
g}.Aq. = Z p—;_g;_.Ag < Z pag.Aq, = p.Ag widre, Wid(erspruch)
N =4 - - -

- L =4 . ‘ | D

. Q [~
Korollar I.1.5 : Wenn (p,q) € PIXC] ein Nash-Gleichgewicht ist,

s0 gilt

1o
L]
x>

e
"
I
L]
=
1a

Vxe PI sowie

(v]
w
re)
)
o]
w
«

Vyely .



Beweig: Wegen I.1.4 ist

m v
x.Aq = :Z‘Xcgg.Ag = ;Z; X;p-Aq = p.Aq foe.ri [Z .

(=4 (=4

Satz I.1.6 (Nash) : Es existiert mindestens ein Nash-Gleichgewicht

€ g

Beweis : siehe [8] !

Bezeichnung : Sei fir YeS" N(Y) =: {xeS" (x,y)¢€ VYyevl}.

Bemerkung : Y stellt eine ( meist endliche ) Menge von
( gemischten ) Strategien von II dar.
Analog definiert man fir X<S™ ( endlich ) :

N(X) =: {XC—,S"/ (x,7)e € Vgex} .



()

™

Propositi

on I.1.7 : Sei X<£3™ ; dann gilt

Beweis: S
X.By 2

VyeN»(X) ist X.Ay = vp(y) Y xeX und

VxeX ist x.By = walx) Y yeN(X) ;
analog : Y& S", xeN(Y) %

= x.By = wg(x) VyeY und

yeY = x.Ay = VA(X) YxeN(Y) .
ind y , zeN(X) und xeX ,s0 ist ( wegen (x,
x.Bz und ( wegem (x,z2)€ € ) x.Bz > x.B

e

Proposition I.1.8 : Fiur YeS” mit N(Y) £ 0 ist N(Y) kompakt

Beweisg: S

(Ax + (

fir alle
(rax + (1
= (XX

also Mx
Sind

x.By

( da ja
fir alle
von N(Y)

und konvex. ( Analoges gilt fir N(X) , Xes™).

ind x , x"eN(Y) und Mel[0,1] , so gilt wegen I.1.7
1-M%7) 8y = Avaly) + (1=-Mvaly) = vu(y) 2 x".Ay
x"e S™ und zwar fir jedes yeY ; ebenso ist fir zeSs"
-Mx").By = %5.81 + (1-2\)x".By Mx.Bz + (1-2)x".Bz ‘='
+# (1-0x7).Bz YyeY , was Ox + (1-Nx".y) e € Vye¥,
+ (1-XM)x"eN(Y) beweist; deshalb ist N(Y) konvex .

]
2
+

x(n) €N(Y) YneN und x(n) -+x<BR™ fiir n >oco ,
8o ist 5

Ay = lim x(n).Ay 2 x".Ay Vx"e€ S™ und ebenso
l:.m x(n) By 2 lim x(n).Bz = x.Bz YzeS" , also
xeS”" , weil N(Y)C S"’ und S™ kompakt ist ) (x,y)e€
yeY , also auch xeN(Y), was die Abgeschlossenheit
zelgt; wegen N(Y)e S™ ist daher N(Y) kompakt [l



Definition I.1.9 : Sei S konvex; x<€S heilt "Extremalpunkt

von S " ( xeExt S ), wenn S\{x} konvex ist.

Proposition I.1.10 : Es gilt x< Ext (3S) <>
- w>( y,zeS mit y $z , relo,1] amit
x =2y + (1-Nz 2 Ael0,1) ).

Beweis: (" =£>") : Sei x = Ay + (1-Mz , xelo,1] Yy s+ 2€S
mit y % z ; wdre \¢]0,10 , so gidlte x4{y,z} , also {y,zjc S\ iz} ,
ein Wid. zu S\{x} konvex

("gq= ") : Seien y , zeS\ {x} , ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit ( oBdA ) y # z und N¢€]0,1[ ( ebenfalls oBdA ) ; dann
mufl nach Voraussetzung >‘¥.. + (1=X)ze S\{x} sein, also ist

S\{x} konvex und daher xecExt S [].

Definition I.1.11 : xeExt N(Y) heift "V-extremale Strategie

fur I gegen Y "™ ( hier ist Y =1y ,...,y }&s”

mit N(Y) ¥ & ).

Ebenso heit yeExt N(X) (. N(X) #4,

X = {%,...:%0}5S™ ) "V-extremale Strategie
fir II gegen X " .

Satz I.1.12 : Es gibt nur endlich viele V-extremale Strategien
fir I und IT. ( Bezeichnen wir diese mit X, bzw.

Ty

)
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Beweis : siehe [8]

Bemerkung : DaB es Uberhaupt V-extremale Strategien gibt,

ergibt sich aus folgender {berlegung :

Proposition I.1.13 : Es gilt X, #4 und Y, #9 .

Beweis : Da es nach I.1.6 xeS3™, ye 3" gibt mit (x,y)e &,

also etwa xeN({y}) ist; ist N({{y}) % @ und damit nach I.1.8
kompakt und konvex; deshalb ist ( siehe etwa [6] ! ) Ext N({y}) 2 O
und somit X, # @& . Ebenso gilt Y, 2Ext N({x}) # & wegen ye N({x}) .

d

Den "globalen™ Zusammenhang zwischen Nash-Gleichgewichten und
V-extremalen Strategien wird der folgende Satz erhellen; zuvor
jedoch die dazu nétige

Definition I.1.14 : Sei YcR" beliebig ; dann wird mit
co(Y) die von 'Y erzeugte konvexe Menge

bezeichnet.

Bemerkung : Es gilt co(Y) -{Z) Yo/ A2 0 ZA =1, yeY, NeN}
und, wenn Y kompakt und konvex sowie Ext Y kompakt
ist, co ( Ext Y ) =Y ( Satz von Krein,Milman, A
siehe etwa [6] ). '



Satz I.1.15 : Es gilt :

£ - \J (800 x eotn) ) .

Ty,

Beweis : (i) Seien (5',3_{')€€ D> N({x'}) #9 ( y'eN({x'})!)
$ Y =: Ext N({x"]) ¢ "ynN({x"]), also ist Y kompakt, da
endlich, weswegen nach obiger Bemerkung co(Y) = co(Ext N(i{x"})) =
= N(x'F) ., also y e N({x '} = co(Y) 4ist; wegen Y & N({x'3%) und
I.1.7 ist x’€ N(Y) : in der Tat ist (x",y)€ &, yeY ; deshalb

gilt (x",y )e N(Y)Xco(Y) , was zu zeigen war.

(ii) Seien umgekehrt y e co(Y) , x"eN(Y) , Yc¥, ; klarerweise
ist dann Y<sN({x'}) , weswegen y eco(Y)geo(N({x"})) = N({x'}) ,
also (x’,y)e T ist. O

Nun wollen wir einige Bedingungen fir total gemischte
Strategien, die Bestandteil eines Gleichgewichts sind,
untersuchen :

Bezeichnung : Sei mit Sk = 2 die Menge der total
{4-, k¥

gemischten Strategien ( von I fiir kX = m bzw.
von IT fiir k = n ) bezeichnet. -
Allgemein sei weilters ?)F"I =: FI\WI
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Satz I.1.16 : Sei (x,,y,) € & , wobei x_,.By, =0 und
N({Za}) g s™ ; dann gilt

rang(B)eim-1,n} , wobei fir rang(B) = m-1
N({y.Y) = {x.} sein mud .

Beweiy : Wegen x eN({y }) < SMund I.1.5 gilt
XAy, = x,.Ay, VYxe S7T.

Es ist rang(B) { m ; wére rang(B) L m-2 , 80 existierte ein
von x. linear unabhingiges z<®" mit BY.z =0 .

—

( BY bezeichne die zu B transponierte Matrix )

- . .
oBdA sei Z_z:»L 6{0,1} .

(=4
™
Fall a.) Z z, = 0
[ S P N (=4

Sei x° =: X, - AzZ., wobei 1/A = max z;/x{ ¢R ist; dann
. L

(=
. %
gilt x"€ds™, da zi/x; = /A > x{ = x. —z—f z, = 0 und
= x5 320 fir z' =0
. - ] 3
X! = X - Az = > 0
.S ‘, J ° Xlo =
2 X .,_%.:I. z, =0 sonst
m v~y )
sowie Zx‘ Z AZZ = 1 -0 =1 .,
Aber (x Yo) ei > x".Ay_ = x_.Ay_  und
x".By_ = x..By, -)g.Bzo = Xo-By, - A0 2 x, .By - z.By =
= x".By MyeS” . Also widre x'c N({y_})nosSm™ , Wid. !



m
Fall b.) D z, = 1

o S W o ’:54

Sei x" =: (1+A)§; - >z , wobei 1 + 1/A = max z. /x5 >4,
Dann ist  x!' = (1+X)x{ = dzp = X((1*1/A)xg -z,) 2

—2

[aa)

™ ~ ’
2 )(%%)xf - 2z; ) =0 sowle ;ZLX"J = (1+>);Zl xf alzz;d = 1,

c=4 .y (=4

also x" € ST ; aber wieder wire x"¢ N({L})n‘aS"‘ Wwid. !

‘Deshalb muB rang(B) 2 m-1 sein; wenn rang(B) = m-1,
dann gibt es ( bis auf Skalarmultiplikation ) genau eine

Lésung zeR™ von B*g =0 ; wenn 2z von x, linear unabhidngig
widre, dann erhielte man einen Wid. wie oben; deshalb ist auch
BE

: z =0, also Bego = 0 3
wire (z,y )€€ , dann gilte z.By = x_.By =0 , also B%z = 0 ;

deshalb mu8 z = x_, , also N({y_ }) = {X.5 sein. []

X, = 2 eine L&sung von

DS

Satz I.1.17 ¢ Ist m > n , so gilt fir (X.,,¥.) c€

N{y.})nds™ 3 &,
e3 muB also eine nicht total gemischte
Strategie x von I geben, die mit Yo

ein Nash-Gleilchgewicht bildet.

Beweis : (i) Sei E die mxn-Matrix, die alle Eintragungen = 1
hat; sei B’ =: B - (X0.By,)E ; dann stimmen die Nash-
-Gleichgewichte von (A,B) und von (A,B°) klarerweise iiberein und
es gilt x,.B'y, = 0 ; also kann man oBdA x,.By, = 0 voraus-

=

setzen.



(ii) Angenommen, N({Xo})§=§% ; nach I.1.16 mud daher
m-1 < rang(B) < n<m gelten, alsc n = m-1 = rang(B) sein.
Wieder nach I.1.16 ist daher Bfx_ = 0 ; oBdA ist

- 5

b“/‘ » Oo-uybAn

oy
"

nichtsinguldr, es existiert aléo

b b

nAY®**?Yan

-l

eine Lésung p = [ps,...,P,] #0 von BYz =¢ =: [1,...,1];
sei p” =: [pyseee,p ,0]eR™ => B’ = ¢ ; wegen p’ = 0 % x2
und E’ £ 0 ist '2' von Xx_ linear unabhidngig , wie in I.1.16
kann man daraus auf die Existenz eines g'eQBS”HN({Zc})
schlieBen, ein Wid. zu N({y,})es™ 1 J

Satz I.1.18 : Ist (x,,y,)e& mit y_€OS" , so gilt ebenfalls
N({y,})AdS™ & &,
wieder mud also eine nicht total gemischte

Strategie x von I existieren, die mit y_
ein Nash-Gleichgewicht bildet.



Beweis : oBdA sel x,.By_, = 0 ( siehe I.1.17(i) !); weiters
sei oBdA y: = 0 ; selen y~ =: (y:,...,y;‘.i]es"“ sowie

oo > -~ -

a)\4 » o-o,’a"’“-‘ . b4\4 o .’bﬁ'\?n-[
A I - B ’ -
L am4 e e ,am.n-y bm/‘" LR 'Y bm‘m4

Angenommen, N({_j{oj)sso‘“ v 59&5"" = Ay’ = Ay, = (x_.Ay . )e ,
%,.B'8; = x=B§ £ 0 Viell,...,n=1} 5
ist ein x,.B'¢ <O, jell,c..,n-1y , s0o gilt y] =y;° =0,
also ist (x_,y ) ein Nash-Gleichgewicht fir (A",B") , da
: ' ni~4
A'y” = (x_.Ay )e , X,.By" = ;z;.§°.8’gj¥; ( siehe oben! ) =0
3=4

<

> x,.B7y" Vyte st

Wegen x_,.By” = 0  existiert ein x’€°S™ sodad (x7,y")
ein Nash-Gleichgewicht fur (A°,B°) ist ( I.1.16 ) ;
ist 0> x".8B'§ = x".B§ , 8o muf wiederum y; =y =0,
also x".B'y" =0 sein. (x7,y,) ist ein Nash-Gleichgewicht
fir (A,B) , da : Ay, = (x_.Ay_ de ; x".By, = (x".Be )ys +
+x".B'y" =0 =x,.By, 2 x.By VxeS™.

Also ist x’e N({y,})n®S™ , ein Wid. ! ]
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Satz I.1.19 : Ist £ < S™x s ,( gibt es also nur Nash-

Gleichgewichte, die sich aus total gemischten
Strategien zusammensetzen, ) so gilt

m=1n ( I und II haben gleich viele Strategien
zur Verfiigung , A und B sind

quadratisch ) sowie

es gibt genau ein Nash-Gleichgewicht, & = {(Ea’io)} .

Beweis : Wegen I.1.17 mud m = n sein; seien (Ea,za)e g

oBdA sei x,.By, = 0 ; da nach I.1.16 rang(B)e{n-1,n} gilt,

" ( und z;eék ist ), mul wegen Btx = 0 ,x, #0

rang(B) = n-1 sein; deshalb gilt N((Z;}) = {x, )} ( vgl.

I.1.16 1). Seien (x",y") ¢ £ beliebig; wegen )_c_',s_r’esa“
und I.1.4 gilt alsc Ay~ = (x".Ay7)e , B %%’ = (x".By e ,

sodaB aueh (x”,y.) €€ und (x_,y") € € gelten mul; nach

dhnlichen Uberlegungen wie in I.1.16 folgt nun x° = x,
gowie analog y’ =y_ , also E = {x,y)Y.O
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Betrachten wir nun eine Situation, in der beide Spieler die
gleichen ( reinen ) Strategien zur Verfiligung haben ( etwa ein
-~ faires - Duell oder eine Versteigerung )

Da sich verschiedene Strategien in unserem Ansatz immer nur
durch verschiedene Auszahlungen voneilnander unterscheiden konnen,
mu also folgendes gelten, wenn I &7 und II Ty =S gpielt :

I erhdlt ( wie friher ) CTNE und

II erhdlt by; 0

(I.2.1)

1]
n
.

Es gilt also B = At , (I.2.2)

wobei ( wie schon friher ) AY die Matrix bedeutet, die
man durch Transponieren der Matrix A erhidlt.

Bemerkung : Konsequenterweise miiRte man ebenso zwischen

Zeilen- ( x® ) und Spaltenvektoren ( y )
unterscheiden. Dies wire jedoch nur beim
inneren Produkt x.y =: x%y wichtig,

wo wir vor den Punkt den Zeilen- und danach
den Spaltenvektor schreiben und somit
bequemerweise auf das "t verzichten kdénnen.
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Proposition I.2.1 : Es gilt fur (p,q) <lp*(}:

(p,q) ist Nash-Gleichgewicht fir (A,A%) <>

<> _ e-~.Ag

A

p.Aq  Vie{t,...,n} und

—

o

>
jo
WA

q.Ap Viell,.eopnl

wobel obige Un‘gleichungen nur fir 1¢I bzw. j&J
strikt sein koénnen. ‘

Beweis : folgt unmittelbar aus I.T.4 sowle aus x.Ay = Z.Afg :

d

Satz 1.2.2 : Sei (3'9.7) & PiXPI ein Nash-Gleichgewicht filir
das Strategien-symmetrische Spiel (A,At) H

dann sind auch

(pyp) » (q,q) sowie (q,p)
Nash-Gleichgewichte fir (A,AS) .

Beweis : Wegen I.2.1 und I.1.5 gilt p.Ap = q.Ap > g;.Ag
’

sowie gq.Aq = p.Aq 2 g;.Aq \4ie{1,.;.,n} jetzt wieder

I.2.1 ( fur (p,p) ,(g,q) und - direkt - fir (g,p) ) anwenden

a

20
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Korollar I.2.3 : Ist fiir (4,AF) € < S™"xS"™ . so gilt

E = {(292)13 » Eé"aﬁ .

Beweis : folgt unmittelbar aus I.2.2 und aus I.1.19 ! ]

Bemerkung : Im folgehden nennen wWir der Bequemlichkeit halber
bereits p e S™ ein Nash-Gleichgewicht, wenn
(p,p) ein Nash-Gleichgewicht fir (A,A%) ist.
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ITI. EVOLUTIONS-~ UND LERNSPIELE
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IT.1 Vorbemerkungen; gemischte Strategien und Bevdlkerungen.
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Ausdricklich mdge an dieser Stelle betont werden, daB hier
nicht einem vulgdren Sozialdarwinismus das Wort geredet
werden soll. -

Daf in der Evolutionstheorie etwa Mendelsche Vererbungs-
vorgidnge auf genetischer Ebene eine wesentliche Rolle bel
einer strategisch-spieltheoretischen Modellierung von Tier-
kénflikten splelen kéﬁnen; wird unter anderemiin [2] gezeigt.

Im Sinne einer aus Griinden der Ubersichtlichkeit von dieser
Problematik '"losgeldsten" Betrachtungsweise einiger gemeinsamer
Aspekte verschiedener individuell-rationaler Konfliktmodelle
80llte es ab nun nicht mehr notwendig sein, auf die Unterschiede
zwischen hauptsidchlich durch Evolution erklirbaren Vorgidngen in
der Natur und den durch menschliche (Inter-)Aktion in der Gesell-
schaft entstandenen Situationen hinzuweisen. .

Wenden wir uns wieder der Evolutionstheorie zu :
Gehen wir davon aus, daR die ( genetisch bestimmten ) Verhaltens-
welsen durch reine Strategien dargestellt werden; ein Individuum



kann folglich ( zeit seines Lebens ) immer nur eine reine Strate
gie spielen, sehr zum Unterschied eines menschlichen Spielers in
der Spieltheorie. Jedoch kommt auch dem Begriff der gemischten
Strategie eine Bedeutung zu, ndmlich dann, wenn man ganze Bevdl-
kerungen betrachtet, wie dies in der evolutiondren Spie;tneorie
geschieht

Bezeichnet man etwa mit x; die relative Hiufigkeit der St
gpielenden Individuen 1in der Bevdlkerung I und mit y; die
der quspielenden Individuen in der Bevdlkerung II , so stellen

X = (X seeerXxpleS™ bzw. ¥y = [¥y4,...,¥,.] & 87
Beschreibungen der Bevdlkerungszustidnde dar.

Faft man nun als Spieler die Bevdlkerungen I , II auf, so
kann man p.< als gemischte Strategie von I und
Y als gemischte Strategie von II interpretieren.

Die Auszahlung x.Ay wére dann eine mittlere Auszahlung
fiir ein willkiirlich aus der Bevdlkerung I herausgegriffenes
Individuum im Bevdlkerungszustand (x,y) und g .Ay die
mittlere Auszahlung fiir ein s spielendes Individuum :

In der Tat hat ein solches Gegner aus der Bevdlkerung II
vor sich, in der “"mit Wahrscheinlichkeit® ¥; ‘q-Spieler
vorkommen; im Mittel wird es daher

:Z-a‘3y3 = EL'A! bekommen,

Das Auszahlungsmittel innerhalb der Bevdlkerung I ist
dann natlrlich durch '

23
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:Z_XL(Zi.aL3Y; ) = Xx.Ay gegeben.

=4 32

Ebenso ist g,Bﬁ; die mittlere Auszahlung fiir einen
T,-Spieler in der Bevdlkerung II und x.By die mittlere
Auszahlung innerhalb dieser Bevdlkerung im Zustand (3;1) .

Die: Vorteil-Relationen (I.1.1) bzw. (I.1.2) sind nun
80 zZu verstehen, dal ( wenn e. fir I vorteilhafter als
X gegen y ist ) ein o, spielendes Individuum der Be-
vOlkerung I im Zustand (x,y) im Mittel mehr bekommt als
seine:"Mit-IndividuenW in dieser Bevdlkerung, es wird also
der jeweiligen Situation besser angepaBt sein. Nach dem
Selektionsprinzip miiBte also der Anteil der &;-Spieler in I
wachsen; in einem-dynamischen;Evolutionsmodéll.sollte also
die Relation (I.1.1) ein Anwachsen von x; nach sich ziehen,
ebenso wie aus der Relation (I.1.2) gin Wachstum von Y3
folgen miidte. ‘

Zuriick zur menschlichen Spieltheorie : da eine gemischte
Strategie x€S™ von I nichts anderes als eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung liber der Menge der reinen Strategien
&G“..-;Gg} von I 1ist, kann man sich das Spielen von x
als das antelilsmifige Anwenden der reinen Strategie

‘entsprechend der Gréfe von X; Dbel einer oftmaligen

Wiederholung des Spieles vorstellen, man interpretiert also
die Wahrscheinlichkeit x; als Approximation fir die relative
Haufigkeit der Verwendung von g; durch I. Ist nun die
Strategie s gegen eine Strategie y von II fir I vor-
teilhafter gegeniiber der gemischten Strategie X , 80
konnte I im Rahmen eines Lernprozesses diese gemischte
Strategie dahingehend umindern, daB er den Anteil X, an

S, erhsht. |

Man sieht alsoc, daB eine dynamische Modellierung eines
spieltheoretischen Lernprozesses genau die gleichen Eigen-
schaften haben sollte wie die eines Evolutionsspiels.



II.2 Symmetrische Konflikte und evolutiondr stabile Strategien
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Bei symmetrischen Xonflikten in der Evolutionstheorie geht
man nicht wie bisher von zwei, sondern nur von einer Bevdl-
kerung aus, die - als Spieler aufgefaflt - gegen 3ich selbst
spielt; klarerweise herrscht in einer solchen Situation die
oben beschriebene Strategien-Symmetrie.

Ein analoges Szenario in der menschlichen Spieltheorie wire
etwa ein Spiel, bei dem sich die Spieler ihren Gegner als ihr
Ebenbild vorstellen und danach ihre Strategien auswdhlen.
Jedenfalls erscheint eine eingehendere Behandlung dieser
Spieltypen bereits durch die vielfdltige Verwendung spiel-
theoretischer Begriffe in der Evolutionstheorie gerechtfertigt.
Einer dieser Begriffe ist die evolutiondr stabile Strategie,
die, wie schon oben ausgefihrt, einer Beschreibung des Bevil-
kerungszustandes gleichkommt, weshalb eine ESS manchmal auch
"evolutionidr stabile Bevdlkerung" genannt wird :
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Definition II.2.1

Eine ( gemischte ) Strategie

E:ES“

"evolutiondr stabil", wenn gilt

(1)

(ii)

x.4p

x.Ap

—

<

p.Ap vYxe S°

p.Ap , P # X

-

=

i
e
[}

heifdt

Bemerkung : Die Gleichgewichtsbedingung II.2.1(i) ist dquivalent
p 1ist ein Nash-Gleichgewicht

Zur Aussage :

fiir das Spiel

(A,AE) .

‘Die: Stabilitdtsbedingung II.2.1(ii) bedeutet, das

jede andere gemischte Strategie, die gegen P

die gleiche ( beste ) Auszahlung erzielt wie P,

gegen sich selbst gegeniiber p 1m Nachteil ist.

Die Bedeutuhg:der-ESS besteht darin, daB ( geniigend ) kleine
Anderungen in der Bevélkerungsstruktur keinen Vorteil fir die
Mutanten bringen dirfen ‘

.-
.

Satz II.2.2 : E{ES” istlgenéu dann eine ESS , wenn gilt :

VW ge S"\{p}
Pe =¢
E‘Agz > g_.Ags

Vié-‘lor EO(Q)E .

9 Z(q) > 0 sodaB fur
(1-2)p + ¢q gilt

26
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Beweis : Die Beziehung zwischen p , q und P veranschaulicht

2 Be

~§‘§§~§‘~‘\“‘w

%

Bemerken wir zundchst, daB folgende Xquivalenzen gelten

ko]
=
v
0
®
o
0
go]
L[]
s
e}
'
m
ko]
=
(o)
..-
o0
Lo
=
£
v
Ne]

g Rl -8 p-ap P.AD pP-Aq _.Ag - &g.AE + 89.Ag J=p>

<> (1-€)(p.Ap - q.Ap) + €(p.Ag - g.Ag) > O (%)

(* x>") Da p. ESS ist, gilt p.Ap 2
p ¥q = p.Aq > g.Agq ; ist also p.A
(%) erfillt sein V¥ €> 0 ; wdhle etwa &(q) =1 .

Ist jedoch g.Ap < p.Ap , so wdhle ng) = min {1, r) ;
wobei r =: (p.Ap - q.Ap)/(p.Ap - g.Ap - p.Aq + q.Aq ) ,
falls der Nenner positiv ist, ansonsten r =: 2 .

g.Ag und : p.A =>9.Ap ’
p

p
=q.Ap , p ¥ g , 80 mud

Wie man sich leicht Uberlegt, erfiillen die s8¢0 bestimmten
¢.(q) die Behauptung.

(*4q= ') Umgekehrt erhdlt man aus der Voraussetzung durch
Grenzilbergang €0 + die Gleichgewichtsbedingung II.2.1(1),
da klarerweise Pe = P fir €0 . Ist g.Ap = p.Ap ,

P g, s0 ergibt sich, da (*) fir hinreichend kleines g> 0
‘erfiillt sein muB, die Stabilitdtsbedingung II.2.1(ii). [

;
{
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Eine weitere Eigenéchaft von ESS zeigt

Satz II.2.3 : 9<aS" ist genau dann eine ESS, wenn es eine

Ungebung U von p in S” gibt, sodaB gilt :

p.AX > x.Ax YxeUN{p} .

Beweis : (" =>") Sei filr gqeS"™\{p} p.lq) =: (1-€)p + €q ;
da p ESS ist, gilt ¢Ep.Ap.(q) > e£q.Apc(q) mnach II.2.2 ;
addiert man dazu (1-€)p.Ap (q) = (1-8p.Ap.(q) , so erhdlt man

P-Apc(q) > (1-e)p.Apugw €9.Apg = DpipApdsgl Veelo,eq) L , q#p .

Sei nun U =: {p.(q)[£e[0,6(q)C , qeS™\{pY] ; dann ist U
eine ( offene ) Umgebung von p in S° und es gilt nach obigem

p.Ax > x.Ax ¥ xeUN{p} .

("<= ") Wenn U eine beliebige Umgebung von p in 3% ist,

dann existiert Yge S™\{p] ein &(q) > 0 sodas VEGJo,s,(cl)[
P.(q) €U gilt; also ist p.Ap.(q) > p(q).Ap(q) laut Voraus-
setzung, und zwar fiir alle eeﬁlc,g(g)[ . Nun zieht man von

dieser Ungleichung wieder (1-672.Ag£(3) = (1-¢)p.Ap.(g) ab, um

daraus nach Division durech €> 0 p.Ap:(q) > S'AEE(S)

zu erhalten, womit nach II.2.2 bewies;n ist, daB p eine ESS ist.

d

Ein dhnlicher Satz ergibt siéh, wenn man statt Umgebungen
von p ( die ja immer Punkte aus g% » also total gemischte
Strategien enthalten ), die Seitenfliche, in deren Innerem
die ESS liegt, betrachtet :
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Satz II.2.4 : Sei p e{—‘\l_ eine ESS ; dann gilt:

p-Ax > x.Ax  VYzxzell\p} .

Beweis : Wegen (’g,g) ¢€ und I.1.5 gilt p.Ap =
sodaB wegen II.2.1(ii) die Behauptung folgt. L

x.Ap ¥xell,

Korollar II.2.5 : Sei p €[} eine ESS. Dann gilt

N({pY) A Y—'I = {p} .

Beweis : Wegen II.2.1(1i) gilt (g,g)e.é , wesha
peN({p}) ist; sei xel7n N({{p}) = (p,x)
(1.1.5, xelT ! ) = x.Ax = p.AX ;

—

wire x ¥ p , so folgte aus II.2.4 _)_:_,A; < p.Ax

——

Korollar II.2.6 : Sei I&{1,...,n} beliebig ;
exigtiert héchstens eine ESS

lb
e ==

Cwid. [

damz
in r‘I y

diese ist dann das einzige Nash-

gleichgewicht in \—{_. .

Beweis : ge r‘l\\g“y & ( IT.2.4 )

q.Aq < p.Aq
= (q,9) ¢ § #£>g ist keine ESS. []

——

==

29
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Korollar II1.2.7 : Es gibt nur endlich viele ESS ;
ist p e L eine total gemischte ESS,
dann existieren auler ihr keine

weilteren Nash-Gleichgewichte.
Speziell ist eine total gemischte ESS
die einzige dieses Spieles.

Bemerkung : DaB nur endlich viele ESS existieren, legt bei
Vergleich mit I.1.12 nahe, daB ESS und
V-extremale Strategien miteinander verwandte
Begriffe sind; tatsidchlich gilt der folgende

Satz JI1.2.8 : Jede ESS ist eine V-extremale Strategie.

' (<4
' Bewels : Sei pel} eine ESS, x, y < N({p}Y) , ANeloO0,1[

sodaf p

I AX + (1=))y gilt; ist 1&T , so gilt

0 =p; = Ax; + (1-My; D x; =y, =0 , also sind
auch x , y e F&.; wegen II.2.5 gilt daher x = y=p
was peExt N({p)}) zeigt. []

284



II.3 Dynamisierung und dynamisches Glelchgewicht
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Nach unsereﬁ berlegungen in II.1, wo bereits Bedingungen
an eine dynamische Modellierung von spieltheoretischen Lern-
und Evolutionsprozessen entwickelt wurden, kommen wir nun
zur Dynamisierung mittels Differenzen- und Differential- |
gleichungssystemen :

Eine weitere wiinschenswerte Eigenschaft dieser Systeme
besteht in der Invarianz von S" : klarerweise sollte das
Ergebnis einer zeitlichen Entwicklung von gemischten Strate-
gien wiederum als gemischte Strategie interpretierbar sein,

und S" ist ja gerade die Menge aller mdglichen gemischten
Strategien.

Diesen Bedingungen geniigen sowohl das diskrete Modell

)
e- .Ax& + C

= =t
XSLH-M = xl&) , 1<{1,...,n} (I1.3.1)

)
x&.Ax(9+» c

— —




)

( hier ist C > max {e;.Ax |xesS", ie1,...,n}} , um ein
Verschwinden - und damit eine Vorzeichenumkehr - des Nenners
zu verhindern ) als auch das kontinuierliche Modell

x;(t) = xi(t) Leg-Ax(t) - x(t).Ax(t)] , 1el1,...,n) . (II.3.2)

Bemerkung : DaB (II.3.2) sozusagen eine Koantinuisierung von
(II.3.1) darstellt, zeigt folgende Uberlegung :

Sei h =r 1/(xMAx¥ +C) (= 0 flir C >+m ) ;

sei x(T) = x¥, x(x+h) =: x™; dann ist

35;(1-'- h) = x{v)

= x; () [eyAx(®) - x().Ax()]
- ,

und fiir h 20 erhdlt man (II.3.2) .
DaB (II.3.1) und (II.3.2) die in Abschnitt II.1 besprochenen

"Selektions-~" bzw. "Lernbedingungen" erfillen, ist unmittelbar
einsichtig; die Invarianz von S" gewidhrleistet
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Proposition II.3.3 : Sei eq , I<{1,...,n) ; dann gilt

(Fa

3“’\:‘ > xweFI YteN unter (II.3.1),

~

s

x(0)

u

x = g(t)el—i VteR unter (II.3.2) .

. +4) .
Beweis : (i) Klarerweise ist fir x.ét)z 0 aueh x.7z 0 YteN ;

wegen C + e..Ax"™ > 0 Vi mud auch C + 5“3#._}_:_:”) 0 sein,
sodaf auch xi(*)> 0 > x‘f‘") 0 VﬁelN gilt. Ist nun

n " - 1 "

fo*’ = 1t , so auch Z x N 2 Z__x(:’(gc.A§‘+’+ c)
(=4

(=4 E(E)'AEH-) + C L=

)
zg\&.Aﬁm + C

L1

. Q
= 1 , womit induktiv gmel} Yten
£V ax®+ C

gezeigt ist.

(ii) Wegen e .
xi{t) = x.(0) exp( f[gi Ax(z) - x(<).Ax(T)]dx )
: .

gilt x,;(0) =0 &> x(t) =0 VteR sowie
2:(0) >0 <> x(t) >0 V¢teR ;

18] [a)
gei u(t) =: sz(t) ; dann ist u(t) =Z xg(t) =
<

(=4
n n
=) x()e . Ax(t) = D x(B)x(8).Ax(t) = [1 - u(e)]s(e).axte)
{ =4 (=4

sodaf fir u(0) = 1 die ( eindeutige ) Lésung obiger Differential-
gleichung die Gestalt u(t) = 1 \/te® hat; ist daner x(0)e [l ,
so gilt u(0) = 1 , also ist nach obigen Uberlegungen x(t) ef}
fiir alle t<R . ]
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Bemerkung : Nach obiger Proposition ist nicht nur S° , sondern
—_— S -
auch sidmtliche Seiten(-inneren) r; invariant !

Doch nun zur Einfihrung des in spieidynamischen Evolutions—
modellen oft verwendeten Gleichgewichtsbegriffes

Definition II.3.4 : p & S”™ heiBt "dynamisches Gleichgewicht",

wenn p ein Fixpunkt der dynamischen
Systeme (IT.3.1) und (II.3.2) ist,
wenn also gilt @

@

*'=p = x¥=z2p VYteN sowie

£ x(t) =p VtER .

(e

J_(_(O) =

Eine Charakterisierung dynamischer Gleichgewichte liefert
die folgende -
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Proposition II.3.5 : Sei EEEPI , I¢{1,...,n] ; dann sind
dquivalent : '

(1) p ist ein dynamisches Gleichgewicht
(i1) p ist unter (IZ.3.1) fix

(1ii) p 4ist unter (II.3.2) fix

(iv) es gilt e

g
(ke
1]

p-Ap VieTI

(v) es gilt e -Ap V‘A(E) Yiel

Beweis : Wegen p.(t) = p.(t)(e;.Ap(t) - p(£).Ap(t)] ist
p(t) =0 <> pilt) =0 oder g -Ap(t) = p(t).Apl(t) ;
ebensc gilt wegen pM™V= pM(e:.Ap®+ C)/(p*apW+ C)
pg{\--\-o = p:(-&) =D p{({-‘}: 0 oder QQ'AEM = E_(P'AE(L) . der Rest
der Behauptungen folgt daraus unmittelbar. O

Den Zusammenhang zwischen Nash-Gleichgewichten und
dynamischen Gleichgewichten erlidutert der folgende

Satz II.3.6 : Jedes Nash-Gleichgewicht p filr (A,A*)
ist ein dynamisches Gleichgewicht fir die
Dynamik (IT.3.1) oder (II.3.2) des dazu-
gehérigen symmetrischen Konflikts.

[=]
Beweis : Sei p e[} ein Nash-Gleichgewicht; dann ist
nach I.1.4 e..Ap = p.Ap VYi&I , also ist p nach

II.3.5(iv) ein dynamisches Gleichgewicht.cj
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Bemerkung : Daf die Umkehrung von II.3.6 im allgemeinen nicht
gelten kann, zeligt sofort

Proposition II.3.7 : Jede reine Strategie ¢; , iedit,...,n} ,

4

ist ein dynamisches Gleichgewicht.

= e gilt g;.Ap = ( a;; =) p.Ap sowie

=4 -

; Jetzt ITI.3.5(iv) anwenden ! J

Beweis :  Fir p
a.;
B el

Klarerweise ist p = e; im allgemeinen kein Nash-Gleichgekicht

fir (A,A*) ( nur fir den Fall, daB a: k/je{T,,;.,n} ).

L ; a

i

Flir total gemischtg~$trategien 3ind jedoch die Begriffe
"Nash-Gleichgewicht™ und "dynamisches Gleichgewicht™ dquivalent :

Satz II.3.8 : Sei geaga ein total gemischtes dynamisches Gleich-
gewlicht; dann ist p auch ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis : siehe II.3.5(iv) sowie I.2.17 . 3

Satz IT.3.8 : Jede ESS ist ein dynamisches Gleichgewicht.

Beweis : Nach II.2.1(i) ist jede ESS ein Nash-Gleichgewicht;
Jetzt II.3.6 anwenden ! [J



IT.4 ESS als dynamisches Gleichgewicht
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fm folgenden s0ll die Bedeutung des Begriffes "ESS"™ im Rahmen
unserer Dynamisierung aufgezeigt werden : jede ESS ist nicht nur
ein dynamisches Gleichgewicht, sondern sogar asymptotisch stabil,
was bedeutet, daB "Stdrungen" ( etwa Mutationen ) , die die Bevdl-
kerung vom Optimalzustand der ESS entfernen, durch die Dynamik
wieder ausgeglichen werden. Auf den Lernprozefl umgelegt bedeutet
dies, da® - unabhdngig von der Wahl der Anfangsstrategie - die
Dynamik zur ESS "hinfihrt".

Um im Falle der ESS Stabilitat nachzuweisen, missen wir nicht
auf die ( lokale ) Linearié%hg zuriickgreifen; "glicklicherweise™
existiert in diesem Fall eine Ljapunow-Funktion, das ist eine
entlang der Ldsungskurven monoton wachsende Funktion, die ihr
Maximum an der ESS annimmt. Diese Ljapunow-Funktion sichert uns
die Konvergenz aller L8sungskurven zur ESS ( siehe etwa [51 ).
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Lemma II.4.1 : Sei I<¢{%,...,n}, pel} ; dann gilt
die Funktion v : x W Vo(x) =: T7 x.
1 - I el ‘
- R
1

nimmt ihr Maximum an der Stelle X =

o]

= (p‘,...,pn ) an.

37

Beweis : (i) Da V:; eine stetige Funktion auf der kompakten Menge
o= st (1 ist die Anzahl der Elemente von I ) ist, die
auf dem Rand von (g , Ol verschwindet und in dessen Inneren

strikt positive Werte annnimmt, mud sie auch eine Maximalstelle

in ﬁ; besitzen; diese Maximalstelle ist klarerweise auch eine

Maximalstelle fir die ( in‘f}r wohldefinierte ) Funktion log

Vi

(ii) Fassen wir log Vi als Funktion aus. R" in R auf, so wird

aus jedem kritischen Punkt in [

Nebenbedingung
2:,15 = 1 » er mu also erfillen
jel
d, 4 e
0= =(log Vp(x) = M2 x; -1)) = 23 plog x, -
bx; I ;}éI F bx(:-‘;,&I } +

Hier ist also XA $#0 und x; = 1/ p; , da aber sowohl
als auch p e S" sind, gilt schlieBlich X =p .

-]

(1ii) Da nach (i) sich in FE eine Maximalstelle von log Vq

T ein kritischer Punkt unter der

.
»

Ax:

pL/x, - A ,» Wobei 'X»_ ein Lagrange—Multiplikator ist;

4

-

)

xe 5"

also ein kritischer Punkt befinden muld, aber andererseits nach
(1i) héchstens ein solcher existiert, nimlich P » muB bereits

p die gesuchte Maximalstelle sein. [J

-
-
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Satz I1.4.2 : Sei p = (P,s--.»P,) e(& eine ESS; dann gilt

VI(X) =2 J1 xfa ist eine Ljapunow-Funktion.
iel

\

Beweis : Wir betrachten wieder statt V log V (x) = ;Z_ p:log x, ;

klarerweise ist V genau dann monoton, wenn log 2[ dies ist.

Nun sei t e x(t). eine Losungskurve von (II.3.2) sowie

V(t) =: Vl(x(t)) = IT )c.i(t)(’c ; dann gilt ftir' x(0) G.I'O"I
1« :
( log V(t) ) = Z,p\ x.(t)/x (t) = Zp le, -Ax(t) - x(t).Ax(t)] =

= E.Ag(t) - x(t) Ax(t) ; ist nun p eine ESS, so gilt deshalb

( log V(t) )" > 0 ( fur x(0) # p und damit x(t) $p ) VteR
( vgl. II.2.4-! ), soda® V wegen II.4.1 eine Ljapunow-Funktion ist.

a

Bemerkung : Der Einfachheit halber haben wir uns hier nur auf das
kontinuierliche dynamische Modell (II.3.2) beschridnkt.

Eine Klassifikation aller méglichen Flisse der
Dynamik (II.3.2) nach topologischen Gesichts-
punkten im Falle n = 3 dreier reiner Strategien
findet sich in [3] . In [9] wird (II.3.2) samt
einigen anderen Anwendungsméglichkeiten ausfihrlich
behandelt.
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II.5 Das dynamische Gleichgewicht belm verallg. Zermirbungskampf
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Das Szenario des Zermﬁrbunéskampfes ist ein'Beispiel.fﬁr eine
Situation, die unter Beachtung aller ( wie oben ausgefiihrt wurde )
notwendigen Vorsicht auf menschliche Spiele Ubertragbar wire :
in.diesém Spiel haben die Gegner die Wahl zwischen verschiedenen
Wartezelten, die sie investieren, um den Gegner zu '"zermirben®
wartet ein Individuum lianger als sein Gegenspileler, 80 hat es
gewonnen. Dieses Szenario wurde vor allem bel Scheinkidmpfen in
der Tierwelt beobachtet und ihnelt dem der ( menschlichen ) Zeit-
splele, die - mit kontinulerlich variabler Zeit modelliert -
bereits ausfihrlich untersucht wurden. In unserem Modell haben
Spieler nur endlich viele Strategign zur Verfiigung, sodal von
einer Diskretisierung der Wartezeit gesprochen werden kann.

Es erscheint nun zweckmdfig, fir die Ermittlung des dynamischen
Gleichgewichtes sowohl im kontinuierlichen als auch im diskreten Fall
einen Algorithmus anzugeben, zumal bei diesem Spezialfall einer
symmetrischen Spieldynamik die spezielle Form der Auszahlungsmatrix
es erlaubt, die unter Umstidnden ( bei einer grofRen Anzahl von reinen
Strategien ) auf- und im allgemeinen Fall notwendige Matrixinversion
zu umgehen. Der Algorithmus ergibt sich aus der in [1] vorgenommenen
Analyse verallgemelnerter Zermiirbungskidmpfe; fir Beweise der in
diesem Abschnitt vorkommenden Behauptungen sei dorthin verwiesen.



Definition II.5.1 : Ein "verallgemeinerter Zermiirbungskampf" ist
elin spezieller symmetrischer Koaflikt und wird
durch eine Auszahlungsmatrix A charakterisgiert,

fiir die gilt :

aL& = aj > a}i fir alle 1 > j .

Bemerkung : Wie diese eher abstrakt anmutende Forderung an die Aus-
zahlungsmatrix mit dem Zermirbungskampf zusammenhidngt,
ist so einzusehen
sei der "Wert™ des Streitobjekts v > 0 sowie -t
die "Kosten"™ fir eine Einheit der gewarteten Zeit.
Ordnen wir nun die Strategien nach der Wartezeit an,
fordern wir also, daB gelte :

e, spielen bedeutet " r, Zeiteinheiten warten" ,
¢, spielen bedeutet " r, Zeiteinheiten warten" ,

¢ 3splelen bedeutet "™ n| Zeiteinheiten warten™ ,

o)

wobel r, < r, < ... < r,  seil, dann gewinnt ein

e: =Spleler gegen einen g;—Spieler fir 1 > j , und zwar

aq = V- rjt , die Auszahlung hidngt alsc nur von

der Wartezeit und somit von der Strategie des Gegners ab,

immer 1 > j vorausgesetzt ( fur 1 < j wire in unserem

Modell a;; = - r;t ); fordern wir nun noch fir den

Fall, daf zwel Spieler mit gleicher Strategie aufeinan-

dertreffen, eine "gerechte Aufteilung" des Streitobjekts
- oder, anders gesehen, daf fiir zwel gleich geduldige
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Spieler die Gewinnwahrscheinlichkeit gleich grof ist,
wag eigentlich eine Konsequenz des Szenarios der Stra-
‘tegien-Symmetrie sein mifdte -~ , 30 ergibt sich

aﬁ = v/2 - rst < v *-rjt = aj .

Nun zu den Sdtzen {iber dynamische Gleichgewichte und deren

( asymptotische ) Stabilitdt beim verallgemeinerten Zermirbungs-

kampf

Satz I1I.5.2 : Sel A wie in IT.5.1 und me{2,...,n} fest;

34, = Imm (m)

DT ANEES I

()
gelen y . =i max {O, A =

sowie x&“:: 0 V jei{m+t,...,nl .

dvem- g + Z (akj -3 )\/Jcm

Sei y™ =: max {0, kejem }r kell,.o.,m=1}
Tk S ek
\{K('m)
und x(“\zz . Dann gilt :
« i (m)
“— i
( (=1
(0) el (t) 2 [x ]

t > +o

wenn die zeitliche Entwicklung von x(t) dureh
II.3.2 gegeben ist ( also ¢t m» x(t) eine Ldsung
des Differentialgleichungssystems II.3.2 ist ).



Beweis :

Bemerkung :

giene [1] , Satz 3.14 .

Im Falle des verallgemeinerten Zermirbungskampfes hat
man also fir jede Flidche der Gestalt F14M4",m3

ein dynamisches Gleichgewicht darin, das ein Attraktor
auf dem Inneren dieser Fliche, also auf rq‘“",m}

ist; speziell flir m = n Dbedeutet dies, dal der Lern-
bzw. Evolutionsprozel, wenn man mit einer total
gemischten Strategie anfingt, zu einem Endzustand, der
von der Anfangsstratégie unabhidngig ist, hinflihrt.

Das Analogon zu II.5.2 im diskreten Fall ist
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Satz II.5.3 : Sei A wie in II.5.1, wme{2,...,n} fest;
(™) -
seien UL;h‘ = a, , ie{l,...,m-11 , VI =:oa
G dmea,m = Frms
und p =: max 10 .
Mm-A {- ’ BM-A aM-'\.m—l\ ‘}
sei ful" i€{1,000,m“1}
() (Y
- a, + Uy,
e mEEUR
' Prea +4
(mmd )y (m) 2
Sei V (™) Vr: + (3w + Ur+A,r+A P\-M + ar+4 NA(PS-TD
: v = .
d
( PE-':\ + A )
. ™) ]
’ U - \/ (m .
sowie p™ =: maxs{o_ a;r:arr —1, re{l,...,m-2} .
N ()
Seien weiters xﬁ“) =2 N ,
/\+P(m)
(w) 4> :
v A- Xy
> -_-:,‘p ~ .\%E ! ), “") Z x und
™ D
A+ P"(m J<m
i&o'zz 0 V kef{m+t,...,n} . Dann gilt :
( )
! r' > x°- x‘"‘?. c s x™], wenn
{‘\.. m} -
o ‘f:—-.-ao

“‘) \ teN} eine L&sungsfolge von IT.5.1 ist.

Beweis : siehe (1] , Satz 5.19 !



Man ersieht bereits aus der Formulierung von I1II.5.2 und II.S5.3
die rekursive Struktur, die eine algorithmische Berechnung des
interessierenden dynamischen Gleichgewichtes nahelegt. Diese
erscheint so naheliegend, daf nun die in PASCAL verfaften Pro-
gramme ohne Kommentar wiedergegeben sein sollen :

- ZKKP fir die Berechnung im kontinulerlichen Fall II.5.2 und
- ZKDP " " " " diskreten Fall II.5.3 :

PROGRAM ZKKP (INPUT,QUTPUT);
CONST N=207
VAR I,J,K,M : INTEGER; ‘
A : ARRAY[t1..N,t..N] OF REAL;
AA,Y : ARRAY[1..N] OF REAL;
BEGIN FOR I:=1 TO N-1 DO BEGIN
FOR J:=I TO N DO READ(A{I,Jd1);
READLN END;
FOR J:=1 TQ N-1 DO READ(AA[J]);
READ(A[N,N1);READLN;
READ(M);
IF M<KN THEN FOR K:=M+1 TO N DO Y(K]:=0;
YIMI:=1;
Y(M=1]:=2(A[M-1,M1-A[M,M]1)/(AA[M=~1]-AIM=1,M=11);
IF Y[M=1]<0 THEN Y[M-11:=0;
FOR K:=M-1 DOWNTO 1 DO BEGIN
AA[NT:=A[K,M1-A[M,MT;
FOR J:=K+1 TO M=1 DO AA[NJ:=AA[NI+(A(K,J]-2A(J])*Y(J];
Y[K]:=AAINI/(AA[KI-ALK,KD);
IF Y[K]<O THEN Y(K]:=0
END;
AA(N]:=0;
FOR K:=1 TO N DO AAUN]:=AAIN]+Y[K];
FOR I:=1 TO N DO WRITELN(Y[IJ/AAIN]);
END.
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PROGRAM ZKDP (INPUT,QUTPUT);
CONST N=20;
VAR I,J,M : INTEGER; S : REAL;
A,U : ARRAY[1..N,1..N] OF REAL;
AA,V,P,X : ARRAY[1..N] OF REAL;
BEGIN FOR I:=1 TO N-t DO BEGIN
FOR J:=I TO N DO READ(A[(I,Jl);
READLN END; |
FOR J:=1 TO N-1 DO READ(AA[JD);
READ(A[N,N1);READLN;
READ(M);
IF M<N THEN FOR I:=M+1 TO N DO X[I]:=0;
FOR I:=t1 TO M-1 DO U[I,M=1]:=A[I,M];
ViM=-1]:=ATM,M1;

PM-11:=2(UM=1,M=1] =VIM=11)/(AA[M~1]-ACM=-1,M=~1]);

IF P(M-1]1<0 THEN P(M=1]:=
FOR J:=M-2 DOWNTQ 1 DO BEGIN
FOR I:=7 TO M-1 DO

ulI,J3:=(alT, J+13*P[J+1]+U[I J+11)/C1+P[Jd+11);
V({dl:= V[J+11+(AALJ+1]+U[J+T J+11)*P [J+1]+A(Jd+1, J+1]*SQR(P[J+1]),

V(JI:=V(JI/SQR(1+P [J+11);
P(Jd1:=(UlJ,d1=-Vv (I /(AALJ1-A(Jd,d]);
IF P[J1<0 THEN P(J]:=0;

END; ,

X[(1J:=Pl11/(1+PLT]);

S:=1-X{17; .

FOR I:=2 TQ M-1 DO BEGIN
X{Il:=P(T1#2s/(1+P(I1);
S:=S8S-X[I]

END;

X[M]:=

FOR I:=1 TO N DO WRITELN(X(II)

END.

45



Bemerkung : Fir die Eingabe der Auszahlungsmatrix A soll diese
folgendermalen strukturiert sein

a(1,1) a(1,2) a(1,3) vee eee eee vee «.. aft,n)
"a(2,2) a(2,3) cee ees wee sss oee al2,n)

3(3,3) cee eee oee ese 0. af(3,n)

a(n-1,n-1) a(n-1,n)

aa(1) aé(Z) 2a(3) eee cee ooe aa(n-1) a(n,n)

hier seien a(i,j) = ay und. aa(j) = a; , fehlende Ein-

tragungen sind also immer der in der gleichen Spalte., letzten
Zelle gleich.

Nach der Eingabe von ‘A s0ll in einer neuen Zeile der
gewinschte Wert von m ( siehe II.5.2, II.5.3 ) folgen.
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Nun zu asymmetrischen Konflikten : bei deren Dynamisierung
8ind nun wieder die allgemeinen Vorteilsrelationen (I.1.1)
und (I.1.2) relevant; ebenso sollten die entsprechenden
dynamischen Systeme die bereits in II.3 geforderten Invarianz-
eigenschaften haben, um auch weiterhin die Interpretation der
resultierenden Prozesse als gemischte Strategien bzw. relative
Haufigkeiten bzw. Bevdlkerungszustinde zu gewdhrleisten.

Uberhaupt ist es nun viel einfacher, von der Dynamisierung
symmetrischer Konflikte ausgehend mittels Analogie—ﬁberlegungen(
zu modellieren, eine weitere Rechtfertigung der- Behandlung sym-
metrischer Konflikte.

Analog zu IT.3.1 erfiillt das diskrete Modell

& .Af“ + C :

£%ay® . ¢

~ (IT.6.1)

z*. BE, + C
(&eA) ) . '
y:j = Y§ 36&1,.1.,11} <
x9By®. ¢
( hier ist ¢ genligend grof, um einen Vorzeichen-
wechsel der Nenner zu verhindern ) genauso wie



(1}

x; (t) x; (£) [ &, Ay(t) - x(£).Ay(e)], 1et, ... m}

(II.6.2)

¥ (t) y;(e) [x(e).8E; - x(£).By(t)], jel1,...,n}

das zu II.3.2 analoge kontinuierliche Modell ist.

Wie im Abschnitt II.3 zelgt man auch, daB II.6.2 eine
Kontinuisierung von II.6.1 darstellt und daf beide Modelle
die in Abschnitt II.1 besprochenen "Selekticns-" bzw. "lLern-
bedingungen® erfillen.

Der Beweis des folgenden zu II.3.3 analogen Resultates
kann fast wértlich von dort iUbernommen werden o

Proposition II.6.3 : Seien (§,z)eF§:xI% ,

Dann gilt :

5}“ = x > &w c r%
VteN unter (II.6.1) ,
7=y > 3%y
x(0) = x > x(t) el |
.t YteR unter (II.6.2) .
y(0) =y = !(t)eP] ‘



Wieder sind also nicht nur S™Mx S" , sondern simtliche
= kartesischen Produkte von Seitenfl&dchen(-inneren) ﬁlxx r?]
invariant.. '

™
|



IT.7 Asymmetrische dynamische Glelchgewichte

Die Definition asymmetrischer dynamischer Gleichgewichte
liegt nun auf der Hand :

Definition II.7.1

Sei (Eyg_) & PIXG ’ IQ(?,...,m} s
Je{l,ec.,ny .

(p,q) heift "dynamisches Gleichgewicht",
wenn eine - und damit alle - der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfillt ist (sind):
(L) (p,q) ist unter (II.6.1) fix, also :
(%,¢” = (p,a) > (p%a" = (p,a) Vtenw .

(ii) (g,q) ist unter (II.6.2) fix, also :

(p(0),q(0)) = (p,q) = (p(t),q(t)) =(p,q) N tER .

1]
kel
.
=
L

(11i1) e .Ag ¥iel , p.Bf = p.Bg Vied.

- = =

1]

<
Pan
L
S’

(iv) QL'AS Atd VieI s E-B_f:J WB(E) VjeJ .
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Bemerkung : DaB diese Bedingungen (i),(ii),(iii),(iv)
wirklich dquivalent sind, zeigt eine zum
Beweis von II.3.5 analoge Uberlegung.

Ebenso ver;aufen die Beweise zu den folgenden Propositionen
v6llig analog Wwie die ihrer Pendants I1I.3.6 , II.3.7 und
IT.3.8 : ‘

Propesition II.7.2 : Sei (p»q) ein Nash-Gleichgewicht;

dann ist (p,q) auch ein dynamisches
Gleichgewicht.

Proposition II.7.3 : Jedes Paar von reinen Strategien (éc’f;)

ist ein dynamisches Gleichgewicht.

Proposition II.7.4 : Ist (2,3)& S%‘xéa total gemischt,

so gilt :

(p,q) ist Nash-Gleichgewicht <=>
<= (p,q) ist dynamisches Gleichgewicht



Bemerkung : Wieder ist der Begriff "dynamisches Gleichgewicht"
weiter als der des Nash-Gleichgewichts, beide fallen
jedoch im Falle total gemischter Strategien zusammen.

Die Verallgemeinerung des Begriffs der ESS auf asymmetrische
Konflikte ist nicht ganz so naheliegend wie die bisherigen
Analogien; um zu erfassen, wann ein Strategienpaar stabil gegen-
{iber Fluktuationen ist, muf man nidmlich schon bei der Formullerung
der Gleichgewichtsbedingung iiber den Nash-schen Gleichgewichts-
begriff hinausgehen :

Ist ndmliech (p,q) ein Nash-Gleichgewicht und xe sm
gegen ¢ "genausogut" wie p , also p.Aq = g.Ag , und
ist dafiir - nun naiv das symmetrische ESS-Konzept verall-
gemeinérnd - g gegen p besser als gegen Xx , also

E’BS > x.Bgq , so ist nicht einzusehen, warum Spieler I
niecht von p zu x abwelchen kénnte, zumal ihm dies kelnen
Nachteil bringt, sondern nur Spieler IT ( wir setzen hiebei
voraus, dad I gegeniiber II nicht miglinstig ist ).



.

AuBerdem gilt, daB diese Bedingung, also
p.-Aq = x.Aq = x.Bq < p.Bg

=g , ie\1,...,n} , erfiillt

"

nur fir reine Strategien

P
(<)
T im Inneren einer Seiten-

sein kann, denn wire pe []
fliche ( card I 2 2 ) , so kdnnte unmdglich

(p -x).Bqg >0 Yxe PX\QE}

gelten, da diese Ungleichung einen Halbraum charakterisiert,
auf dessen Begrenzungshyperebene - p liegt-:, diese
also die Fliche (['¢ <7 "~~~ _ schneidet, sodaB SN G
auch mit dem Komplement des Halbraums einen nichtleeren
Durchschnitt besitzt.

Wir missen also die Nash-Gleichgewichtsbedingung durch
eine Relation ersetzen, die eine Art gemeinsamer Optimalitit
widerspiegelt; eine naheliegende Mdglichkeit ergibt sich bei
Betrachtung*deg totalen Auszahlung, also der Summen der Aus-
zahlungen an die Spieler bzw. in den Bevdlkerungen :

p.Aq + p.Bg X.Aq + p.By \J(§,X) &€ S™x38" (II.7.5)

v
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Konsequenterweise gelangt man nun zur

Definition II.7.6 : (Q,g) heidt "evolutionidr stabil(es
: Strategienpaar ), wenn (II.7.5)
WV (x.y) € S™xS" gilt sowie :

E.Ag +

' 2>

o |

Jedoch liefert auch diese Definition nur Paare reiner
Strategien :

Satz II.7.7 : Jedes evolutiondr stabile_Strategienpaar (p,q)

besteht aus reinen Strategien :

(p,q) = (e,:’f‘)‘) ’ ielﬂroov’m} . jé{T,...,n‘S .

Beweis : siehe [127 ¢
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Bemerkung : Wie wir sehen, erlaubt die bisherige Formulierung
asymmetrischer Konflikte keine befriedigende
Verallgemeinerung des ESS~Begriffs symmetrischer
Konfliktmodelle; wenn man nun, anstatt jeweils
nur Interaktion mit der "gegnerischen" Bevdlkerung
zuzulassen, Spiele zwischen zwei Bevdlkerungen
mit Selbstinteraktion betrachtet, so0 erhilt der
darauf verallgemeinerte ESS-Begriff wieder eine
griflere Bedeutung. Hierauf niher einzugehen,
wirde jedoch diesen Rahmen sprengen; stattdessen
sei»ahf“die-Behandlung’in [11] verwiesen.

Nun.aber>zu.einigen Eigenschaften von dynamischen Gleich-
gewichten :

Proposition II.7.8 : Jedes Paar reiner Strategien ist-ein
dynamisches Gleichgewicht.

Beweis : klar aus II.7.1 . [

Korocllar IT1.7.9 : Jedes Paar“evolutionar stabiler Strategien ist
ein dynamisches Glelchgewicht.

Beweis : klar aus II.T7.7 , II.7.8 . 1
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Proposition II.7.10 : Seien , p'ef&, Ieit,...,m} ,

p
q,q"ely, Jeit,...,n}
sowie A PP ¢ R sodas

Dann gilt, wean (p,q) und (p’,q")
dynamische Gleichgewichte sind

(p,3) ist ein dynamisches Gleichgewicht.

Beweis : Seien 1€I , jed ; dann gilt wegen II.7.1 :
e.-A3 = §L°A(V3+(T'ﬂ)3') = peg-Ag + (1-pe;.Ag” ist vom 1
und B.Bf, = O\p + (1‘~>)E»)..Bgu. = >E°ij + (1-)7\)21ng von j

unabhingig, was nach II.7.1 alles zeigt. []

Definition II.7.11 : Ein dynamisches Gleichgewicht
(p,a) & Tpxly, Ie{t,.ccomb, Je{t,..uon},
heidt "isoliert" , wenn es eine Umgebung U

von (g,g) in PI'er gibt,so0dal gilt :

Auger (p,q) gibt es keine dynamischen
Gleichgewichte in U .

B= A+ (1-Wp el T = pg+ (1-pg’ely.
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Korollar II.7.12 : Sei (p,q)elyxly, Ic{t,...,m} , Jeit,....n} .
Dann gilt

(p,q) 1ist ein isoliertes dynamisches Gleich-
gewicht <D

&> (p,q) ist das einzige dynamische
Gleichgewicht in fp %Iy .

Beweis : "qg= "™ ist klar aus II.7.11 . o o
" =>'" ist eine Konsequenz aus II.7.10 : wire (p”,q") 5P1XP3-
ein weiteres Gleichgewicht, so wiren fir A€[0,1] auch

(Ap° + ('1“-))9,&_;" + (1-Nq) (él"oxxﬁj , da \'gg_.xﬁ'c"j konvex ist ! )
ebenfalls dynamische Gleichgewichte; ist nun U eine beliebige
Umgegung von (p,q) in Pi“'Pl" so enthidlt sie soclche Punkte mit
geniigend kleinem 7 , sodas. (p,q) nicht isoliert sein kann. [



Bemerkung : Aus obiger Uberlegung folgt ubrlgens, daB die
Menge der dynamischen Gleichgewichte in F&~xr5 konvex ist,
sie ist sogar der Durchschnitt der linearen Mannigfaltigkeit,
die durch die Gleichungen

o]
®
v e)
)
'
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0 y §J.j"ed

(ITI.7.13)
0 , 1,i7eI

®
b =
<
$
1o
=
<
1]

o

i o
charakterisiert ist, mit r&»<ra ( dies folgt aus II.7.1 ).
Daraus folgt nun

Satz II.7.14 : Wenn ein isoliertes dynamisches Gleichgewicht
(p,q) & §% «S$h existiert, so gilt ¢ m = n .

Beweis : Fir I = {1,...,m} und J = {1,...,n} dist (II.7.13)
ein System von m-1 linearen Gleichungen in x wund
n-1 linearen Gleichungen in y ;

M n

Zi_xc und z;yj

(>4 %4
sodal fir m<n p nur dann Loésung der Gleichungen in x
sein kann, wenn B degeneriert ist, widhrend die Gleichungen
in y eine lineare Mannigfaltigkeit mit Dimension 2 m -n
charakterisieren, welche natiirlich auch g enthdlt, sodaB
mit demselben Argument wie in II.7.12 (9,3) kein isoliertes

dynamisches Gleichgewicht sein kann; &dhnlich fihrt die
Annahme n < m zu einem Widerspruch. ]

dazu kommt noch

]
-
]
-
-
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Bemerkung : Man vergleiche II.7.14 mit I.1.19 sowie -
-~ fiir den symmetrischen Fall - mit II.2.8 !

Eine ausfihrliche Diskussion der beschriebenen
dynamischen Modelle asymmetrischer Konflikte
‘nebst einigen anderen Anwendungsmdglichkeiten
und einem Satz iber Nullsummenspiele ( wo also

A¥ = -B gilt; nach diesem Satz sind sdmtliche
Lésungskurven der Dynamik geschlossen ) findet
man in (107 .



II1.8 Ein Exklusionssatz bei partieller Indifferenz
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Hier 30ll gezeigt werden, wie in einer Situation der
teilweisen Indifferenz - ein Spieler hat mindestens zwel
Strategien mit gleichen Auszahlungen - die Dynamik des
Evolutions— bzw. Lernprozesses den anderen Spieler zum
Verzicht auf mindestens eine seiner reinen Strategien
"zwingen" kann.

Doch zunidchst eine vielleicht trivial anmutende
Uberlegung, deren Verallgemeinerung uns allerdings
zum angedeuteten Ergebnis fihren wird :

Angenommen, ein Spieler, etwa I , verwendet nur eine
reine Strateglie, etwa e, - Dann wird klarerweise der
andere Spieler im Verlauf eines Lernprozesses diejenige
Strategie y widhlen, fir die e By maximal wird,

sodaB offensichtlich, wenn
b; =: max by ist,

y; =0 VYJ mit b; < b; sein mus,
widhrend fir II keinerlei Veranlassung besteht, die
urspriinglich gewdhlten relativen Anteile yj/n/

fir j,j" mit by, = bg' = b; zu veridndern.



f

Flir die den LernprozeRl beschreibende Lésungstrajektorie
(x(t), y(t)) wird daher gelten

x(t) = ¢ YteR ,
y;(t) » 0 Vi mit by < by,

t >+

yi(£)/yy(e) = y;(0)/y(0)  Yte® , V3j,j°  mit
by = By = by
wenn wir ung, wie im folgenden, der Einfachheit halber
auf das kontinuierliche Modell (II.6.2) beschridnken.

Obiges 148t sich aber nun einigermafen verall-
gemeinern :

Satz IT.8.1 ¢ Sei (x(t),y(t)) eine Ldsung von (II.6.2),
welche

x(t) = x ( = x(0) ) \y teR , aber
ye) £ yoyely , Js{1,...,n}
erfillt; dann gilt

_}_{_(t) "XG’BQ‘] fir ¢t - + oo .
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Beweis : Seien flr i,jel{t,...,n}

C;J‘ =: Xx.Bf, - _:g.B_f_‘j ; dann gilt
fir i,jed :

N\

AT yie 4w |
1 — = — = Cy; h (IT.6.2),
( log e wTe e k nach ( )
e ()
also i = Yo exp C.r.t Y teR .

Angenommen, es gidbe fir alle ieJ ein j&J mit CLJ' <0
- dann gdlte

Yi &) .
y;(t) = vy (0) — -exp C;; .t - O Vied,
t =+

also y(t) =0 Fir t » +00 , ein Widerspruch zu y(e) e 87

Also gilt : es gibt ein ied mit Cyy 20 Yied ;

wdren alle Ci; = 0 , s0 hiefBe das y(t) = y(0) YteR im
Widerspruch zu unserer Annahme, da ja wegen (%)
Yiik) v

¥ L) N3led

N jed wdre, was zunidchst

1 = At = :/LH'-_) (0 {(H.T , al
3%:SY)( ) % \{;to)ys( ) i——\{_\(o) also

yi(t) = y;(0) V¥ teR und schlieBlich y;(t) = y;(0).1
fiir alle jeJ nach sich zdge, also y(t) = y(0) !
Daher ist I, =:{jed /C; >0} & ; fur jeI; gilt

e ’
ys(t) = y;(O) \_/L—(l exp =C:: .t « 0 , t = + 00 .
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daher folgt aus

1= 2 yi(e) = Zyj(t) + Z_ y;(e) =

1€] je T GRAY
» ‘) |
= z:.Yj(t) + :Z; YS(O) E%EB ( wegen (*) ) nun
€T JeNT s
yL(t) -~ y:(0)/S, , wobei S§;=: :Z; yS(O) (> yLﬁO) >0,
- £ & +o0 JENT,

da wegen C;: = 0 aueh 1eJN\TI, gilt ) , und somit

v (E) - y‘j(d)/sg.' Vjed\I, ; schlieBlich gilt fir

0 4= ;e I;U({‘r"""n}\ J) ,
yj»(O')/Si > jedNT
Y =’[Y«'~***Yk],e“3ra ( wegen TI. #.0°) und wegen obigem

y(t) = y fir & ->+o00 , was zu zeigen war. 1

Nun zu den Bedingungen flr die Existenz einer Trajektorie
(x(£),y(£)) mit x(£) = x(0) VYter :



Lemma II1.8.2

: Sei ie{1,...,my und Je{il,...,nr fest;
sei I;(J) =: {kel1,....m}/ a;; = ay vijiedT;

dann gilt :

e, Ay = e, Ay VYyely <> ke I;(J) .

N =

Beweis : " =" : Setze filir je&ed y = QJ- e =>

=% a: = akJ- = k € I;(J) .

Yy

"= ' : Wegen ay = ay VjeJ’,VKeIL(J) gilt :

Satz IT7.8.3 :

qiAy = X oayy; = Zoagy = oenay WO
i3 1€)

Seien I €{1,...,m}, Jc{1,...,0F fest.
Dann sind 3dquivalent

(1) I e I;(J) firein ieI .
(i1) I & I (J) fur alle iel

b

also I € () I;() .
teT

(111)  x@ell , y@ el =

x(t) = x(0) Y teR .



)

(a?

m

-

Beweis : "(i) <> (4i)" ist wegen

keI, (J) = I.(J) = Iy (d) trivial.

"(ii) <> (1ii)" : wegen y(0)e F’j gilt y(t) e Vter ,
sodaB nach II.8.2 e[ .Ay(%) = g, .Ay(%) VkeI(d)=1I
filr alle i1i€I gilt; da x(t) < ﬁlvteﬁ , folgt

x}(t) = 0 . Alle oben angefiihrten Implikationen sind
umkehrbar, wie man leicht einsienht ( vgl. II.8.2 1). 1

Bémerkung*: Fir I = {i} ist wegen i< I (J)
fir alle J<it,...,n}y TI=I (J) erfillt,
sodaf mit II.8.3 gilt :

—

x(0) = e >  x(t) =g \teRr .

Diese Situation entspricht den anfangs des
Abschnittes angestellten Uberlegungen.
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